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Théories stables 8-01
(B, POIZAT)
lre amnée, 1977/78, n° 8, 3 .,

UNE THEORIE w ~CATEGORIQUE A o FINI

par Bruno POIZAT (¥*)

Je vais montrer que, dans une théorie T uﬁ-catégorique, il y a une boine finie
au rang de liorley des 1l-types ; cette propriété s'exprime dans la littérature par
n O est fini", La preuve originelle, utilisant un argument syntaxique élémentai-
re, mais compliqué, est de BALDWIN, celle que je donne ici est plus conceptuelle,

mais demande quelques connaissances sur la déviation.

Soit donc T wune théorie compléte uh-catégorique ; soit D(x) wune formule for-
tement minimale : on peut supposer qu'elle est sans paramétre, car sinon on les
ajouterait au langage de T ; par définition de la minimalité, si A est un ensen-
ble de paramdtres, tous les éléments, qui satisfont D et ne sont pas algébriques
sur A , ont méme type sur A ., On sait que D ne donne pas de paire de Vaught,
clest-a~dire que si M est un modéle de T , et N une extension élémentaire pro-
pre de M , il y a dans N - M des é1éments qui satisfont D . Je note t(a/h) 1le
type de a sur A, RM(a/A) 1le rang de Morley de ce type ; * désigne la conca-

ténation.,
Je vais démontrer, par récurrence sur l'entier n , la proposition suivante.

PROPOSITION.

108i b satisfait D, et si RI(a/A) >n + 1, alors Ri(a/A u {b}) >n .

20 8i_le type (sur ¢ ) de A, " a, tend vers celui de A “ a, et si, pour tout

i, RM(ai/Ai) >n+ 1, alors RM(a/A) >n + 1 .

I1 faut amorcer la récurrence pour n = 0O

~e

le 1° est clair, car tout rang de
Morley est >0 ; pour le 2°, si RM(a/A) = 0, c'est que a est algébrique sur A4,
qu'il existe une formule f(x) & paramdtres dans A , vraie pour a et qui n'est
satisfaite que par un nombre fini d'éléments ; par hypothése, ce serait le cas pour

A *a, , pour i assez grand, ce qui est contraire au fait que RM(ai/Ai) > 1.

Montrons maintenant le pas n en commencant par le 1°. Je vais d'abord remplacer
A par un modele w-saturé ; soit donc M un modéle w-saturé contenant A , que
je place par rapport & a et b de fagon que le type de M sur A u {a, b} ne
dévie pas sur A j il ne dévie pas non plus sur A u {b} , et, par symétrie, le ty-

pe de a sur AU {b}uM=NuvU{b} ne dévie pas sur A u {b} , et
RM(a/M U {b}) = M(a/A u {b}) ;

le type de M sur A u {a} ne dévie pas sur A , par symétrie, le type de a sur

M ne dévie pas sur A , et
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Rii(a/M) = Ri(a/a) .

Si le type de b sur M u {a} n'est pas algébrique, il ne peut dévier sur M

(car RM(D) = 1 ), par symétrie t(a/M u {b}) ne dévie pas sur I , et
Rii(a/M u {b}) >n + 1 .

On suppose donc que t(b/M u {a}) est isolé par une formule f(x , a , m) ; M
étant w-saturé, comme RM(a/M) >n + 1, t(a/M) est point d'accumulation de ty-

pes de rang de Morley supérieur & n ; soit donc une suite a; telle que
RM(ai/M) >n , t(ai/M) # t(a/M) , et t(ai/M) —> t(a/l) ;

pour i assez grand, il existe b, dans D satisfaisant f(x , a; m) ;

t(ai - bi/H) tend vers t(a * b/M) ., Deux cas se présentent :

ler cas : Pour i arbitrairement grand, b, ¢ 1, clest-a-dire que b, a méme
type sur M que b ; par hypoth®se d'induction, RM(ai/M U {bi}) >n-1, et en
remplacant bi par b , j'obtiens une suite de types de rang de Morley =mn - 1,

qui s'accumulent sur leur limite t(a/li u {b}) (t(ai/M) # t(a/M)) ; par conséquent
RM(a/M U {b}) =n .

2e cas : A partir d'un certain rang, tous les bi sont dans M ; dans ce cas,
RM(ai/M U {"oi}) = RM(ai/M) >n , et d'aprés la 2e clause de l'induction & 1'étape
précédente, comme le type de N * a; * bi tend vers celui de M “a * b,
RM(a/11 U {b}) = n .

lontrons maintenant le 2°, Commencons par construire, gréce a la méthode de
HENKIN, un modele Mi contenant Ai 3 cela consiste, si u est le cardinal de Ai,

a4 introduire # nouveaux symboles de variables x A<wu , et a associer injec-

)\ b
tivement & chaque formule f a parametres dans Ai , qui est de la forme (3 y)

g(xx y eee s Xy y) , un ordinal A(f) inférieur & u et supérieur aux indices
1 n

Kl g eoe kn des X, apparaissant dans f , et & considérer la théorie compre-

nant, outre les Znoncés satisfaits par les &léments de Ai , les formules
(3 Y) g(x}\ 9 eee X}\. 9 y) "“9 g(X)\ 9 oo X}\ 9 X/\(f)) .
1 , n 1 n
On vérifie sans peine que tout fragment fini de cette théorie est interprétable
dans n'importe quel modéle contenant Ai , donc qu'elle est consistante ; et toute

réalisation de ces x, constitue avec Ai un modéle Mi , puisque cet ensemble sa-

A
tisfait le test de Tarski. On remarquera qu'ainsi énumérés ces modeéles forment un

fermé de 1l'espace compact des types en xn + u variables.

Nous plagons alors Mi de maniére & ce que son type sur Ai U {ai} ne dévie pas
sur Ai ; par compacité, quitte a extraire une suite, on peut supposer que le type
de Ii, * a, & une limite réalisée par M “a , ou A CM ; M est bien un modele

i

de T , car il satisfait les énoncés caractéristiques de la construction de HENKIN.

Comme RI‘»I(ai/Mi) zZn+ 121, aig/Mi , et par conséquent a ¢ M ; le modéle pre-
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mier sur M u {a} est donc strictement plus grand que M , et il existe b non
dans i , satisfaisant D , dont le type sur N u {a} est isolé par une formule
f(x)'; pour i assez grand, la formule correspondante sur Mi U {ai} est satisfai~
te par un élément bi satisfaisant D . D'aprés ce que j'ai montré au 10,

RM(ai/Mi U {bi]) >n 3 t(Mi “a f bi) tend vers t(4 % a * b) , et par hypothdse
de récurrence, Ri(a/M u {b}) > n ; or, comme le type de b est isolé sur Muf{a} ,
et non réalisé dans M (ou encore b est algébrique sur If u {a} et transcen-
dant sur M ), le type de b sur M u {a} dévie sur M ; par symétrie, le type

de a sur H u {b} dévie sur M , et Ri(a/M) > RI(a/M u {b}) .

COROLLAIRE 1. - Il existe un ehtier n tel que, pour tout moddle M , et tout
p € sl(m) , Ri(p) <n .

Sinon, il existerait sur un moddle M un type p de rang de Morley w . Soit
a rdéalisant p ; il existe b satisfaisant D , transcendant sur M et algébri-
que sur I u {a} ; d'aprés la proposition RM(g/M u {b}) > wy Cce qui est incowpatible

avec le fait que t(a/M u {b}) est extension déviante de t(a/M) .

COROLLAIRE 2, - Pour tout moddle M , et tout p e Sl(M) , Ri(p) = ru(p) .

Supposons que RM(p) =n+ 1 ; soit a réalisant p , et soit b satisfaisant
D, algébrique sur M u {a} et transcendant sur M ; RM(a/M u {b}) = n , mais en
fait Ri(a/M u {b}) = n , car, & cause de la déviation, RI(a/M u {b}) < Ru(a/t]) .
Donc, tout type de rang de Morley n + 1 a un fils de rang de lMorley n , et cette

propriété ceractérise le rang U .

Remargue. = Un systéme formé d'éléments du moddle premier sur M u {a} , satis-
faisant D , et algébriquement indépendants sur M , est de cardinal au plus
RM(a/li) ; on prendra garde & ce qu'en général il n'existe pas de tel systime de car-
dinal RE(a/li) (Contre-exemple avec la théorie du groupe (g/gg)w ).




