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TYPES LOCALEMENT ISOLES ET THEOREME DES DEUX CARDINAUX
DANS LES THEORIES STABLES DENOMBRABLES

par Frangoise DELON (*)

Le plan de cet exposé est trés voisin de ceux qui traitaient de la construetion
des modéles atomiques et du théoréme des deux cardinaux dans ies théories w=stables.
Nous avions alors introduit la notion de type isolé, et montré la densité, dans,

S (4) , de 1l'ensemble des types isolés sur A, si A est un ensemble de parametres.
Pour cela, nous utilisions le rang de orley. Dans le cadre plus général de la sta=-
bilité, ces notions ne sont plus adéquates : Nous commengons par définir une famille
d'applications de l'ensemble des types non nécessairement complets sur A , dans

On u {»} ; ces applications, proches de notions de rang, vont jouer le rfle que
jouait précédemment le rang de Morley : elles rangent tous les types si, et seulement

si, la théorie est stable.

le Définition du (-rang d'un type.

e i

Soit T une théorie dans un langage L , A un ensemble de parameétres.

Définitions = Soit p un type non nécessairement complet sur 4L, ¢ une formule
3 paramétres déans A et o un ordinal. Si p est consistant, on définit, par in-

duction sur o , la relation
R(p , @) > o
(le premier membre de 1'inégalité se 1it " p-rang de p ")s On pose
R(p 5 ¢) 2 O est toujours vral ;
Si o est lipite, R(p , ¢) >a si, et seulement si, Rpy0) 2B, ¥B<as3

Rlp 5 @) >a+ 1 si, et seulement si, pour tout fragment fini q de p, il exis-

teun moddle Mo A de T et me M tels que

®R(q v {CP(X ’ I-ﬁ)} ’ (P) za et R(q U {= (;)(X ’ I?l)} ’ (p) > u

Le premier travail est d'éteblir la cohérence d'une telle définition. Pour cela,
on raméne la satisfaction de la relation R(p , Q) o & la consistance de l'ensem=-

ble de formuies

F(P,(p’@)—{v(x ,8-); pl-\;(X,a), me 2}

v {¢(X ’ —ﬂl )ﬂ( ) B<a, e’ ul,
g
ou %2 représente 1*exponentiation ordinale, n‘ la restriction de 1 a B, et,
0
avec la convention Q(x ’ y) = W\X ’ Y) > m(x » Y) = —1w(X ) 5)

™ Frangoise DELON, UER Math., Tour 55, Université Paris-7, 2 place Jussieu,‘
75221 PARIS CEDEX 05. ' ’
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La proposition suivante est immédiate.
PROPOSITION.

Si rlp, ¢, @) est consistant, et o >o' , alors T(p, ¢ , o') est consis-
tant 3

8i r(p, 0, @) est consistant, et qcp , alors T(q, ¢ 5 @) est consistant.

PROPOSITION. - Si r(p , ¢ , 4) est consistant, pour tout entier 4 , alors
rip , © s w) est consistant, pour tout ordinal « .

Démonstration. — Tout sous-ensemble fini de r(p , @ s @) est inclus dans un en-
semble de la forme

A={ﬂ;(x,n,a§ pl-—-u}(x,a, i=0seen-=-1}
v le Xﬂi ? yTli

l ;i:O.-.n—l,j:O...z—l}UT,
B

ou Ty € O‘z, pour 1 =0 esen =1, et Bj <&y ypour J =0 eee ) =1 « On suppo=-
sera que les Bj gsont ordonnés de fagon croissante, clest-a-dire Jj < j! gn=-1
implique Bj < Bj' « Définissons ﬂ:{e 2t y 1=0 eean=1, par la relation
n () = (By) -
On a en vue les changements d'indices suivants dans llexpression de A
3 — 1
\ 1
T g, —7 T |3
m; (By) ~» i (3)
Par défintion des 7} , latroisieme substitution est légitime.

La premiére substitution est correcte si, et seulement si, tous les n{ sont dis-
tincts, ce qu'on impose par la condition suivante @
(#) si Ty # Ty 5 o0 adjoint & 1l'ensemble [By 5 +ee , Bz-l}
le plus petit B séparant 7; et Tb .
Les 1y étant en nombre fini, on n'adjoint ainsi qu'un nombre fini de B
La deuxidme substitution est correcte si on a 1!équivalence
.= si, et seulement si, 7}, =71l|: «
Tlilﬁg n“BJ ? ' n"lJ 'pki.]
Or la premic¢re égalité équivaut &
VB < BJ ) T}l(B) = 'ﬂk(a)
=y Bjt < BJ ’ 'ﬂi(BJt) = ﬂk(BJ’) (par (%))
s, 3t <d, G = @Y
! — mt
AT RF

Tout sous-ensemble fini de T'(p , ¢ , ) est dons inclus dans un ensemble
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TP s o £') , pour un entier ' o Par compacité, la consistance de ces ensembles
implique celle de T(p , @ 5 @)

PROPOSITIONe. - (p , @) 3 o si, et seulement si, r(p, ¢ , o) est consistant.

La démonstration se fait par induction sur o .
1° Pas de probléme pour o = O puisqu'ona T(p, o, 0) =p »
20 Soit « limite, donc o >w  Si T(p, ¢, @) est consistant, T'(p, ¢, )
est consistant, pour tout ordinal v j par hypothese d'induction, on a
(R(P:CP)ZY, Vy<o,y
donc
R(p 5 @) >,
par définition du ¢=rang.
Réciproquement, supposons qu'on a
R(p 5 0) >,
alors
Rp, @) 2n, 1 0E W,

ce qui entratne la consistance de T'(p, 9, 1) , ¥V Nn€ v, et doncde T(p,q,B),
pour tout ordinal f .

39 Reste le cas d'un ordinal successeurs

(a) Supposons R(p , ¢) > o + 1 ; pour tout fragment fini q de p , il existe
un modéle Mo A et me M tels que

Rlau {plx, W}, ) 2 ;
‘R(qU{'—lC,D(X,ﬁ)} ,(p) > e

Par hypothése d'induction, T(q u {p(x , M}, ¢, @) et T(qu {- olx, m}, s )
sont consistantse

Dens le cas oi « est infini, on conclut aussit8t que T(q U {o(x, M} , ¢ 5 ¥)
est consistant, pour tout ordinal v , donec & fortiori r(q , ¢ , y) « Comme toute
partie finie de T(p , ¢ , y) est incluse dans un ensemble de ce genre, r(p, s Y)

est consistant, pour tout ordinal vy .

Soit donc o fini. On va réunir les deux ensembles Tr(q U {p(x, w7}, w, a) et

r(q U {— olx, m}, ¢, @) , en prenant soin que les variables %, et ;)7” inter-
: B

venant dans 1'un ou 1l'autre ne se confondent pas j pour cela, on concatene 0 &
1'indice des varisbles intervenamt dans T'(q u {p(x , m}, vy @ et 1 al'indi-
ce des varigbles intervenant dans r(q u {= Qp(x , I-ﬁ)} ’ Oy «) o On a ainsi la con-

sistance de l'ensemble réunion
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{y(gar » 8 3 al=y(x, 8) , ne 2}

T
SRCICMPR nec‘z}u{@(xo,\n,%s)ﬂ(p); e, B<a)

U {V(Xl*ﬂ , 3 3 alylx, 8, ne%}u ‘P(Xl"n , m ;3 me %

Ve

- (B8) . o
U{CP(Xl“n’yl“"ﬂm)nB 3 NE€E 2, B<a}uTlo.
Cet ensemble est exactement T'(p , ¢ , 1 + a) si on rebaptise m= 5-% .

(b) Supposons Tr(p , ©y @+ 1) consistant. Pour tout fragment fini q de p,
rq , @ s @ + 1) est consistant. Séparons les varisbles dont l'indice y; commence

par O et celles ol il commence par 1 . Le premier ensemble, par exemple, s'écrit

{df(xn ya) 3 alylx, 8, ne a*ly , 100 =03
u folx, , Yﬁ) s T € a+ly s 1(0) =0}
L 1(B) a+l
u{cp(Xn,Y,nlB) 3 e 2, 70 =0, 0<B<a+l}.

GrAice au changement de variable 7'(8) = 1(8 + 1) , on reconnait dans cet ensemble
r(q v {olx, §¢) s o » @ qui est donc consistants Meme raisonnement pour la conw

sistance de T(q U {4 o(x, 525)} s © 5 @) o I1 suffit alors de réaliser §¢ en m
et d'utiliser 1'hypothése d'induction.

PROPOSITION (Propriétés des -rangs)s

-

1° si R, 0) > e o >o', alors R(p 5 ©) >a' 3

2051 R(p, g »o et acp, slors Rla, ¢) >3

30 S'il existe un ordinal o tel qu'on n'ait pas R(p , ¢) > o, slors il existe
un plus grand entier n tel qu' on ait R(p , ) 3 n ; cet entier est appelé

p=rang de p , et noté n = R(p , co) H

40381 R(p, ¢) =n€w, il existe un fragment fini p; de p vérifiant

(R(po y @) = R, o) (En particulier si p est complet, on peut prendre pour pj,
une formule de p ) 3 '

5 Soit p, a€ S, (4) vérifiant
‘R(P,c,o)=n =‘R(P0,<{))=‘R(q’(p) ’

ou Py est un fragment fini de p, et Popc4q - Alors toute formule (p(x ’ a) est
satisfaite en meme temps par p et q .

Les quatre premiers points sont des corollaires de ce qui précéde.

Démonstration du 5e point. - Supposons qu'il existe 2 € A tel que

Plolx, 8, al-—elx, s .

Des inclusions py S Py U {p(x, 2)} ©p, on déduit R(py v {ox , 2}, o) =1y,
et des inclusions py < py U {~ o(x, 8)} = q, on déduit (R(po U {— op(x, a)}s o = Tpye

Le -reng de p serait donc au moins Oy + 1 e
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2. Propriétés des (~rangs dens les théories stables.

PROPOSITION. - Les cing conditions suivantes sont équivalentes.

1© T est stable ;

20 Pour toute formile ¢ , R({x=x}, ¢) est fini ;

3° Pour toute formile ¢ et tout type p, R(p, ¢) est fini ;

4° Tout type complet est définissable ;

50 T est stable en tout cardinal ) vérifiant ,\T =\

Les implications 4° —3 50 — 19 gont évidentes. De méme, 1'implication
20 — 3° est évidente puisque le =rang ne peut que diminuer lorsqu'on augmente

le type.

Démonstration de — 2° — 4 1° « = On suppose qu'on a, pour une formule ¢

R({x = x} , o) > , pour tout ordinal o,
et on veut en déduire 1'instabilité en tout A .
Soit )\ wun cardinal quelconque j posons
p=infly ;3 2¥ >}, dome < e

On sait que T({x=x}, ¢, u) est consistant. Réalisons dans un modéle de T

les variables x_ et ;;'rTl intervenant dans cet ensemble. Dénombrons les y : Ils

Lt |

sont indexés par l'ensemble

{'ﬂlB; 'ne“Q, “3<u}={"ﬂ5 neﬁz, B < u}
de cardinalité <A L'ensemble des x est de cardinglité 2% > A « Pour montrer

1'instabilité en y 11 suffit donc de vérifier que deux x distincts ont des ty=

pes différents sur les ¥y » Or, si Ty # Mo » soit B 1le premier ordinel tel que

M 8) # () 3
on a donec
= t M -
Mg =Telp o ME by sy )0 ol 2 ymls)
ou l'inverse
) A olx v, )
p ? g T |

Démonstration de 3%.=j 4% - Soit p € S, (&) et ¢ une formule & paramétres

Y

ME o
ool 0 Ty

dens A p est -rangé, donc, pour une formule § €p , ona
R(p 5 @) = R[4} , o) =15 €W »
Soit a € A o Alors
pl-eo(x, a) si, et seulement si, R({y(x) A olx, a)} , ©) > 1y .

On a, en effet, si pl-olx, a) ,
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Ry} 5 o) 2 RLGE A olx, B}, 0 2RE , ¢
d'ol en fait 1'égalité de ces trois -rangs.
On a de la mtme fagon, si pl- o o(x, &) ,
R({4(x) A= @lx, 3}, @) =15 e

Si on avait, en meme temps, R({y(x) A @lx, @)}, @) 21y, le o-rang de p se-
rair au moins ny+ 1

On a donc établi 1'équivalence suivante :

pl-lx, a) si, et seulement si, T({y(x) A olx, a)} 5 o 5 ny) est consistant
si, et seulement si,

< .3 n(8)
T(4) Mg 1 Cyog) A sy » ) A My 37y 0%, » y’ﬂm) ]

(puisque dens ce cas T est un ensemble fini de formules) » En conséquence, le type

p est définissable.

3, Modele localement atomique d'une théorie stable dénombrable.
e e s

Désormais, le langage L est dénombrable et T est une théorie sgtable 3§ A , B
et C sont des ensembles de parametres. '

Définitionse - Soit p€ S1 (&)

p est dit localement isolé sur A si, et seulement si, pour toute formule o ,

il existe 4 , & paramdtres dems 4 , telle que p |- y(x) et, si a€h et
p |- ¢lx , 8) , alors

T(&) |- v x [y(x) —>oplx, a)] .
On eppelle =type de p 1'ensemble
{o(x, 3) , a€h, Dl olx, 2} U {—oelx, ) ; a€h, pPlaolx, a)} .
On note cet ensemble p(q)) .
On emploiera l'expression " -type is01é" pour exprimer l'existence d'une formule
$ o consistante, telle que, V¥ aeh, si (p(x , a) € p, alors
T by xla() — plx, a)l,
ety si - olx, 8) € p, alors
TA) kv x [6(x) = —olx, A .

On attire 1'attention sur le fait qu'il y a abus de langage par rapport & la ter-

minologie usuelle, en ce sens que
1° p(p) n'est pas clos par conséquence 3
20 Lg formule & n'a aucune raison d'€tre dans plo) »

Remarquons que p est localement isolé si, et seulement si, pour toute formule
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¢ s Dplp) est isolé par une formule de p . En effet, si 3 disole
{(p(x, a) 3 EEA; Pi"(p(xy -:TL)}

et y isole {4 olx, 3); a€kh, ploolx,a}, alors & Ay iscke plp)

Réciproquement, une formule isolant p(cp) isole chacun des deux ensembles ci-dessuse

PROPOSITION. — Soit p € 8 (A) 3 p est localement isolé si, et seulement si, pour
toute formule ¢ 3 paramétres dans A, 1l'ensemble V (p) = {a e s (£)5 alg) =ply)}

est un voisinage de p (plus précisément, le o=type de p est isolé par une for-

mile de p si, et seulement si, V (p) est un voisinage de p )e
P

Démonstration.

Si p est localement isolé, soit § € p une formule isolant plo) o Alors ch(p)

contient l'ouvert () qui contient p .

Si V(P(p) est un voisinage de p , il contient un ouvert fondemental (g) conte=-
nant p ; clest-d-dire que tout q € S, (&) , tel que q|= 3(x) , satisfait

p(p) = aly) 3 ou encore yaeh,si ,(x,aep,ona
T(4) v x [3(x) =3 olx, a)] .

Par ailleurs, p |- 3(x) .

PROPOSITION. - L'ensemble des types localement isolés sur A est dense dans Sl (a) .«

Démonstration. = Le langage est dénombreble ; soit Py 3 Gp 7 ety P2ttty
n < w , une énumération des formules sans paramétre. Soit (y) un ouvert fondamen-
tal de S, (&) o Prenons dans (y) un type p de o, -rang minimgle Il existe
§, €P tel que

R(\ljl ’ (Ql) = R(p ’ (Pl) .

Alors, tout q contenant ¢ et ¢, a méme (py ~rang et donc méme (pl-type que

p « D'ol 1l'inclusion
(y A yy) < ch(p) = Vgo(q)

qui montre que q a son ,~type isolé par y A y; o On recozmence l'opération
en remplagant (y) par (y A h) . On construit ainsi une suite de formules
Yoo Yy cee s Yo oo telles que la conjonction des n premiéres soient consis—
tante. Il existe un type les contehant toutes ; ce type, en fait unique, a, pour
tout n, un gpn—type igolé par une formule lui appartenante Il est donc localement
isolé.

Définition. — Soit A < B 3 B est dit localement atomigue sur A quand tout ty-

pe pE€ Sn(A) réalisé dans B est localement isolé sur A .

PROPOSITION. - I1 y a transitivité de 1'atomicité locale.

Démonstration. = Soit AcBc C, ou C est supposé localement atomique sur B ,
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ainsi que B sur A& . Soit Ge C et ¢ une formule de L o Le type de ¢ sur B,
qu'on notera t(c , B) , est localement isolé, d'oh l'existence d'une formule f &

paramétres b e B, vérifiant
y ae B tel que t(c, B) |- o(X, a) ,
done, en particulier,
v ae$d tel que t(C, A) |, &) , t(B)|-v x[£(x, b) —-égp(i , 8)] o
De méme t(b , &) est localement isolé sur A , d'oh g vérifiant
sW v Tl — [y TEGE, 7 = oG, DITT 5
t@W v X7 e® AtE, N] —dpE, a)] .

La formule 35 [g(¥ A £(X, ¥)] isole done t(c , &) et appartient & ce type
puieque g(®) A £(x , B) est dans t(c , B) «

clegt-a~dire

~saturé contenant A 3 alors tout type loca-

PROPOSITION. - Soit M wun modéle Wy

lement isolé sur A est réalisé dans M .

Démonstration. = 51 q; 5 g5 5 oo 5 Py s eoe émumerent les formules du langage,
et si p est un type localement isolé sur A , il suffit de considérer les formules
¥ 9 eoo 9 §y 9 oo isolent p(p,) «ee Plp,) «-+ Le type incomplet {4(x)y ne w}
a pour seul prolongement p et est réalisé dans M .

Remarque. - Tout type p localement isolé sur un modéle M y est réalisé s En
effet, considérons la formule X # m j il existe § telle que, si on suppose p
non réalisé, '

yme M, MevX[s(X) —>%X#m],
ce qui prouverait que la formule & est inconsistante avec T .
Mais, si M est un moddle contenant A et que p est un type localement isolé

sur A , il ne sera généralement pas réalisé dans M .

7/ \
THEOREME. - Si T est une théorie stable dénombrable, il existe un modele localew

ment atomique construit au-dessusde tout systéme de parametres.

Démonstration. — Soit A un ensemble de paramétrese. On choisit un modéle M

wl—-sa’curé contenant A ; on va construire par induction une chafne croissante d'en-

sembles 4, , ACh S M.

Reppel (cfe Exposé m° 2). - Al T(h) si, et seulement si, les types de S, (4)
réslisés dans A constitue un ensemble dense dans S1 (1) «

Posons
AO = A 3

=A si A estunmoddles A =4 U fa} sinon, ou a € M est tel que
o+l o' o atl o o o

t(q{y , &) est localement isolé sur 4 ;
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L =U LA 81 o est limite.

o B<x "B

On vérifie par induction que chaque Aa est localement atomique sur AB y B <
(pour passer des l=types aux n~types, remarquer simplement que, si & 1isole
t(aa ’ Aa) » alors la formule

(X].:a(l/) A eso A (Xn-l = 8a ) A@(Xn)

o4

1 Nl

isole t((aol1 y oee s aan_l »8),h), 0 o
La suite Ao( stationne nécessairement pour un ordinsl vy de cardinalité v < R.

Par construction, AY est un modéle, et il est localement atomique sur L .

i<Q)o

4o Lpplication au théoréme des deux cardinaux.
MMMWWNMW

On se contentera d!établir le théoréme ci-dessous. Pour ses conséquences, en pare
ticulier, le résultat : Si T admet (o » By a>B>w, elle adnet (A , u) ,
YXspus A=p 2w , on se reportera & l'exposé n® 2.

\

THEOREME. ~ Soit T une théorie stable dénombrable. Si T admet une paire de
Vaught (M, N) , elle admet une paire de Vaught (M1 , Mi) quelque soit la
sur-structure Ml > M.

La démonstration utilise les mBmes résultats intermédiaires que dens les théories
w-stabless Dans tout ce qui suit, T est stable dénombrable.

PROPOSITION. = Soit M un modéle de T , A un ensemble de paramdtres, N un

modele localement atomique sur M Ui, x un élément de N - M , Llors

t(x , M UL) ne cohérite pas de sa restrictiona M .

Démonstrations - Le #-type de x au-dessus de M est isolé par une formule & y

soit
ymeM, TM)|-vyls0) —y#n].
Si t(x , M UL) cohéritait de t(x , M) , on aurait un o €M tel que
T(M) |- 6(a) ,
ce qui est une contradiction.
PROPOSITION. - Soit M < N deux modéles de T, p un type sur M, réalisé par

Xg €Nj; ¢ est une fornuke de L et gy ={x; x€M et M= (%)} « Les trois
situations suivantes sont équivalentes :

1° p ne fait pas sugmenter o ;

2° 8i o est un paramétre vérifiant ®y d= t(xo s MU {0}) hérite de sa res-

triction a M ;

3° ¢ n'augmente pas dans un modéle localement atomique au~dessus de MU {xo} .
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Démonstratione.

1° === 2° : Soit ¢ une formule telle que qf y(x , @, W , o8 mME N,

a3y 4, vy, @ Apl) .

Le type p satisfait donc la mme formule. Considérons le modele Nl dans le-

quel p est réalisé, par ) et o n'augmente pas

Nll‘EY@(X1:Y;E)/\cp(Y) .

Il existe donc y, € g vérifiant y(x, , y, , m , et ona
A .

Pl"' y(x > V1 ﬁ) ’

ou v, € M puisque @Nl = By

20 = 3° 1 Soit N, un moddle localement atomique an-dessus de M u {x;} o Si
z est un élément quelconque de NO -M, t(z, Mu {xo}) ne cohérite pas de
t(z , M) , ou de fagon équivalente, t(xo » MU {z}) n'hérite pas de t(xo s M) .

L'hypothése ¢(z) n'est donc jamais vérifiée quand on a z € Ny =M
30— 19 3 Clest tfivial.
PROPOSITION. - Soit M et N dewxmodilesde T, pe S() , qe s (M) .81

p et q sont équivelents, et que p n'augnente pas V) alors q n'augmente
pras QN .

La démonstration est la mfme que dans 1l'exposé nv 2. Le tneoréme s'établit nain-
tenant sans difficulté : On considére le type p € S; (M) d'un élément de N = M .
Son héritier p, sur M, n'augmente pas oy (par la proposition qui précéde).

1
I1 suffit de prendre pour M] un modéle ou p; est réalisé sans sugmenter ¢ , par

exemple, un modéle localement atomique construit.




