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Théories stables 3-01
(B. POIZAT)
lre amnée, 1977/78, n° 3, 6 p.

THEORIES w 1 -~CATEGORIQUES

par Sébastien EHRSAM (*)

Introduction. - Une théorie T , toujours supposée compléte sans modele fini et

dénombrable dans ce qui suit, est dite )\-catégorique ( A cardinal quelconque), si
elle n'admet qu'un seul modéle de cardinal ) , & isomorphisme prés. Aprés qu'on

eut trouvé des exemples de théories w,=-catégoriques non w-catégoriques (corps al-

1
gébriquement clos de caractéristique O ), ou w~catégoriques et non wl—catégori-
ques (ordre dense sans extrémités). LOS s'est posé le probléme suivant ¢ T étant

A=catégorique ( \ > w, ), T est—elle catégorique en tout cardinal non dénombrable ?

La réponse affirmative, trouvée par MORLEY en 1962, reposait sur un résultat plus
fort ¢ " T é&tant )~-catégorique ( )\ > wy ), tout modéle de T non dénombrable est
saturé " ; elle utilisait 1'analogue de la dérivation des espaces topologiques et
du théoréme de CANTOR-BENDIXON pour certains espaces de types.

Notre exposé s'attachera plus particuliérement & placer ce théoréme dans le cadre
des théories w-stables. A cet effet, nous utiliserons sans démonstration préalable,
outre les résultats du cours de B. POIZAT sur les théories stables, les notions ba-
siques de skolémisation, la totele indiscernabilité des suites d'indiscernables dans
une théorie stable, le théoréme des 2 cardinaux de Vaught et 1'existence de moddles

premiers dans les théories u=-stables.

Notations. - |X| = cardinal de X, £ est le langage dans lequel T est défim
nie, M < N désigne la restriction élémentaire M de N, RH(p) est le rang de
Morley de p , C(p) son'rang de Cantor" et tA(x) le type de x au-dessus de A .
Si M est unmodéle de T , et ((x, a) , ac M* , une formile, on note
(M) = meM; Mlgplm, a8} . I1 est rappelé qu'une paire de Vaught est la donnée
de M, N moddlesde T et o(x, &) , ae M, M;N , avec (M) = a(N) et
le(M)] > w . t(a) désigne un terme construit sur 3 .

THEOREME de Morley. - T catégorique en )\ >w, si, et seulement si, T catégo-

1

rique en tout cardinal non dénombrable.

lre étape 3 Elle n'utilise nullement 1l'hypothése de catégoricité.

TH}E}OREHVIE d'Ehrenfeuchts = Soit T agyant un modéle infini et )\ un cardinal 2‘”13
il existe M, modéle de T , de cardinal ) tel que, si AcM, [Al=w, M ne

réalise pas plus de w types de S1 (&) .

Soit (I, 3 ensemble ordonné de cardinal ) » Soit T une skolémisde de T .
On prend N* un modéle de T" possédant une suite d'indiscernables (ai)ieI , et

(*) Sébastien EHMRSAM, C. E. S. de Wintzenheim, 68000 COLMAR
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soit M le skolémisé dans £ , skolémisé de £, des (a);.p noté h({ai}iEI) :
M est un moddle de T o Soit A = M dénombrable. Tout élément de A est formé &

partir d'un nombre fini de a; , et done A c h({ai}iEJ) , J dénombrable.

Alors, le type de a; sur A ne dépend que de la maniére dont i est placé par

rapport & J : Si aio et ay, sont tels que, pour tout j € J , :i.O < si, et
seulement si, il < Jj , alors, si Ml ey 5 Dy s seey b ) , avec by €M,

M = cp(ai ’ tl(ai ) tn(a?)), avec ':‘L"l’ y seo I:Z extraits de J , et donc, par
. 0 1y n _—
indiscernabilité, M |- (p(ai(,) , tl(ail) g see s tn(ainei) , S0it M|= (p(aié,bl,.-.,bn).
. . n
De méme, si x € M est de la forme t(ail y ey ain) s (lj)l‘<j<n €J , son ty-
pe au~dessus de A , ‘bA(x) , ne dépend que de t et de la fagon dont se place
(:i.1 y oo o in) par rapport & J (mfme argument).

I1 suffit donc de trouver I ordonné, avec |I| =) , tel que, pour toute partie
J dénombrable de I , et pour tout entier n , la relation = (n, J) , exprimant
que 2 suites croissantes indexées par n sont placées de la mtme fagon par rapport

by

4 J , n'a qu'un nombre dénombrable de classes.

On considére ) comme ensemble, i. e. comme ordinal ; le résultat se montre par

récurrence sur n ¢

Pour m=1¢: Soit J c ) quelconque ; si i € ), alors inf(j ; j€J ; 1<}

est dans J et détermine la classe de 1 .

Le passage d&¢ n & n+ 1 se fait en remarquant que la classe de (il,...,iml)
ey Modulo = (1,3" =T Ui, eee, i}) et
la classe de (il y son in) modulo = (n, J) « Cela ne donne qu'un nombre dé-
nombrasble de classes modulo = (n+ 1, J) .

est déterminée par la classe de 1

2e étape + Si T est \-catégorique , r>w T est w-stable.

1 b4

Si T est non w-stable, il existe AL , ensemble dénombrable de paramétres, pro=

duisant w, types qu'on réalise dans un modéle M contenant & de cardinal ) 3
M ne peut pas &tre isomorphe au modéle construit dans le théoréme d'Ehrenfencht,

et donc T nfest pas a=catégorique.

3e étape ¢ Si T est A-catégorique, A >w; o T est sans paire de Vaught.

Par 1'absurde, d'aprés le théoreme des 2 cardinaux de Vaught, T étant w-stable,
si T admettait une paire de Vaught, T admettrait (XK, A) 5 ie €. il existerait
un modéle M et une formile o(x, a) , ac€ MY, avec w <K <n o 6t [a(M)]=K
et |M = A « Or M n'est pas saturé.

L'ensemble des formules {o(x , 8) 5 X# g , pour tout & dans (M)} se laisse
prolonger en un type sur 5(M) , non réalisé dans M . Or, T étant w-stable, donc
A-stable, il existe un modele N saturé de cardimal ) (théoréme de HARNIK). M

et N étant non isomorphes, on obtient une contradiction.
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4e étape 3 Etude préliminaire sur les formules minimales.

Définitions. - Une formule minimele est une formule olx , a) , avec a € A" s ad-

nettant une infinité de réalisations et telle que, pour toute extension B de A,
k
tout b e B

- y(x, B) A olx , a) n'a qu'un nombre fini de réalisations.

, et toute formile y(x, ¥) , y(x, B) Aolx, a) ou

D'autre part, si o(x, a) , ae A", est une formile minimale, on définit sur
tout B, ensemble de paramétres contenant 4 , le type moyen n de ¢ sur B par

les formules y(x , B) A ¢(x, @) ayant une infinité de réalisationm. On vérifie
aisément sa consistance et sa complétion. On remarque qu'il ne peut avoir sur C

contenant B , deux fils distincts non-glgébriques.

La proposition suivante donne le lien entre formules minimales et type de RM
égal & 1 .

PROPOSITION.

1°98i o(x,a), ae &" , est minimale, le type moyen 1 de ¢ sur Bo A est
de RM égal 1, et olx, a) 1'isole des typesde RM>1 dans S (B) .

20 Soit pe S (M), M étant un moddlede T, avec RM(p) =1 .81 olx, 8 ,

avec ae M , isole p des types de RM>1, ¢lx, a) estminimale.

1° 1 a une infinité de réalisations ¢ Si G , modele de T , contient toutes les
réalisastions de 1 , 5, (G) contient une infinité de fils de 1 distincts, qui
s'accumilent en un point au moips s RM(m) > 1 « o(x, a) isole m des types de
RM > 1 iaﬁ Sl (B) « En effet, sinon, il existe une formule \y(x ’ b) telle que
mly(x, B) Agplx, a) et n'l-ylx,B) Apx, s, avec n et n' de
RM > 1 ; cela signifie que n' est non algébrique et que — y (x, D) A (p(x ’ 2)

admet done une infinité de réalisation, ce qui contredit la minimalité de (x , @)
Si RM(m) >2, m eurait sur M, modéle contenant B , un fils q , point d'accu-
mulation de types de RM > 1 (i. e. RM(Q) > 2) ; q n'est pas le type moyen de
@ sur M car sinon il serait isolé par olx, a) dans S, (M) permi les types de
RM> 1 ; donc g |- y(x , m A px, a) , qui n'admet qu'un nombre fini de réslisa=
tions, soit RM(q) = O « Contradiction ¢+ RM(n) =1 .

20 8i @(x , a) n'est pas minimale, il existe N, extension élémentaire de M,
et y4(x, d), E'eNk, tels que o(x, a) A y(x, B) et ¢(x, &) A y(x, b)
ont une infinité de réalisations, dont une infinité existe alors dans N . Soit

(xi)iew
et o(x, 3) Ao y(x, B) « Les types tN(xi) et tg(y;) s'accumilent en deux

points tN(x*) et tN(y‘“) .« On a RM(tN(x*)) >1 et RM(tN(y*)) >1, ce qui en-
traine, X et y* vérifiant tous deux ¢(x , a) , et leurs types sur M étant
de RM>1, tM(x*) = tM(y*) =p 3 dlou RM(tN(x%)) = RIvI(tN(y*)) =1 +Donc p a

sur N deux fils équirangs avec lui, ce qui contredit la stagbilité de p , car p

(yi)iew des éléments de N vérifiant respectivement cp(x,a) A \‘V(X,E)

est rangé par RM .
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THEORE:{E. - T est w=stable et sans paire de Vaught si, et seulement si, T est

catégorique en tout » > W,

lre partie : On suppose (p(x) minimale sans parametre. Soit M , modele de cardi-
nal A zw; , et 5(M) 1'ensemble associdé & (x) et M ; la o-stabili’é nous
assure de l'existence de P , modéle premier sur (M) , avec donc P < M . Comme
il n'y a pas de paire de Vaught, P =M . Donc M est premier sur &(M) et mtme

minimgl sur (M) , ce qui entratne que |3(M)| = A + On construit dens 3(M)

une suite de la meniére suivante : Le type moyen de ¢ sur p est réalisé dans M

en aj, a vréalise dans M le type moyen de ¢ sur {ag} 5 ooy réa~

a
o+l
lise dans M le type moyen de  sur {8y 5 o0 s aa} =4, . On poursuit cette
construction sussi longtemps que 1l'on peut réaliser le type moyen de @ Ssur Aa

dans M . Dés que cela s'avére impossible, on s'arrfte.

A = {a } étant la suite ainsi trouvee, 5 (M) est exactement 1t'ensemble des
elements de }Jfa clbture algdbrique A" de A satisfaisant «o(x) « En effet, si
geg(M) , g ne réalise pas le type moyen de ¢ sur 4 ; il existe donc y(x, a),

aea” , satisfaite par g , et algébrique ; par conséquent, (g) est algébrique.
De plus, |&] =), car |A| < dimpliquerait [s(M)| < |&*] <), ce qui contredit
le fait que M et (M) ont mme cardinal ) .

La suite 4 = (a, )1eI est indiscernable sur £ . Montrons le par récurrence sur n:

ay et a, , pour tout i€ I, réalisant tous deux le type moyen de ¢ sur ¢,
ont mtme type sur £ .

Supposons que, pour tous indices kj < ees < k , les suites {g;, e, an] et

{ag, 5 eeey a.kn} ont meme type sur £ . a,, Téalise le type moyen de ¢ sur

A =1{8y s eee, a}, et akn+1 réalise le type moyen de ¢ sur Akm. - » ot donc
aussi le type moyen de ¢ sur {ak s see ak} 38 et ak " ont alors

nfme type sur {a; , eee , 8.} et {ak s eve a.k} s dlou le rc,sultat a 1'ordre
(n+2) .

On sait que, dans une théorie w-stable, toute suite d'indiscernsbles est totale-
ment indiscernsble. A est donc totalement indiscernsble sur f . Soient Ml et

Mz deux modeéles de T de cardinal )\ . Alors, dans @(Ml) et @(Mz) s on construit

Al et A2 , suites d'indiscernables totaux de cardinal )\ , qui sont donc isomor-

phes, les clétures algébriques suivant (x) 1le sont aussi et, par conséquent, M

1
et M:Z modéles premiers et minimaux sur @(Ml) et @(Mz) le sont aussi. Ceci

achéve le raisommement dans le cas ol ¢ est minimale sans paramstre.

2e partie : Pour pouvoir refaire le précédent raisonnement avec une formule mini-
mele (x , a) & paramdtres en partant du type moyen de olx , a) sur {a} , il
est nécessaire et suffisant de pouvoir reproduire dans tout modéle de T wun

n-uple & de meme type sur f que a ; pour ce faire, 1e type de 2 sur £ doit

ttre isolé.
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Si nous considérons un type p sur MO , modéle atomique ou premier sur £ , de
Rt égal & 1 , toute formule CP(X , 8) 5 &Vec a € Mg , qui isole p parmi les
types de RM 3 1 , sera minimale d'apres la proposition p#écédente, et le type de

& sur P sera isolé. L'existence de ce type découle de deux assertions :

LEMME 1 = Si T n'admet pas de paire de Vaught, et si (P(X ’ ¥ R @), ac e ’

a une infinité de réalisations en x pour des valeurs de ¥y s on peut trouver un

entier X ne dépendant que de la formule et exprimer cette infinité de x par s

.o . ¥ a o . # . .
B Xy eeey X (/\/\i(p(xl,y,a))/\(/\/\i?éa X:erg)

Par 1'sbsurde, supposons que (ns) sew soit une suite strictement croigsante d'en-

tiers telle que, pour tout se€ew, il y a Sr: et ng élénents x qui satisfont
olx , 37'; , 8) et pas n, + 1 o« On regroupe ces léments dans un modéle M con%e-
nant A . Soient U un ultrafiltre non prineipal sur w , et 7= ﬂs 37;/ ey .,
Alors o(x , ¥, 3 est non algébrique, car on peut construire & partir des x_

et de U une infinité de réalisations de ¢(x , 7 y a) dans M , et, si N est

une extension élémentaire propre de M, cette formule détermine une paire de Vaught

U
sur M et Nbu .

LEMME 24 - Soient T sans paire de Vaught et M un modele de T 3 _s_:u; p € S1 (M)
est de "rang de Cantor® C(p) égal & 1, alors RM(p) =1 .

On rappelle que, pour tout type p , RM(p) > C(p) « Soit q(x, a) 4 avec a € ‘Mn,
qui isole p parmi les types non isolés ( C(p) = 1 ). Alors, dans toute extension

élémentaire N de M, 1llouvert—fermé (¢(x , E))N de Sl(N) ne contient qu'un

seul type non isolé.

Supposons, par 1'asbsurde, que, dans S, (N) , i1 y ait deux types non isolés véri-
fiant o(x , &) : il existe b € e s et y(x, y) tels que g(x B) A o(x , a)
et — y(x, B) A plx, a) ont une infinité de réalisationse D'eprés le lemme 1, il
existe 2 entiers K et K! tels que celea stéerive s il existe Kx +tels que
bo(xy B) Ap(x, @) , et i1 existe K' x tels que |- y(x , B) A g(x, @) (on

peut prendre le mtme entier pour les deux cas, que je nqte K" )s On a donc

Ni- (2 y) [[G@ K %) (4659 Ao ALEK D (i) Aelxa)] .

Il existe donc, dans M , B' tel que y(x, B*) A qlx, a) et
~olx, BY) A @lx, 3) alent une infinité de réalisations. Cela signifierait de
maniére évidente que (cp(x , 8) >M contiendrait deux types non isolés, ce qui est

contraire & 1'hypothéses

Si RM(p) >2, p aurait dans une extension élémentaire N de M, un fils p,
point d'accumulation de types de RM > 1 o Dans (u(x , a)>N , il existe p' et p"
de RM > 1, ce qui signifie que dans P , extension élémentaire de N, p' et p"
ont des fils q' et q" points d'accumulation de types, donc non isolés et qui

appartiennent & (p(x, a))p , contradiction.
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On a done 1 = C(p) < RM(p) < 2 «

On conclut en prenant MO , modéle premier sur J4 , qui est dénombrable. S1 (MO)

est dénombrable par w-stabilité. L'cnsemble E des points d'accurmlation de S, (MO)
est un compact fini ou dénombrable.

D'aprés le théoréme de Baire, il n'existe pas de compact parfait (i. e. sans
point isolé) dénombrable ¢

E admet un point isolé p € S, (MO) qui est donc tel
que C(p) =1, et donc RM(p) =1 , d'aprés le lemme 2.




