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EXPOSE ELEMENTAIRE
- s
DE LA THEORIE DE LA STABILITE

par Sébastien EHRSAI (¥)

Chapitre O : Ultrapuissances. Types. llodeles w-saturés.

Notations. - On notera ¥ wune signature (ou type de similarité) qui sera tou-

jours supposée finie ou dénombrable. On notera de la méme lettre une I-structure

et la base de cette structure, sauf indication précise, Le langage associé & %,

L(Z) , est toujours du premier ordre, et les formules du langage sont de complexité

finie. On suppose connues les notions d'isomorphisme de structures, de sous-(sur-)

structure (élémentaire ou non), de structures élémentairement équivalentes, de mo-

déle, de théorie compléte, ainsi que les résultats fondamentaux suivants :

Test de Tarski

Théoréme de Lowenheim-Skolem (L. S.)

Théoréme de la chaine d'extensions élémentaires.

N , extension élémentaire de M , s'écrit M <N , et le cardinal de M est noté
]

1. Ultrapuissances.

l.l. Définition. - Soit T wune signature,. (Mi)iEI une famille de X-structures.
Pour tout r d'arité N de ¥ , on note r(Mi) la relation N-aire interprétant
r dans la structure Mi « Soit U wun ultrafiltre sur I . On définit Ru , rela-
tion d'équivalence sur ﬂi Mi y

X RU ye= {1€ I ; x; = yi} e U .

Alors (théordme et définition), 1'ensemble des classes d'équivalence de Ry , no-

té ﬂi Mi/u , peut 8tre muni d'une I-structure définie ainsi : Si r est un sym-

bole N-aire de £ , on définit son interprétation sur ﬂi Mi/u par

Eer
g = (gl 3 eee 9 gN)
avec, pour tout j damns [1 , ... , NJ,

g, = (x. )

37 VFj,idel

e[{iel; (xl’i y ses XN,i) e r(;)} e ul .

(%) Sébastien EHRSAM, C. E. S. de Wintzenheim, 68000 COLMAR.
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TE Mi/u est l'ultraproduit des Mi par U « Si M= Mi , pour tout i ,

r& Mi/u est noté MU', c'est 1'ultrapuissance de M par U,

Si P(i) est une propriété dépendant de i dans I , "1l'ensemble des i dans

I, tels que P(i) soit vraie, appartient & 1l'ultrafiltre U " se dit :

P(i) est vraie pour presque tout i , ou vraie presque partout.

1.2, THEOREME de Lod. - Soient (), s
sur I, Pour a dans T& Mi/U,, a = (a1 ) ese an) (avec, pour tout j dans

[1, eeua, n], ay = (a. .J. ) , on note a; = (al,i y eee an,i) . Alors, pour

_ J,i‘iel
toute formule (%) ,

des T-structures, U un ultrafiltre

ﬂi Mi/‘u F ¢(a) &S, - cp(Ei) , pour presque tout i .

1.3. Applications.

10 THEORENE de compacité. - Une théorie T est consistante si, et seulement si, tout

fragment fini de T est consistant.

2° Soit U wune ultrafiltre sur I ; Mu est une extension élémentaire de M ,
5 :

‘M étant identifié & son plongement diagonal dans M“ ,

30 8i I est une structure infinie, pour tout cardinal A = |M|| , M a des

extensions élémentaires de cardinal A .

40 "Test de Vaught" : Soit T wune théorie dénombrable., Si T n'a pas de modele

fini, et, pour k , cardinal infini, T a un moddle et un seul, & isomorphisme

prég de cardinal k (on dit alors que T est k-catégorique), alors T est com-

pldte.

Exemple. = On éonsidére la théorie des axiomes de l'ordre dense, total, sans ex-

trémités. Les deux derniers s'expriment ainsi :
(vx) (vy) xsy—>(32) xgzg5y,
(vx) ((2y) y>x) A ((B2) z<x)

On montre que cette théorie, qui est sans moddle fini, est N-ratégorique (ou w-

catégorique), par va-et-vient (voir ci-aprés).

En présence d'une théorie compléte T , on a les résultats suivants.

THEOREME 1. - Si M et N sont élémentairement équivalents (i. e., dans ce cas,

moddles de T ), M se plonge élémentairement dans (i. e. est isomorphe 3 une res-

triction élémentaire de) une ultrapuissance de N .

s N\ ’
THEOREME 2. ~Si M et N sont modéles de T , elles ont une extension élémen-

taire comwmune, & isomorphisme preés.

Dans la suite, comme une théorie compldte ayant un moddle fini, n'a que celui-13,

& isomorphisme prés, on étudiera les théories compldtes sans moddle fini.
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2. Espaces de types. ( T compldte sans modéle fini).

2.1. Types.

Définition 1. — Soient M wun modéle de T , A une partie de I , et Xy et

X, dans i , On dit que X, et %, ont méme type au-dessus de A si X et X,

satisfont, dans 1 , les mémes formules & paramétres dans A . Ce qui s'éerit @

Pour tout a € A" , et tout o dans L(Z) , M} @(xl , a) 8i, et seulement si,

M I- :P(XZ ’ g’) 4

On le note ﬁﬁ(xl) = ﬁﬁ(xz) «8i M <N, on a évidemment tﬁ(xl) = tﬁ(xz) .

X et

%, ont méme type au-dessus de A si, et seulement si, il existe une extension

THEOREIE de Svenonius. - On reprend les hypothéses de la définition 1.

élémentaire N de M possédant un automorphisme ¢ fixant A point par point,

tel que c(xl) = X5 .
Définition 2. — Soient M un modéle de T , A inclus dans M et £ dans M .
Le type de £ au-dessus de A est l'ensemble de toutes les formules @(x , a)

telles que M |- (g , a) (a e &7) .

Remarque. - Le type de € , t§(§) , est donc un ensemble de formules (x , a)

consistant et complet ; x est appelée la variable type.

On pose £(A, x) = 8(CS uA u{x}), et on est amené & la définition générale

suivante.

Soit M wun modéle de T , et A cM . Un type au-dessus de A est une théorie

compldte dans le langage £(A , x) , contenant T(A) , qui est "la théorie de A ".

Ce qui s'exprime aussi : Un type p est un ensemble de formules @(x ’ a) fini-

ment satisfaisable dans I et complet (1la démonstration se fait par compacité).

On notera Sl(A) 1'ensemble des types ( 1-types) au-dessus de A . De méme, on
définit, et on note, Sn(A) , SI(A) , l'ensemble des n-types (i. e. types & n

variables x

10 ece 0 Xy ), des I-types (i. e. types & variables indexdes par I )

sur A .

Définition 3. - p dans Sl(A) est réalisé si, et seulement si, pl] (x = a) ,

ou a est dans A . Si M <N, p est réalisé dans N s'il existe a dans N

de type p ; sinon, on dit que p est omis dans N .

2.2+ Espaces de types.

Sl(A) est muni de la topologie dont une base d'ouverts est, pour toute formule
ox , a) dens £(4, x),

(olz , 2)) = {pes (4) 5 pl-olx, a)}.
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PROPOSITION 1.

10 SI(A) est compact, totalement discontinu.

2° Les ouverts-fermés de Sl(A) sont exactement les (p(x , a)) .

PROPOSITION 2.

1° Un type réalisé est isolé dans Sl(A) par ((x=a)), o a€ i,

2° Dans Sl(M) , o M est un moddle, lesseuls types isolés sont les réalisés.

3° A est un moddle si, et seulement si, tous les types réalisés forment un

sous-ensemble dense de Sl(A) .

Définition 4. - Un type est algébrique s'iln'a qu'un nombre fini de réalisations
possibles distinctes.

On montre facilement que, si un type est non algébrique, il a autant de réalisa-

tions que 1l'on veut, et que tout type algébrique est isolé.

PROPOSITION 3. — Soient A € B cM , moddle de T . On considére 1'application-

restriction f définie par

sl(B) —-—-;Sl(A)

a4 —> /A =2(q)

f est continue surjective.

Par définition, q/A est pdre de q qui est alors son fils, ou une extension de

/A« q, filsde p, se note p<gq .

3, Modtles w=saturés.
PP e

Définition 1. - M , modéle de T , est w-saturé si, et seulement si, pour toute

partie finie A de M , tout type Sl(A) est réalisé dans M .

On démontre par un procédé de récurrence ordinale, que toute structure N a une

extension élémentaire N w-saturde, avec |[N|| < sup(2¥ , Iml]) .

Définition 2. -— Soient M et N deux structures de méme signature. Un isomor=-

phisme local de M vers N est une bijection d'une restriction finie de M dans

une restriction finie de N qui conserve les formules atomiques.

Définition 3¢ = ¥ est une famille karpienne d'isomorphimes locaux de M vers

N ei, et seulement si,
X est non vide ;

Pour tout ¢ de ¥ , et pour tout a dans M, il existe ¢+ de ¥ prolongeant
o et défini sur a (Va) 3

Pour tout ¢ de ¥ , et pour tout b dans N, il existe 1 de ¥ prolongeant
o et tel que b soit dans 1l'image de ¢ (Vient).

Stil existe un famille karpiemne de M vers N, on dit que M et N sont
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ahéguivalents ou Lm u)—éguivalents.
9
PROPOSITION,

(a) Si M et N sont o~équivalents, ils sont élémentairement équivalents.

(b) Deux structures w-saturées et élémentairement équivalentes sont w«-équiva-

lentes.

Cette technique de va-et-vient permet souvent de démontrer qu'une théorie est

compléte,

Définition 4. — T admet 1'élimination des quanteurs si, et seulement si, pour

toute formule @(E) s 11 existe W(E) sans quanteurs telle que
Ty E (o) e 4(3) .

Pour prouver que T admet 1'élimination des quanteurs, on montre le lemme sui-

vant.

LEMME. = T almet 1'élimination des quanteurs si tout type de Sn(¢) , pour tout

n , s'axiomatise au moyen d'énoncés sans quanteurs.

Alors, tout type de Sl(A) adnet 1'élimination des quanteurs, et T est modéle-

complete, i. e M c ¥ , moddles de T —>» M <N ,

Exemple : Ordre dense sans extrémités. - On démontre facilement que, si M , N

sont modéles de T , et a = (al y eee an) et b= (bl , aee bn) en supposant
a et b rangés dans l'ordre croissant (i. e« a et b vérifient les mémes rela-
tions sans quanteurs), a et b se correspondent par va-et-vient infini j; donc T

admet 1'élimination des quanteurs, et est w-catégorique. Décrivons les types sur
le modele Q :

Type de lre espdce : p réalisé, p|- (x = q) (type isolé)e

Type de 2e espece : Type non réalisé tel qu'il existe dans Q , avec

%o
{a; aeQ et p-(xga)l={a; a€Q et qy<q}.

Clest le type qg dit coupure rationnelle.

+
-—-—r-v—r—r—r—vﬁ—v—rfq-ﬁo*qy

AL

Type de 3e espéce : Type non réalisé tel qu'il existe g dans Q , avec

{a; a€q et pi-(xga)l={a; aeQ et q2q5}.
C'est le type qs , dit aussi coupure ratiomnelle.
\g‘o/qo
R s e o e CFrrxrrrr—

Type de 4e espece : Type non réalisé, qui n'est pas des deux espéces précedentes,

avec : I1 existe q et q'€Q, q<gq' et pi (x > q) A (x < qa') .
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C'est le type dit irrationnel.

Type de 5e espéce : Il est défini par pl- x >q , pour tout q dans 2 (type

non réalisé).

Clest le type dit + = .

| W .oy suv A 1f//7’ff’/fl//ffr\/

Type de 6e espdce : Il est défini par p|- (x < q) , pour tout q € Q (type non

réalisé).

Clest le type =~ = .

\//’/J/f//l L 2 L L L 77 L1

Si on &6te les points isolés dans Sl(Q) , c'est-d-dire Q lui-méme, on obtient

un compact parfait, 1l'ensemble de Cantor.

Le but principal de notre étude est de chercher des fagons privilégiées d'étendre

un type p € Sl(M) en un type sur N , extension élémentaire de M .

Chapitre I : Héritiers

Dans ce chapitre, on traitera seulement de types au-dessus de modéles.

l. UltraRui3sances de txges.

THEOREME et définition. - Soient M wun modéle de T , p € Sl(M) + I un ensem-

ble, et U un ultrafiltre de parties de I .

P est l'ensemble des formules définies sur M de la mani&re naturelle suivante :

8i ae (ﬁu)n , a= (een, Ei )y eee) , les Ei étant des n-uples de ¥ , p

contient @(x y 5) si,j et seulem nt si, pour presque tout i , p|- m(x ’ Ei) .

Cette définition est indépendante de la suite des 51 définissant a « p est un

type sur M appelé ultrapuissance du type p par U .

p est complet : Soit @(x ’ a) une formule,
0= { iel 9 P!— CP(X ’ 5'i)} ’ N = {i el ’ Pl-~ (.P(X 9 -a-l)} ’
alors 0 ou N est dans U (i. e. p décide de o(x , a) ).

p est consistant : Si & réalise p dans N , extension élémentaire de M

o = (m, a,n-5 réalise pu dans Nu , extension élémentaire de Mv'.

’

Remargue. - On définit aus-i un ultraproduit de types (TE pi/iD , type complet

consistant sur le modéle T& Mi/v,, & partir des types (pi)iEI sur les M, , et
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U ultrafiltre sur 1 .

LEMME, - 4 étant plongé diagonalement dans Nu , ﬁu est fils de p .«

C'est évident.

Remarque. - I1 est possible d'avoir MU'= ME , avec pnu # pE .

2. Héritiers.

Définition 1. = M , N modéles de T , M <N, pE Sl(M) , aes (W), pca.
g est héritier de p si g se laisse étendre en une ultrapuissance de p . Il
existe U ultrafiltre et un plongement élémentaire de N —> Mu prolongeant le

plongement diagonal canonique de M ——9.Mu , tTels que gq = pU .

Définition 2. - Mémes hypothdses. q est héritier de p si, et seulement si,
pour toute formule o(x , a , b) , &€ M, be e , a|- o(x, a, b), alors il
existe D! e uE tel que p- olx , a, b') .

Les deux définitions de héritier sont équivalentes.

o1

Déf. 1 —> Déf. 2 : I-'I<N<‘1\’Iu et quCi)u.SOit QP(X,

af oz, a, b) .Donc plolx,a, d), avec a= (., a; s ces)

, b) telle que

b= (...., bi , e.e) « Pour presque tout i, pl- olx , Ei ’ Bi) .8y est identi-
fié & a , par le plongement canonique, et pour un i tel que p|- m(x , a, bi) ’

on pose b!' = bi .

Déf. 2 —3 Déf. 1 : I = {applications d'une partie finie de N dans M valant
1'identité sur les éléments de M} . Pour toute formule o(x,a, b)), ac M" ’

e , telle que q |- o(x , a , b) , on considdre

I@(X,E,B) ={iel; i définie en a2 et b et pl- Q(x , a, ib)} .

Ces parties ne sont jamais vides, par hypothese, et cet ensemble de parties est
clos par intersection finie. Soit U wun wultrafiltre contenant cette base de fil-

tre, et o définie par

oc: N —> MU

bt—> (¢eos , ib , «v.) si i définie en b , n'importe quoi, sinon.

I i définie en b} € U . Donc 1l'image o(b) est dans MU'.

pep = U3
o est injective car si b # b' , Ib#b' est dans U, et prolonge trivialement
le plongement diagonal de I dans i .
o est élémentaire : si N |- ¢(b) , alors
I = {ieI; i définieen b et M|~ o(ib

entraine, par définition et grlce au théoreéme de Los, que M |- g(ob) .

p est fils de q :si qp-olx , a, b), alors p} o(x , a , ib) , pour pres-

que tout i , d'ou
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pl—q)(x,a,ig)=q;‘(x,a,b)‘

On remarque immédiatement que pu est héritier de ﬁu et que, si g hérite de

p sur N, avec M <K <N, la restriction r de q & K est héritier de p .

PROPOSITION 1. - Soient M et N modéles de T tels que M <N, pe S (i) .

I un ensemble de formules 3 paramdtres dans W , {¢(x,a,b) , aeu™ , be (N-—h)k} R

clos par conjonction finie, contenant la théorie de N (ol les éléments de N sont

nommnés) et tel que

oz, 3, b) el —> il existe ' dans M° tel que pl- o(x , &, b') .

Alors il existe dans Sl(N) un héritier q de p qui satisfait tous les énon-

cés de 1II

Démonstration analogue & Déf. 2 —3 Déf. 1 (cf. ci-dessus).

COROLLAIRE i, -~ ¥ <N <P , modéles de T, pe S (i), et q héritier de p

Sur N o Alors il existe sur P un fils r de g héritier de p.

On considére q comme type incomplet sur P (i+ e+ le fermé non vide de)
Sl(P) = {ens. des conjonctions finies de formules de q u T(P)} , qui satisfait les

hypoth®ses de la proposition.

COROLLAIRE 2, ~ M , N modélesde T (1 <N), pe SlOW) . I1 existe dans Sl(N)

un héritier de p

I et N sont élémentairement équivalents, donc il existe U tel que N se

plonge dans M . Alors q = pu/N -est héritier de p , ou bien on fait ¥ = N et
g = p dans le corollaire 1.
PROPOSITION 2., - M <N <P , moddles de T, pe€E Sl(M) , q€ Sl(N) , T E Sl(P)

EE pc€qgcr .

19383i r est héritier de p, q est héritier de p .

2° 8i q hérite de p et r hérite de q , alors r est héritier de p .

10 Déj&. VUWe

20 Evident par transitivité : Soit ¢(x , a, b) , ae M-, beP" telle que
r olx, 3, D), alors qF @(x ,a, d) (b e, et donc pl owlx, a, b")

avec b" dans Mm .

I1 est trés important de remarquer que si r hérite de p , il n'hérite pas né-

cessairerent de ¢ (contre-exemple plus loin).

PROPOSITION 3. - Soit p € Sl(M) o« Il existe une restriction élémentairec dénom-

brable N de M telle que p hérite de p/N .

|

Pour toute formule @(x , §) telle que, pour un certain b dans M )

pi- p(x , b) , on choisit un tel n-uple b . On obtient un ensemble .Al , qui est
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dénombrable. On recommence avec les formules m(x , 8, V), ol a estextrait de
Al ; on obtient A2 dénombrable contenant Al . Ainsi, par récurrence sur n , on
construit une suite croissante d'ensembles dénombrables, dont la réunion N est

donc dénombrable et incluse dans M . Or, N est restriction élémentaire de M ,

car le test de Tarski est vérifié. De plus, si p | @(x ,a,b), ac Nk R
b en? , alors a € An , et @(x , &, y) est telle que p | @(x , &, b) . 0n
prend alors b' dans An+l , et donc p k—@(x ,a, b'), soit p/N|- @(x, a,b') .

3. Exemple : Ordre dense sans extrémités ( M <N , moddles de T ).

Type de lre espéce : p est réalisé. Il n'admet qu'un seul fils, son unique hé-

ritier.

Type de 2e espéce : Coupure rationnelle du type p = qg i
o
%, N\
«’-I—L—I-I—t—l—u—g EZ L ZTTLL. e

Si g est un héritier de p sur N, qlx 2Db > a4 (b € N) entratnerait

Pl x =b' > 4y » avec bt € M , ce qui est impossible. Donc ¢q vérifie (qo<x<b) ’
: t + ~ . Voo s £
pour tout b >q, dans N . C'est le type qy dans bl(N) qui est 1'unique héri

tier de p .

Type de 3e espéce : Raisonnement analogue.

Type de 4e espéce : Type irrationnel.

Pt av s A v 2. v e
q, Tr d4

LEMIE, - Tout fils non réalisé de p est héritier de p .

Si qF¢(x,a,Dd), ael", be ¥ et est non réalisé, la formule n'est

pas une égalité, et donc elle est équivalente & une formule du type

L] e o0 < < LC ] < 00
dn < dn—l < eee < dl < c, < < ¢ <X < b1 < | < bl 8 < < ap ’

avec a; , di e M et bi » C; € N - M , pour tout i . On peut remplacer les bi ’

t 1
c; par des ai di de M tels que

dn< LN ) <d~ <di< LN < ! <X<a' < LN <a' <a <'.. <a L]

1 1 1% D
Ce qui signifie que l'on a p p @(X ’ a, a') , pour un certain j-uple a'

extrait de I .

Ceci fournit un contre-exemple pour M <N <P, avec p g Crer hérite de p

sans hériter de q .

;f/{/:m@i\af m_/Z’/’i (ZZ M (ZZuM) : N (— uN): P).
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Type de Se et 6e especes : Pour p = - « , par exemple.

Si q hérite de p sur N, alors g} x =2b , pour b dans N , sinon
Pl-x>a, pour & dans M ., Impossible, donc ce type a un seul héritier, le type

- o de Sl(N) . léme chose pour p =+ =,

b
Q’(}———————"-\I/.//////IZ/

Remargue l. = On peut faire de la méme maniére la théorie pour les n-types et

les I-types.

Remarque 2. — H <M' , modéles de T , et 1 cA cl' , Soit pE€ Sl(M) et
q € Sl(A) , fils de p . q est dit héritier de Ru g'il peut se prolonger en une
ultrapuissance de p , le plongement de p dans I étendant le plongement diago-
nal de A dans Mu .

Chapitre II : Cohéritiers

1. Définitions.

Définition le = M <N , modéles de T , p € Sl(M) , 4 € Sl(N) s, P cq . Soit
X une réalisation quelconque de q dans une extension de N . q est cohéritier

de p si le type de N sur M u {X} est héritier de sa restriction & I .

Définition 2. - lémes hypothéses. q est cohéritier de sa restriction p & M
si, et seulement si, pour toute formule @(X ’ b) , be Nk , telle que q |- @(x, b),
il existe a dans M tel que N |- @(a , b) . Ceci signifie que q est fils de p,

et adhére dans Sl(N) aux types réalisés par les éléments de M .

La premidre définition ne dépend pas du choix de X réalisation de p , et les

deux définitions sont équivalentes.

En abrégé, dire que le type II de N sur M u {X} hérite de sa restriction &
S - kX = _.n
M , clest dire que chaque fois que II |- w(a , b, X)), avec ael , beM , il

existe x' dans M tel |- y(a, b, x') .

PROPOSITION 1. — Soient M < N deux modeéles de T , p € Sl(h) . I , ensemble

de formules & paramdtres dans N , clos par conjonction finie, contenant les formu-

les de p et tel que, si o(x , b) est dams 1, il existe a dans I tel que
NI—CP(a,E) .

Alors [ se laisse prolonger en un cohéritier de p .

Sl(N) est compact. On note M , les types de Sl(N) réalisés dans M , Si
qi(x , El) , qk(x , Ek) sont dans II , alors

M n (Ql(x R 51)) N ees N (qk(x , Bk)) £ .

En effet, II étant clos, par conjonction,



1-11
@l(x ) 31) A ees A qk(x , Bk) =¢glx, d)el,
et donc il existe a dans M tel que N |- @(a , b) . Ce qui signifie que tg(a) ’
type réalisé, appartient a (plx b)) .

M est compact, toute sous-famille finie de {(olx , B)) , olx, b) € 1} a une

intersection non vide avec Il (ce sont tous des compacts) et donc

n (ﬂcpen (olx , B))) #6 .

Ld

—t

T
1

COROLLAIRE 1, = M <N <P , moddles de T, p€ Sl(M) , q€ Sl(N) , DCQ.

5i q est coWritier de p, il existe un fils de q sur P qui est cohéritier

de .
g est un ensemble de formules de Sl(P) satisfaisant aux hypothéses de la propo-

sition 1.

COROLLAIRE 2. M <N , moddles de T , D€ sl(m) . p & au moins un cohéritier

sur N .
On utilise le corollaire 1 avec p cohéritier de p, et M=M et P=N.

On montre trivialement que, dans les hypotheses du corollaire 1, avec r fils de

q sur P, si q est conéritier de p , il cohérite de q et q cohérite de p .

Remargues .
(a) ¥ <N moddles de T, pE€ Sl(M) . L'ensemble des fils de p sur N est

———

un fermé.

Soit T cet ensemble. q € Fe=> (p|- ¢(x , &), aen® , alors ql- ¢(x , a))

Donc

= Mo qlx,m) A5 85 ()
est un fermé.

(b) Hémes hypotheses. Les types sur N , qui cohéritent de leur restriction & M ,

forment un fermé.

Ces cohéritiers sur N forment exactement 1'adhérence de M dans Sl(N) (i. e.

un fermé).

(c) M <N moddles de T, p€ Sl(M) . L'ensemble des fils de p dans Sl(N)

qui héritent de p forment un fermé.

F étant le fermé des fils de P, 1'ensemble des héritiers de p s'éerit 3

1'aide de conditions sur les formules
Fail (= @(x , a, b)),

pour toutes les formules olx , a2, b)), (b € W) telles qu'il n'existe pas b

dans Mk avec p |- olx , a, b') .
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(d) Cependant, l'ensemble des types sur N qui héritent de leur restriction & I
D ? q

ne forment pas un fermé, en général. (cf. ci-aproés).

PROPOSITION 2, — M <N modéles de T . Le nombre de types de Sl(H) qui cohé-

(Rl
1
ritent de leur restriction & M est au plus 22 .

M est 1'ensemble des types sur N qui cohéritent de leur restriction & i . Or,
|
- i -
|| < 22" | En effet, si a est dans M , soit &(a) le filtre découpé par les

voisinages de a sur M ., On a, bien sfir, ¢ ¢ (a) . Si a et b sont dans W ,
Sl(N) étant séparé, il existe des voisinages Va et Vb de a et b tels que

Va nVb =¢ . Donc a # b ——ﬁ ﬁ(a) # #(b) « I1 n'y a pas plus de cohéritiers que
11|
de filtres 3(a) (i. e. 22 ). Le maximum peut &tre atteint.

PROPOSITION 3. ~ M <N moddles de T, o un automorphisme de N laissant M

fixe point par point. Si q € Sl(N) cohérite de q/M , alors oq = q
(oq = {olx , 0B) 5 q |~ plx , B)}) .

o 1induit une application continue bijective de Sl(M) dans lui-m&me qui fixe N,

donc I . Bn effet, si @(X , b) (be Nk) est telle que q |- @(X , b) , posons
AW(X E) = {ael s N |- @(a , S)} . Comme oq |- @(x ’ GB) , on a de ménme

9
A@(XsGB) ) A@(X,B) et A@(x,oﬁ) sont les mémes ensembles car

N ¢(a, b) ¢ N |- o(a , ob) ,

et donc gq et ogq découpent sur M le wBme filtre et sont par conséquent égaux.

2. Exemples et contre-exemples : Ordre dense sans extrémités.
e B e Dl e e e i e ]

Type de lre esptce : Il est réalisé, et n'a donc qu'un seul fils, son unique cohé-

ritier.
Type de 5e et 6e espéces: Pour p= = @ ,

J/p M

T Lo b b L L0 070777

) Coho

Si q cohérite de p, ql-x>b , pour tout b€ N , et b < a , pour tout
ae€l o+ En effet, sinon, il existerait « dans M +tel que a< b <a (pour tout

aell ), ce qui est impossible. Il n'y a qu'un seul cohéritier (défini ci-dessus),

et il en est de méme pour le type p =+ © .
Type de 2e et 3e espéces : Pour p = qg ,
\Lp
[////f///’@ T T 7T 72777 ( 777 ¢ M)
AN C ——\,—222;~_.~—~———“’J

N
Si q cohérite de p, q|-x>b, pour tout b €N -1 , avec b < z , pour

tout ze€el et z >q . En effet, sinon, il existerait o dans M , avec
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Nj-qy<agb<a, cequi est impossible. Il n'y a done qu'un seul cohéritier (dé-

fini ci-dessus), et le résultat est analogue pour p = qa .

Type de 4e espece ¢ Coupure irrationnelle : (les éléments de la coupure appartien—

nent & N et forment C )

41 s
s }v ¥ TZIZZZTZE (7ZzZ: W)
P
. 8i q cohérite de p , il ne peut vérifier ql- b < x < b' , pour b et b'
dans (i - M) A C . On montre alors qu'il y a, dans ce cas, deux cohdritiers défi-
nis par

ql|- x<b , pour tout b e C , et 4y = X >b , pour tout be C .

Conclusion. - Ce dernier cas est le seul ol il y a plus d'un héritier ou plus
d'un cohéritier. Dans les autres cas, il n'y a qu'un seul héritier et un seul co-

héritier, qui coincident pour le type réalisé.

Contre-~exemples.

1o i <N <P, modéles de T, pes (i), qe s (v, reSl(P), pSqcr.

Exemple de non-transitivité du cohéritier :

q (irr.) M s (Zéz )

Q
7)) e > 7 Yo ()
P: Nu( )
b= d+

r n'est pas cohdéritior de p .

2° J'exhibe p dans Sl(M) , P non cohéritier d'une de ses restrictions dénom-

brables.

En effet, dans la théorie de 1'ordre dense, on considére le modéle I formé de

“ﬁ copies de Q ; Q x w e

et dans Sl(M) , le type p=+ = .

Si p était cohéritier de 1l'une de ses restrictions dénombrables, il existerait
une suite dénombrable dans Q x W qui serait cofinale (i. e, il existerait des
ensembles dénombrables cofinaux dans w, ), ce qui est faux, par définition de w .

30 Les héritiers de p € Sl(l\i) formant un fermé H , 1l'ensemble K des types de

Sl(N) qui_héritent de leur restriction & M n'est pas un fermé, en général.

En effet, sinon, 1'ensemble K contiendrait M (types des éléments de 1 au-

dessus de N ) et serait fermé, donc contiendrait % (i. e. les types qui cohéri-

tent de leur restriction & M ), ce qui est faux. Si p est le type a’ , q co=-
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hérite de »p

ans %

VNIRRT TA
a “/2\ M

Chapitre IIT : Types stables

1. Types définissables ( M moddle de T , p € Sl(M) Yo

Définition 1. = p est dit définissable si, et seulement si, p n'a qu'un seul

héritier sur toute extension é1émentaire N de M .

Définition 2. = p est dit définissable si, et seulement si, pour toute formule

o(x , ¥) sans paramdtres, il existe une formule do(y) & paramdtres dans N

telle que

pour a dans MN" sy DI w(x , a) si, et seulementvsi, M |- d@(g)

Scholie, - Cela signifie que, si x* réalise p , alors, pour toute formule
oz , ¥) (¥ n-uple)yen posant A = {a € s - olx* , a)} et
S Een; et DY,

(& , B) forme une partition de M qui est déji définissable dans M . De plus, si

dl et d2 sont deux définitions de p , alors, pour toute formule o(x , ¥)

() g a4, o(7) > dy oF)

Equivalence des deux définitions.

Déf. 1 —> Déf, 2 ¢ M <N, pcgq . Si, pour un b dans N ,
al- o(x , D) A = ag(b)
alors il n'existe pas de b' dans M" tel que pl- o(x , B') A= dp(b') , et done
q n'est pas héritier de p . v

Donc, si q est héritier de p, ona ql|- o(x , b) si, et seulement si,
j-do(b) « Or, il existe sur N au moins un héritier de p , et donc q , défini
par la formule ci-dessus, est l'unique héritier de p . Il est obtenu en utilisant

d , la définition de p .

Déf. 1 —> Déf. 2 : N <N, pE€ Sl(M) . Pour toute formule o(x , y) sans para-

métre, on consideére

Y = {¢(§) 4 parametre dans M ;
pour tout B dans 1, pl (4(B) —=> - elx, B))},

X = {x(y) & paramdtre dans M ;
pour tout E dans M , pl- (x(ﬁ) -—a»@(x ,lﬁ))} .
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Alors tout b extrait de N satisfait une formule de y ou de X 3

Sinon, soit b dans N tel que, pour toute formule f telle que N |- £(b) ’
on a 31 dans M , avec pi- o(x , b)) A f(b) , et b, dans M, avec

P |- —1¢(X , 62) A f(Bz) . Cela signifie exactement que les ensembles de formules
D=puf{rox, B)J uT® et I'=pu {olx, b)} u (W)
se laissent prolonger en deux héritiers distincts de p , ce qui est impossible.

De plus, tout b extrait de N ne peut satisfaire & la fois une formule de ¥

et une formule de X . Sinon, il existe m dans M? tel que M- (yAx)(m)

(¥ et X vérifides par b ), et donc pl--olx , m) et pl- o(x , m) , ce qui

est impossible.

Soit n = l;l « On recouvre alors Sn(M) par une famille d'ouverts ¥ u X . On

en extrait un recouvrement fini
s (1) = (4 ) U een U (7)) U & (F)) U ee v <xp(37)>

avec pour tout (i , j) , (wi(§)) n (xj(§)) = ¢ . Posons d@(§)==xl(§)/\-../\xp(§)
( dp est & paremdtres dans M ). On a immédiatement

pl- o(x , a) «>H |- dg(a) (zeu) .

Nota bene. - Si 1l'héritier est unique, on le nomme parfois le fils afné.

Exemple : Ordre dense sans extrémnités., - 3i p est le type - « , qui est défi-

nissable, donnons pour des formules «(x , y) , une définition de

x<y)=(y=y); dx=y)=GAy); dx>y) =(GF#y) .
Procédons de méme pour le type a
dx<y)=(y>a); dz=y)=(G#y); dx>y)=(y<a).

IEMHME 1. - L'héritier d'un type définissable est définissable.

On a montré dans Déf 2 —3 Déf 1, que, si p est définissable et g héritier
de p sur N , alors q |- @(x , b) e3> N |- d@(f) . Ce qui prouve que q est défi-
nissable ! Ou encore, q héritier du type définissable p , est définissable car,
sinon, il aurait 2 héritiers q, et q2' qui, par transitivité, sont héritiers

de p, ce qui est absurde.

LEMIE 2. - 831 p a deux héritiers, tout héritier q de p & deux fils dis-

tincts qui sont héritiers de p (et non pas nécessairement de q ).

pes i), qe Sl(N) .81 p, et p, sont héritiers distincts de p, et q

héritier de p, ona p<q < pd . D'ol q < pu c p? et q c ﬁu c pg , avec

p? # pg , qui héritent de p, et p, . Le résultat découle par transitivité.

Un type non définissable peut avoir un héritier définissable.
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PROPOSITION, - p € Sl(M) , non définissable. Soit A un cardinal supérieur &

Iiti| o I1 existe une extension élémentaire N de M d: cardinal A, tel que dans Sl(N),

P & au moins Af héritiers distincts ( A" cardinal successeur de A )

On fait une récurrence ordinale. Il existe une extension élémentaire Nl de M
telle que, dans Sl(Ml) , P ait deux héritiers distincts Py et Py e Chacun

d'eux a deux fils distincts héritiers de »p , p; dans ! p, dans Ny, exten-

1 1
sions élémentaires de Ml , et on prend leurs héritiers sur une extension élémen-
1 I it 1| .
taire L de Ky et Ll
¢<:::::::: o
1 P12
iy
<:::::::P21
Y
2 P22
sl(m) ol(Ml) Sl(MZ)

On recommence :

1° 8i o est successeur de B , chaque type I, de Sl(MB) , qui est héritier

B

de p , admet deux fils qui sont héritiers de p ,sur MH o On peut trouver Md ’

P

extension élémentaire commune & tous les MH , pour HB héritier de p dans

Sl(MB) + 5i on note HB(l) , nB(z) , les fils de @I, sur M_ , alors il existe

B I

Slat B
dans sl(Ma) des fils ng et né* de HB(l) et HB(2) qui sont héritiers de p .
Dans Ma , tout héritier de p sur MB , déja construit, a deux fils distincts qui

héritent de p .

2° Si o est limite, chacune des branches de 1'arbre déja construit définit
1'ensemble des formules d'un type. C'est encore un héritier de p , car 1'héritier
se définit formule par formule, sur M = UB<a MB .

On poursuit le procédé jusqu'au plus petit cardinal u tel que A < oM | or
2h >\, donc wE Ao L'arbre ainsi obtenu a 2¥  pranches qui déterminent sur
Mo, oM néritiers de p . Au niveau v, v étant successeur et strictement in-
fgrieur a g, ona 2¥ branches et 2v<s A o Sur les 4 niveaux, il y aura donc
au plus p x A = A noeuds. Pour distinguer les types issus d'un noeud, un nombre
fini de paramétres suffisent, soit au plus en tout wx A =\ . On prend, pour N,
une restriction de M  de cardinal A contenant les parametres distinguant les
héritiers. Alors, les oM héritiers de p sur Mp ont une restriction & N qui
forme 2% hnéritiers de p distincts, car les paramdtres des formules qui les dis=-

tinguent ont é¥é conservés,
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2. Types stables ( M modéle de T , toujours compldte sans moddle fini).

Définition 1. - p € Sl(M) est stable si tous ses fils sur un moddle sont défi-
nissables.

Exemple i. - Les types réalisés sont stables, eux-mémes étant toujours définissa-
bles.

Exemple 2, ~ Tout fils d'un type stable est stable.

LEMME 1, — M <N moddles de T, rE€ Sl(M) , S e Sl(N) . 8i s est héritier

de r , pour tout ultrafiltre U, s est héritier de fu .

(G, e™ , B=(5)p (B em),

.U - = = -
Si 8"} olx, a, b), avec a = (aiZiEI €
pour presque tout i , s |- (x )y 85 bi) « Pour tous ces i , il existe Bi tels
que T |- o(x , E. B ) . On pose b' (b') o1 s 2vec 5; = Ei , si

8 |- m(x ’ Ei ’ bi) , n'importe quoi sinon. On obtient r |- @(X ’ a, b') .

LEMME 2. - 51 q est stable et hérite de p, p est stable. (i. e. Un héritier
d'un type instable est instable.) '

Soit pe€ Sl(u) instable, et soit r wun fils non définissable de p , qui a
donc deux héritiers r et r, sur une extension de M . S8Si q € Sl(N) est héri=
tier de p , on peut écrire

pcaqc éu c ru c rg , pour i=1, 2.

q aun fils rt qui a deux héritiers % et U distincts, donc q est ins-

1 2
table.

- \
THEOREME 1. - Soient p € Sl(M) et un cardinal A 3

(a) 3i p est instable, il existe N extension élémentaire de M de cardinal

A , sur laguelle p & au moins A" fils distincts.

(v) Si p est stable, sur toute extension élémentaire N de M de cardinal A

p n'a pas plus que et fils. ( Xd | y si HTJ non dénombrable)
Remargue. - I1 ex1ote des cardinaux aussi grands que l'on veut tels que Ao
Ce sont ceux qui ‘sont de 1a forme A = p@, car A= (W)¥ = Y= Pl

Démonstration du (a). - Soient p € Sl(M) , q , non définissable, fils de p
sur N o Je démontre qu'il existe Ml et q dans Sl(Ml) tels que M < Ml <N
avec |M| = ”Mlﬂ , et g hérite de q, .

En effet, de la méme meniére que dans la proposition 3 sur les héritiers, on
construit Al , ensemble contenant I , de méme cardinal que M , et tel que, si
ql- olx , b) , alors q |- o(x , b') , avec b' € A1 . On recommence avec les for-
mules & paramétres dans Al et on obtient par récurrence M < Al C ese C An C ces
En posent M, =U A ,ona NclM cN.Bt H , decardinal M|l , est restric-
tion élémentaire de N , car le test de Tarski est vérifié. De plus, q hérite de



menidre évidente de o/l = q

Alors ay est non définissable, et on lui applique la proposition du § 1, et
donc, si N, est extension élémentaire de Ml de cardinal A, p a au moins N
fils distincts.

Démonstration du (b)s - Soit N une extension élémentaire de M de cardinal A .

On compte les types sur N qui sont stables, donc suscepfibles d'étre des fils de
L tel que q hérite de q/Nl R

q/Nl est stable, et q est donc son unique héritier. Le nombre de types stables

P.Si qe Sl(N) est stable, sur un moddle N

sur N n'excéde pas celui des types sur une partie dénombrable de N : Il y a Nt
parties dénombrables de N , et sur chacune au plus 2¥ types, ce qui donne au

plus Wk 2 o A\ types stables sur N , donc au plus A? fils de D e

Ou encore : On compte les définitions d possibles pour tous les fils de p « Il
y a au plus \Y définitions pour les types définissables, donc au plus Nt types

définissables, soit A® fils de p sur N .

Définition 2. -~ Une théorie est stable si tous les types sur ses modéles sont
stables.

THEOREME 2 ( T dénombrable).

10 8i T est instable, pour tout cardinal infini A , il existe un modéle M de

cardinal A tel que Sl(M) contienne au moins A types.

2° 3i T est stable, tout modéle de cardinal A n'a pas plus de A types.

Rien 2 prouver (cf. ci-dessus).
m

Définition 3. - Une théorie T est stable en A (cardinal donné) si tout modele

de cardinal A\ ne produit pas plus de A types.

PROPOSITION, - Soit T wune théorie dénombrable :

(1) T instable «=> T instable en tout cardinal A infini.

(2) T stable «=> T stable en un cardinal infini.

(3) T stable &> T stable en tous les cardinaux de la forme N

(1 &—)s - On 1'applique pour A = uw « T ne peut &tre stable.

(2 —)¢ = T stable en tous les cardinaux tels que X = A .

THEORIIE 3. - Soient p €S, (i) stable, U <N moddles de T , et A un cardi-

nal. Il existe une extension élémentaire P de N , telle que tout fils de p ,

sauf son héritier, ait au moins A conjugués distincts par lM-automorphismes de P,

lre étape : "Lemme de bon placement des modeles',

LEME, - M <N, M <P modélesde T, pe€ SI(H) et Py héritier de p sur

N . Il est possible de déplacer N par IlM-automorphisme de maniére a ce que tout
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fils q de p sur P ait un héritier qui passe par Py o

J1 existe N' disomorphe & N tel que M < L' et pi isomorphe a Py dans
Sl(N') , avec i < N! <t et p <l c pu . On identifie p et p} . Alors, si
q est filsde p sur P, ona : qle Sl(Pu) est fils de pu € Sl(Mu) , donc

fils de P et, par définition, éu est héritier de ¢ .

2e étape : Lemme,

LEMME, - M <N modéles de T , pE sl(m) et A cardinal., T1 existe un moddle

Pl , avec li <N < Pl , tel que tout fils non héritier de p sur Pl , mais qui

hérite de sa restriction & N , ait au moins A conjugués par li-automorphisme

.g._e_Plo
On construit par récurrence transfinie une suite (Qa)a<k , chaines d'extensions

élémentaires de N : Q0 = N . Supposons avoir construit QB , pour tout B < o :

1°8i o est limite, on prend Q = U
de N .,

B<o/ QB , qui est une extension élémentaire

20 Si & est successeur de B , on plece un exemplaire N, de N de fagon & ce

e

que la restriction & N_ de 1'héritier de n'importe quel fils g de p sur QB soit

B
1'héritier p . On prend alors Qa nodéle contenant QB et NB é1lémentairement.
On poursuit 1l'induction jusqu'd A , et on plonge QX dens un modele Pl , qui
est suffisament homogéne pour qu'il existe, pour tout o , un lM-automorphisme de

. T .
Pl r Ty conjuguant N et Na . Alors Pl convient.

Soit q fils non héritier de p sur Pl , et héritier de sa restriction & W ;

q/N n'est donc pas héritier de p . Si o< B, alors oy 4 # GB q » En effet :

1° g hérite de q/N , donc o, q hérite de ca(q/N) =0, q/N

e

(o4
o \ ‘ 4 . 3 .
2 ca q/N;5 est 1'héritier P, de D . Ga q/Na est fils de p , et cd q est

son héritier. Donc 9, q/NB est p, par construction ;

30 q/N n'étant pas 1'héritier de p , cB q/NB ntest pas 1'héritier de cB p=7p
et est différent de pye cq}}et GB<1 n'ayant pas méme restriction a 1\1‘3 , sont donc

distincts.

Remarque. - On a seulement utilisé le fait que q <¢tait stable.

3¢ 4tape. - On poursuit ce qui précede. M <N = PO < Pl s il existe P2 , exten-

sion élémentaire de P tel que tout fils de p sur P2 , non héritier, mais qui

1 b
hérite de sa restriction a Pl , ait A conjugués par M-automorphismes de P2 ’
P2 possdédant des automorphismes prolongeant ceux introduits au niveau de Pl . La

récurrence se poursuit :
1°© 34 ¢« est limite, je pose Pa = UB<a PB .

20 31 a=8+1, Pa est tel que tout fils q de p sur Pa , non héritier

de p , mais de sa restriction 2 PB , ait A conjugués distincts par Ili-automor-
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phismes de Po[ prolongeant ceux introduits au niveau B .

Le modéle P , construit & 1'étape ©; 5 comvient : Soit g wun fils non héritier

de p « Il existe R, restriction dénombrable de P telle que q hérite de o/R
Alors R est inclus dans un Py , et comme o/R est stable, q hérite de q/PK
et done q/PK+1 a )\ conjugués distincts par M-automorphismes de Py, s qui se
prolongent en M-gutomorphismes de P .

Remarque. = On a, en réalité, démontré un théoréme plus fort, celui obtenu en rem—
plagant, dans 1'énoncé du théoréme 3, " stable" par " uelconque", "tout fils
ag s P p ’
de p " par "tout fils stable de p ", et "sauf son héritier" par "non héritier de
P n .

COROLLAIRE. - p € S, (M) stable. p n'a sur un modéle qu'un seul cohéritier, son

héritier.

Par 1'absurde, si q est cohéritier de p et non héritier de p sur N» M, il
existe une extension élémentaire P de N, telle que tout fils non héritier de p
a 2 conjugués par M-automorphismes de P s Cce qui est impossible, car un cohéritier

ne peut &tre déplacé par M-automorphismes.

On déduit aussi que, si p est stable et cohérite de q, g est stable. (i. e.

un cohéritier d'un type instable est instable.)

En effet, p hérite de q : sinon, il aurait un fils r sur P cohéritier de q
et non héritier de q , déplacé par M-automorphismes de P s Ce qui est impossible.

/ ~ e, o
THEOREME 4. ~ Soient T wune théorie stable, M < N des modéles de T . L'appli-

cetion h de Sl(M) dans Sl(N) » qui & p associe son héritier, est 1'unique

section continue de la restriction , de 5, (N) dans S, ) .

h
P
-Sl(M) _— Sl(N) » P == h(p) + On a trivialement , o h = Id(Sl(M)) ; h(p) , co-

héritier de p , adhére aux types sur N rdalisés dans M , et réciproquement, tout
élément de M cohérite de sa restrictiona M . On a donc : h induit une bijec~
tion h de S, M sur M. B sy Sgale & /M est continue de I dans S, (M ,

bijective, et donc h est continue.

Soit h' wune autre section continue de , 3 h'(S1 (M)) comtient M, car 1'image
d'un type réalisé est nécessairement son unique fils sur N . Comme h! est conti-
nue , h'(S (M)) est compact, donc fermé dans S, (W) et contient M . De plus,

n' (s, (1) =h'(M chT M =N .

D'ol h’(Sl (M) =¥ ; or, h'(p) cohérite de sa restriction & M, donc h' asso-

cié & p son cohéritier, ce qui prouve l'unicité.
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Chapitre IV : Suites de Morley

( T est une théorie stable)

le Suites d'insécables.

Définition 1. = Soit M wun modele de T 3 une suite s = (an)n - dtéléments de
M est insécable si, pour toute formule ¢(x , ¥) et tous paramdtres b dans Nk ,
extension élémentaire de M, l'ensemble des a qui satisfont ©(x , b) est fini

ou cofini.

’ \
- THEOREME et définition 2. - Soit s wune suite insécable dans M, et A un en=-
semble de paramétres. Pour tout b dans A" , on considére les formules olx , 1))

satisfaites par une infinité d'éléments de s o Ceci définit un type, appelé type

noyen ou type limite de la suite s sur A, noté p(s/4) .

o;(x, By) , pour i=1, «eo,y n, est satisfaite par tous les a; sauf un nom-
bre fini, et donc la conjonction des © aussie. De plus, si cp(sc ’ B) ntest sa-
tisfaite que par un nombre fini d'éléments de s , p(s/h) f o(x, b) , et - olx,b)

est vraie pour les autres a; en nombre infini, et donc p(s/4) |- - o(x , B)

rd ~
THEOREME 1. - 81 p € 8 (M) , alors p est limite d'une suite s (i. e. une

w=suite) de types réalisés dans M , une telle suite est nécessairement insécable,

et 1'héritier de p sur N est le type linite de cette suite sur N .

Si p est limite des (ah)nEw
sur N . Pour toute formule ¢(x, a) (ae M™ ) telle que p € (x5 3) ,
Ml gla, » ) pour une infinité de a et donc p(s/N) |- o(x , 2 . plg/M) ,

fils de p , est son cohéritier sur N , car p(s/N) |- o(x , B) ( b e N ) implique

insécable dans Sl(M) , soit h(p) son héritier

N |- cP(a‘n s B) , pour un n . Il est aussi son héritier, donec h(p) = p(s/N) &

Soit p limite d'une suite inséeable s = (a) _ , Be N . S'il existe une ins
finité de & satisfaisant @(x 5 B) , alors p asur N un cohéritier q tel

que q e p(x, B .

On considere p u {opl(x , B)} u T(N) « Les fragments finis de ce type incomplet
tels que y(x , @) A olx, B) , avec pl y(x, &) , sont setisfaits, car y(x, a)
et (p(x , b) sont satisfaits par des suites infinies des a dont 1'une cofinie.
Ce type incomplet se prolonge donc en un cohéritier de pe. Vu l'hypothése
de stabilité , s est insécable, car si deux infinités de a satisfont 1'une
o(x , B) , 1tautre - o(x , B) , p aurait deux cohéritiers distincts dans S, (v ,

ce qui est impossible.

Je montre que, si M est dénombrable, p € Sl (M) est limite de types réalisés
dens M . L'élément ay et son type sur M sont confonduse. Sl (M) est & base
dénombrable, car le nombre de (x , a) (=a€ ) est dénombrsble, et donc p a

une base de voisinages dénombrable g Si (‘Pi)iem sont les formules de p , on prend
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V =iy A e Aoy e On choisit a; dans V y, 1e ee un point tel que
M |- ((Pl A eoe A (pl) (31) , la Buite (a) converge vers p e

Si M est non denombrable, so:Lt M1 une restriction élémentaire dénombrable de

M aveec p héritier de p/Ml , qui est limite d'une suite (a"'l)new dans S, (Ml)
p est alors le type moyen de la suite (an)nEw , et donc p =lim a dans 5, m) .

Re Suites de Morlez.

Définition 1. = Soit p € 8, (M) + On réalise p en a,

tier de p sur M, en a, dans M, o Bt ainsi, on construit une suite (a‘n)na,o ’

dens M, , puis 1'héri-

ol a .4 ©stla réalisation de 1l'héritier de p sur M . On définit aussi la
a=suite de Morley de p (pour o ordinal).

Remarque. - Le type de la w~suite de Morley (ah)new de p au-dessus de M est
indépendant des modéles M, , ..o , M dans lesquels on réalise les a

Je montre par récurrence sur n que, pour toute formule (x| 5 eee y X, ¥)

I"‘CP(al 9 *cc s By I-n)_H|"CP(a;_ y ot a;l, m .

Pour n=1,
Fola, 5 M) &= dplm) b olaf , B)
Si clest vrai jusqu'da n -1, on a
|"(p(8.1,oo-’a ,m)‘-—-)d(p(al,-..,anl,l-ﬁ),
et par récurrence,

dcp(al 9 000y B0 i) \A—-}dq)(a]’. 3 *** a;l_]_ 9 ﬁ) Hl" CD(a;_ y 8;1 4 m)

LEME 1. - Soit p € 8, (M , le w-suite de Morley de p est insécable.

Si h(p) , héritier de p sur M = U M s satisfait o(x , b) (be M ),
alors b e Mﬁ, et tous les a_ , pour m > n' , réalisant 1'héritier de p sur M,
satisfont ¢(x , B) : h(p) = lim a, + La suite est alors inséceble, et 1'héritier

est le type moyen de la suite de Morley.
Définition 2.

Une suite (an)new dans M est indiscernable dans l'ordre sur M si, et seule-

ment si, pour tous indices n, < ees <, et toute formule & parametres dans M,

1"<P(anl , eee s anm) - glay 5 eeey a)

Une suite (a ) dans M est totslement indiscernsble sur M si, et seulement

si, elle 1l'est dans 1'ordre avec des indices Ny eee y D quelconques (et non

pas croissants) distincts.

LEMME 2. - Soit p € S, (M) . La w-guite de Morley de p est totalement indiscer-
ngble sur M .
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On démontre d'abord 1l'indiscernsbilité dans l'ordre, par récurrence sur m ¢

Pour m =1, c'est clair, car a et a  réalisent p tous deuxs
1
Passage de (m -1) & mz Si (al s see g am—l) réalisent les mmes formules

nm-l

un M-sutomorphisme o de K tel que o‘(ai) =a, , pour tout i . a réalise
o, i
l'heritier de p sur M . , et donc sur Mu {a , ses , g ,} , donc ole)

an-dessus de M que (a, , eee, & ), alors, dans un gros modéle K , on a
) .

n
Tl m

unicité, a_ = o(am) « On peut aussi utiliser les définitions des types héritiers

réalise 1'héritier de p sur Mu {anl y ++e s a, } «Or, a  aussi, et par

de P o

Pour la totale indiscernabilité, je prouve que, pour tout n , la suite
(a 5 ooo s 8, a,,) amlme type sur M que (2, 5 eeep a5 8) 881 p
hérite de p sur Mu {a] 9 eev s a‘n-l} s alors e réalise 1'héritier de p

sur MU fa; 5 eoe, a8, 1} v {a} , donc, par définition du cohéritier, a réali-
se le cohéritier, égal & 1l'héritier, de sa restrictiond MU {a, , oo, a4} sur
M u {al s see an-l} U {am_l} o Or, cette restriction est b, Par unicité de

H Lo . . ° I ° 1 L2 * A
1'héritier § donc &, réalise 1'héritier de Pp.y Sur Mu {al 3 see s By 4y an+1}

Les deux suites ont mme type.

PROPOSITION. - Soit p € 8, (M) et o un ordinal, la o-suite de Morley de p
est totalement indiscernable et insécable sur M, et l'héritier de p en est le

type moyen.

Comme dans le lemme 2, on montre qu'elle est indiscernable dans l'ordre ; puis, la
a=suite commengant par une w-suite, elle est totalement indiscernable, car la
o=suite 1l'est, et insécable. Par 1l'absurde, si o(x , b) coupe la suite en 2 morceaux
infinis, on peut trouver A et B dénombrables bels que, pour tout =a dans A,
 ¢(z , B) et, pour tout w dans B, |- (w, b) o On émmére A et B de

la maniére suivante 3

8 5 Dy s 85y Dy y ees, avec A= (ai)iem et B = (bi)iﬁn .

On obtient ainsi une w=-suite de Morley, de mfme type que la w=suite extraite
de la o=suite de Morley, mails sécable : c'est impossible par le leme 1.

Remarques.

19 8i le type p est réalisé par a dans M, la o=-suite de Morley répete «
fois a o«

20 Soit N ®y

brable et sur N, p=h(n) « On réalise n en a

~saturé et p € 5, (M) 3 p cohérite de 1 =p/M, avec M dénom-
L dans N , puis h(y) sur
My {a‘l} s O 8y y e La suite insécable qui tend vers p peut donc 8tre prise

totalement indiscernables
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3. Modéles Saturég.

I

/ N
THEOREME (HARNIK, 1975). = Soit T une théorie dénombrables 3i T est stable en
A, alors T posséde un modele \=saturé de cardinal ) .

(Veriante 3 Si T est stable en )\ > !ITIl , alors T posséde un modéle )=saturé
2= ) P

o
de cardinal ) , et m8me si ) = :lTu .)

(a) 81 A =w (ou est régulier) : Soit My un modéle dénombrable. On réelise tous
les types sur MO dans M1 s que 1'on peut supposer dénombrable car T est w-sta-
ble. Puls on recommence, et on construit une chaine M <M, < .o <M «es Posons
M=U M, qui est dénombrable et w-saturé car, si pe 8 (@) (=ae Ilk ) , alors

2 M
a€ 5 et p est réalisé dans Meg1

(b) > Wt

My dens M , avec |Ml| =\, puls des extensions élémentaires successives M;

8oit MO un modele, avec uMO“ = )\ o On réalise tous les types sur

par induction jusqu'd \ x w; , muni de 1'ordre suivant : (x, 7 <(u, v) si,
et seulement si, (y <v ou (y=v et x<u) )s Pour vy limite, on prend
M =U M6 « Pour passer de y & vy + 1 , on réalise tous les types sur MY , de

Y <Y

cardinal ) , dans un modéle de cardinal )\ noté MY+1 ; notons M= M)\xw s qui

est bien de cardinal ) « M est \-saturé : Soit A c M, avec !,AH =y <\A= “M“ ,
pE S1 (a) , G filsde p sur M. Soit N dénombrable tel que g hérite de a/N.
Comme w, n'est pas de cofinalité dénombrable, on a N ¢ 1«1(0 @) * Si T est stable
en ), T est stable.s q, étant stable, hérite de q/M(0 Q)

Entre M(,) et M(O 1) se tient la famille (M(B,CX))BEK

construire 1a )-suite de Morley de q/M(O o) dams M, X= (aa)oﬁ)\ , et g en est

3 on peut alors

le type moyen sur N .

Soit ¢(x , @) une formule telle que p |- (x , &) « Alors, ql~ (x, a) , donc
tous les a, s sauf un nombre fini, satisfont ¢(x , a) o Or, Al =p<r e Iy
a donc |, formules dans p , chacune étant satisfaite, pour tous les a, s sauf un
nombre fini. On enléve donc ces éléments de la )\-suite de Morley (  éléments au
plus), il en reste dans la suite de Morley, et on réalise p dans M par 1'un

d!sux.

Chapitre V : Rangs

( T complédte sans moddle fini)

le Définitions-
Définition 1. = Un rang R est une fonction, qui a tout p de Sl (M) s pour tout

modéle M , associe un ordinal ou le symbole «» , satisfaisant aux conditions

(w>a, pour tout o ) ¢
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1°© Si p et q sont isomorphes (i, &« M ot N isomorphes, et p et q se
correspondent par cet isomorphisme), alors R(p) = R(q) »

20 5i q est filsde p, R(p) >/R(q) .

3° Propriété d'extension ¢ Si p € S, (M) , et s N est une extension élémentaire

de M, p asur N un fils ¢ de meme rang (se dit dquirang avec p ).

4° Propriété de multiplicité bornde ¢ Si R(p) = @ < » , il existe un cardinal | ,

dépendant de p , tel que p n'a jamais plus de |, fils distincts équirangs avec
p sur toute extension élémentaire N de M.

Définition 2+ - On dit que p est rangé par R si R(p) = <= « Si R(p) = = ,

on dit que p est non rangé par R .

Remarques = Pour la propriété d'extension, il suffit de voir que, pour tout ordi-~
nel o, si R(p) >, p aun fils q, sur N tel que R(q@) >

En effet, si R(p) = o , il existe ¢ > p , avec R(q) > o « D'oprés le 2° du § 1,
R(@) = o »

8i p est non rangé, soit E 1l'ensemble des rangs des fils rangés de p sur N .
Il existe un ordinal « qui majore E 3 R(p) > o = il existe q »p , avec

R(qa) > o Donc g n'est pas rangée.

2. Exemple ¢ Le rang U noté RU .
Définition. — On définit, par induction sur l'ordinal « , l'expression RU (p) > e
Si o est limite, RU(p) > o si, et seulement si, RU(p) > B , pour tout B <o
Si o est successeur de B , FU(p) >« sl, et seulement si, pour tout cardinal

A » il existe un modele M}\ , tel que M< M}\ , et sur lequel p a 'k fils dis-
tincts de RU > B .«

( 0 est ordinal limite s RU(p) > O , pour tout p dans S, M) )
LEME 4. - S1 RU(p) >0 et « > 8 , alors RU(p) 28 .

Par induction sur « ¢ Clest clair si o est limite, par définitione.

S1 o=oa + 1z Si B =a, clest évidentse 51 B g o, , par hypothése d'induction,
i1 suffit de le démontrer pour B = o, , c'est-a-dire que lton 2 RU(p) > @ « En
effet, pour tout cardinal A , p Se divise en )\ filsde RU >« , donc de

RU > & (5§a1 ), et on a donc RU(p) > + 1 , pour tout ¢ <, e

Z

ler cas ¢ 011=012+l « = On prend 5=a2,e'b RU(p)_>,c11.

2e cas : o est limite. - Pour tout § < o » RU(p) > § + 1 , donc, par induc-

tion, RU(p) > 6 , et, par définition de RU , RU(p) > )

Suite de la définitions = Si RU(p) > o , pour tout o , on pose RU(p) = © o Si=

non, il existe un unique o tel que RU(p) > o« , et RU(p) $ o+ 1, cton pose
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alors RU(p) = o «

7/ N
THEOREMEs = RU est une notion de rang.

1° C'est évident par isomorphisme.

2° On montre par induction que, si p =g, RU(q) > o = RU(p) » o, avec
pes (M) et gqe S1 ()
s1 o est limite, c'est évident par définition et par induction,
si o=3+ 1, alors, pour tout A , il existe M)\ >N, sur lequel q a A

fils distincts de RU > 8 , et donec sur M)\ s P a )\ fils distincts de RU >8 .
D'ol RU(p) > a »

3° Supposons RU{p) = @ . 5i, par 1l'absurde, pour tout cardinal ) , il existait
un modeéle M)\ > M sur lequel p a )\ {fils distincts de RU = o , on aurait
RU(p) > @ + 1 , absurde. Donc, il existe , , tel que p n'a pas plus de [ fils
équirangs sur toute extension éldémentzire de M .

Pour dénontrer le 3°, les deux lemmes suivants sont nécessaires.

LEMME 2. - Si p est instable, RU(p) = o

Yontrons, par induction, que, pour tout « , RU(p) > o « C'est évident si o est
limites Supposons RU(p) > o « Pour tout ) , il existe un moddle o p a au moins
A fils instables distincts. En effet, on prend q fils non définissables de p ,
et )\ héritiers de q . Ils sont instables et par hypothése d'induction de RU > « «
Donc RU(p) >a + 1 «

LEMIE 3. - Si p est stable et q hérite de p , alors RU(p) = RU(Q) «

Par induction, on montre que RU(p) > o —= RU(q) > o « 51 o est limite, c'est
évident. 51 RU(p) > o + 1, A cardinal quelconque, p € 8 (M, aqe S, (w) ,
p ©q, on peut déplacer N par MN-automorphisme de maniére & ce que les ) fils
Py de p sur M)\ de RU > o alent des héritiers passant par q , qu'on notera
q; o Pour tout i<r, RU(p;) >« , et, donc, par induction, RU(q;) > o, et
donc RU(q) >« + 1 par définition.

Ceci acheve la démonstration du théoréme.

LEMIE 4. - Si RU(p) = o < » , glors p est stable, et son unique fils de mbme

rang est son héritier.

p est stable d'aprés le lemme 2 ; par l'sbsurde, soit q wun fils de p non
héritier sur N tel que RU(p) = RU(q) .« Par le théordme 3 du § 2 du chapitre 3, il
existe P » N> M, tel que tout fils de p , non héritier sur P, a p,+ conjugués
distincts par M-automorphisme de P o Si q est une extension de q sur P équi-~
rang avec q , 4, a u"" conjugués dans S1 (P) et n'hérite pas de P, p étant
le cardinal de multiplicité, on a une contradiction.
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LEMME 5. -~ RU(p) > o + 1 si, et seulement si, p a deux filsde RU > o .

(e—) ¢ Si p est instable ou stable, avec RU(p) = w , on a RU(p) > o+ 1 + Si
p est stable et RU(p) < » , son unique fils équirang est son héritier, et donc il

ne peut avoir deux fils éguirsngs avec lui. Par conséquent, RU(p) >a+ 1.

LEMME 6e = RU(p) > o + 1 si, et seulement si, p est instable ou p a un fils

non héritier q tel que RU(q) > o .

(==3) 81 p est steble, d'eprés le lemme 5, il a un fils non héritier de RU > o

(=) si p est stable et rengd par RU , et a un fils non héritier de RU > o ,
alors RU(p) >a+ 1.

On montre de meme que RU(p) > o + 1 si, et seulement si, p a un fils non co-

&L

héritier de RU > o .

3. Théoréeme de Lascars

7 N
THECREME. - Soit R un range Si p est instable, R(p) = » « Si p est rangé,

il n'a qu'un seul fils de meme rang qui est son héritiere S1 q hérite de p,
R(p) = R(q) 5 de plus, RU(p) < R(p) »

19 p étant instable, montrons par récurrence que, pour tout ordinal « , R(p) > e
Si « est limite, c'est évident. Si o =8+ 1, ona R(p) >B , par hypothése
d*inductions Si on avait 1'égalité, il existerait |, tel que p n'a jamals plus
de |, fils équirangs avec lui. Or, on peut trouver p,+ fils distincts 9y de p
instabless Par induction, R(qi) >B , d'ou R(qi) =B « Ce qui contredit 1'axiome
de mmltiplicité bornée.

20 Soit p avec R(p) = o « Par 1l'sbsurde, supposons qu'il existe q fils non
héritiers de p , avec R(gd) =o « p est stable, et tout fils non héritier de p
a p,+ conjugués par M-automorphismes dens S8, (P) « Soit q!' wune extension équi-
rang de g sur P . q' n'hérite pasde p, et il y a donec “,+ conjugués dis-
tincts q; , avec R(q_i) = R(q) par isomorphisme. C'est impossible, et onen déduit
le réSUl'bato

3° Si q hérite de p rangé, alors R(q) = R(p) « S1 p est instable, un héri-
tier 1'est aumsi, et donc R(p) = R(Q) = o ¢« S1 q hérite sur N de p stable non
rangé, on démontre par récurrence sur o que (R(p) > o =3 R(qQ) > ) « Si o est
limite, c'est claire Si w=B+ 1, p a sur N un fils équirang q, , avec
R(ql) >ao et 9, # q , sinon c'est évidente Plagons deux copies de N de maniére
4 ce que l'héritier q, de q; passe par g e Par induction, on a R(q) >8 3
supposons par l'absurde que R(q) = B , alors q est rangé par R, et aurait un
fils q, de rang R > (par induction) et donc tel que R(qz) =B, a_ved d

non héritier de q o C'est impossible dlaprés le 29, donc R(q) > B+ 1 =a «

4° Démontrons par récurrence ordinsle que RU(p) > o =3 R(p) > o s Si p est
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instable , on a RU(p) = » = R(p) « Si p est stable s+ Si o est limite, c'est
clair, par induction. Si « =3 + 1 , elors p aun fils g non héritier de

RU > B + Alors, ou p est non rangé par R et c'est clair, ou Rp) <=, et

alors R(p) > R(q) (par le 2°), et de plus R(q) >p , par hypothése d'induction, et
donc R(p) > B+ 1l =0

Remarque importante. = S'il existe une w-suite Pg © Py C ees € P C «ss telle
que p, ., mne soit pas héritier de p_ , alors pj est non rangés De mfme, s'il
existe une w-suite de p, telle que p, ., ne cohérite pas de p_, alors p, est

non rangd, et si cela est brai, une telle w-suite existes

COROLLAIRE., - Soit R wun rang ; il existe un ordinal a(R) tel que, si

R(p) > a(R) , alors p est non rangé par R .

Si p est rangé, p est stable, et hérite d'un type sur N , dénombrable avec
N<Me. p amlme rang qu'un type sur un modéle dénombrable, dont le nombre n'excé=-
de pas ¥ s il ya ¥ types sur chacun d'eux, donc ¥ rangs possibles pour les

types rangése On prend un ordinal o(R) supérieur aux rangs des types rangése

On peut mfme prouver que, si RU(p) > w, , alors RU(p) = » 5 si T est dénombra~
ble.

4. Types et théories superstables.
Définition 1. - Un type superstable est un type rangé par RU , ou par un rang

quelconque.

Définition 2. = T est superstable si le rang U range tous les types, ou bien
stil existe un rang qui renge tous les types, ou bien si tous les types sont super-
stables.

/N
THEOREME 1. -~ Soit p € Sl (M) s et A un cardinal > HMH o

1© 31 p est superstable, et si N est une extension élémentaire de M de cardi-

nal A\ p n'a pas plus de 2% « ) fils distincts dans S, (1) .
— 2 D 1

2° 5i p n'est pas supersteble, il existe une extension élémentaire N de M de

cardinal ) sur laquelle p a 2 fils.

1° On 2 RU(p) « » « On considere I«% restriction élémentaire dénombrable de M,
telle que p hérite de p/M)é . Pour toute partie finie a de N , on va construire

un modéle dénombrable ME de maniére & ce que

.aCb——-;Ma-<M-E et Mra\/N.

Mﬂ est déja construit. Induction de (n - 1)-uple & n-uple: Soit B un n-uple ;

i1 y a un nombre fini de (n = 1)-uples dans b . Pour ceux-ci, les M- étant ddja

construits, il existe (par L. S.) un modele dénoubrsble M-, restriction élémentai-

re de N contenent tous les ME « Alors M-a < MB- .
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On montre que, si q est fils de p sur N, il hérite de q/M;L pour un certain
a 3 pour cela, on construit une w-suite de types non héritiers les uns des autres

-
a

et fils de p , qui sera nécessairement finie. En effet, si q n'hérite pas de
q/M’é , il existe une formule (x , 2, b) , ae e , bewt, telle que
#, avec 9 = q/I%[—-cp(x , 8, B') W

ql(x, 3, D) sans qu'il existe b' dans X

p est rangé et son héritier q, aussi, avec RU(gO) = RU(p) < » » Comme q, = q/M1
( M, moddle dénombrable contenant B ) n'hérite pas de 4y » ON 2 RU(ql) <RIJ(qO) .
On recommence, en écrivant qu'il existe un n-uple '52 qui emp#che ¢ d'hériter de

. - _ Vi th L
q, » 81 M, = I%UBZ , alors q, = q/h2 n'hérite pas de q; 5 see

Donc, tout fils q de p est 1théritier sur N de sa restriction &2 un M-é e« D
n'a donc pas plus de fils sur N qu'il n'y a de types sur les modéles M& «Ily
a )\ modéles M; au plus, et pour chacun d'eux 2¥ types au pluse Donc p n'a

pas plus de ) x 2 fils sur N .

2° Par suite du corollaire, en disant que RU(p) > (R) + 1 , il existe A fils
de p non superstsble de RU > «(R) (i. e. infini). Tout ytpe de RU infini peut
8tre divisé en )\ fils de RU infini. On opére w divisions successives, et on
obtient un arbre a \Y branches définissant )° types distincts dans N , extension
élémentaire de M . On distingue les types partant d'un m€me noeud & 1'aide d'un nom-
—bre fini de paramétres s Avec ) paramétres au ler noeud, A x A =\ au second, e..
®w x \ = A paramétres sont nécessaires pour distinguer les typese Par L. S., il exis-
te une restriction élémentaire N}\ de N contenant 1 et ces paramétres, de cardi-

nal A\ « Les restrictions a N)\ des ¥ types répondent & la questione.

THEOREME 2.

19 3i T est superstable, alors tout modéle de cardinal )\ ne produit pas plus
w tz;ze .

de \x 3
2° Si T n'est pas superstable, pour tout cardinal infini ) , il existe un modé=-

le de cardinal ) produisant )” types distincts.

20 Ctest &vident (cf. théoréme 1).

1°© On prend N de cardinal )\ et une restriction élémentaire » dénombreble de
N « I1 y a au plus ¥ types sur M, gui sont superstables, ne donnant done qu'au
plus )\ x 2“’x2°"=xx2‘” types sur N .

5+ Rang de lorley.

Définition. = Par induction ¢ Si « est limite, RM(p) >a si RM(p) > B , pour

tout B <o «S1L B=wo+ 1, RM(p) >B si p aun fils q qui est point d'accu=

mulation de types de RM > o .

On peut montrer que c'est une notion de rangs si RM range tous les types, on ait

que T est totalement transcendante.

On montre aussi que, si T est totalemet transcendante, elle est stable en tout
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cardinal ) , tandis que si elle ne 1l'est pas, il existe un ensemble dénombreble qui
produit 2% types. I1 y a donc équivalence entre la westabilité et la totale

transcendance.

Tableau récapitulatif ( T dénombrable)

() T instable ¢= ( T instsble en tout cardinal A > w )

() T stable non superstable 4= ( T instable en tout cardinal ) tel que
A > s I stable en tous les ) tels que W= )

(y) T superstable non o=stable é—y (T est stable en A si, et seulement si,
W
A>2)

e

() T w-stable (ou totalement transcendante) &= ( T stable en tout cardinal

infini)




