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Séminaire de Théorie des Nombres
23 avril 1981

Grenoble

DECOMPOSITION DU GALOIS-MODULE DES ENTIERS
D'UNE EXTENSION DIEDRALE DE DEGRE 2p
D'UN CORPS LOCAL OU D'UN CORPS DE NOMBRES

par Marie-Josée FERTON

Soit A un anneau de Dedekind de corps des quotients K et soit L

une extension galoisienne de K de groupe de Galois G . La cldture inté-
grale B de A dans L est un A[G] -module de rang 1 . On cherche a
décomposer B en une somme directe de sous A[G] -modules indécomposa-
bles, et on se propose ici de traiter les cas ot K est un corps local ou

un corps de nombres et od G est un groupe diédral d'ordre 2p (p nombre

premier distinct de 2),

Lorsque le groupe G est un groupe abélien cette décomposition est

unique, Elle a été déterminée dans certains cas par :
e H.W. Leopoldt [6] (orsque K est le corps des rationnels) ;

e F. Bertrandias [2] et [2 bis] (lorsque G est une I-extension de
degré p® dun corps local) ;

e Z.1. Borevich et S.V. Vostokov [3] (G cyclique de degré p ,
K corps local) ;
Dans d'autres cas, on sait seulement reconnaftre si B est un A[G] -
module décomposable ou non
e Y. Miyata [7] ;
e S.V. Vostokov [10] (G groupe abélien).
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Dans la suite G sera toujours un groupe diédral, d'ordre 2p . On
2
notera ¢ et T, deux générateurs de G tels que op =1 =1 et que
ot = ro—l ; on notera H le sous-groupe cyclique de G d'ordre p engen-

dré par o .

Dans le §{I , nous verrons des généralités sur la décomposition d'un

AlG] -module M, de rang 1 .

Dans le §II , nous étudierons la décomposition du A[G] -module B
dans le cas ol le corps K est un corps local de caractéristique résiduelle

p , et nous donnerons cette décomposition,

Dans le §III enfin, nous nous intéresserons A l'existence de cette dé-

composition dans le cas oi K est un corps de nombres,

Ce travail s'inspire de la méthode employée par F. Bertrandias

dans [2]

§1

1.  DECOMPOSITIONS D'UN A(G)-MODULE DE RANG 1

Dans ce §1, A désigne un anneau de Dedekind de corps des quo-
tients K ; nous ferons plus tard une hypothése sur K. M est un A[G] -
module & gauche de rang 1 tel que A[G] < M c KIG] . Notons End AlG] M
I'anneau des A[G]-endomorphismes de M . On sait, (cf.[2]) que trouver
une décomposition de M en somme directe de sous~-AlG] -modules indécom-
posables revient i trouver un systéme complet orthogonal d'idempotents pri-

mitifs de EndA M . Etudions donc EndA

iG] g M-
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PROPOSITION 1. - Si M est un A[G] -module i gauche de rang 1 ,

le commutant de M , EndA[G] M , est isomorphe i l'ordre i droite

de M dans KIG] noté Od(M,K[G]) et défini par :

Od(M,K[G]) = {xeklG] , M» c M} .

Il suffit pour établir cette proposition de démontrer que l'application,

qui A un A de Gd(M, KI[G]) fait correspondre dans En AlG] M, la mul-

tiplication & droite par A dans M, est un isomorphisme.

Trouver une décomposition de M en sous-AlG] -modules indécompo-
sables c'est donc trouver un systéme complet orthogonal d'idempotents primi-
tifs de Od(M, KI[G]). Mais nous chercherons tout d'abord & décomposer M

en somme directe de sous-modules ''caractéristiques indécomposables'.

DEFINITION 1. - Un sous-A[G] -module M' de M sera dit
"caractéristique' si et seulement si pour tout f de End AlG] M,

M) © M' .

DEFINITION 2. - Un sous-A[G] -module M' de M sera dit

"caractéristique indécomposable''si il est caractéristique et si il ne

peut se décomposer en somme directe de deux sous-modules caracté-

ristiques non triviaux.

PROPOSITION 2. - Une décomposition de M en somme directe de

sous-modules caractéristiques indécomposables correspond i un systéme

complet orthogonal d'idempotents centraux primitifs de End AIG] M

ou de Od(M, KI[G]). Nous appellerons une telle décomposition :

"décomposition centrale''.

PROPOSITION 3. - M étant un A[G] -module de rang 1 , il existe une

et une seule décomposition centrale de M .

Ce qui s'énonce aussi plus précisément par :
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PROPOSITION 3 bis. - Il existe un seul systéme complet orthogonal

d'idempotents centraux primitifs dans Od(M, KIG]) . Ce systéme est

1'ensemble de tous les idempotents centraux primitifs de Gd(M, KIG])

non f{riviaux,

Démonstration. Soit (Ei) un systéme complet d'idempotents cen-

1<i<k .
traux primitifs de Gd(M, K[G]) et e un idempotent central primitif quel-

conque de cet ordre. On peut écrire e= 2 eE, = 2 E.e . Donc il
1€isk ' 1sisk
existe un indice i, 1<i<k tel que e = eEi = Eie et Eje = 0 pour

tout jA1i.

Ecrivons alors Ei =g+ (Ei—e) ; eet Ei-e sont deux idempotents

centraux orthogonaux, ce qui entrafne Ei =e .

L'ordre & droite de M dans KI[G] étant un sous-anneau de KI[G],
les idempotents centraux de Od(M, K[G]) seront des idempotents centraux
de KI[G] . Le paragraphe suivant sera donc consacré au rappel de 1'étude

des idempotents centraux d'une algébre KIG] pour un groupe G diédral.

2. IDEMPOTENTS CENTRAUX DE L'ALGEBRE KI(G)

Notations. Pour tout corps F et tout groupe g nous noterons

+#
IrrF(g) I'ensemble des caractéres irréductibles de g sur F , et IrrF(g)
I'ensemble des caractéres irréductibles de g sur F distincts du carac-

tére de la représentation unité.

Dans ce paragraphe, K est un corps local de caractéristique 0
et de caractéristique résiduelle p ou bien un corps de nombres. Nous note-
rons, k le corps Qp ou bien le corps @ suivant que K est un corps

local ou un corps de nombres . Si ( est une racine primitive p-iéme de
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1'unité nous noterons k‘0 , Kb et E les corps suivants :

-1
Ky =k(C+( ),
K = K+
E = kbﬂ K.

En sachant que I'indice de Schur de tout caractére irréductible d'un groupe
diédral G vaut 1 , on démontre que la décomposition de I'algébre KIG]

(cf. [9 bis], chapitres [5] et [12].2) est :

= ' ‘ 1
KIG] Ifox IMZ(KO)X...x IMZ(K?
N
p-1
2 Card[Kb:K]

fois

ol ]fM2 (Kb) est I'anneau des matrices d'ordre 2 i coefficients dans K(; .
Les caractéres irréductibles de G sur K étant de plus i valeurs dans
k'0 , leur ensemble est celui des caractéres irréductibles de G sur E .
En particulier, les idempotents centraux primitifs de K[G] sont ceux de

I'algébre EIG]

PROPOSITION 1. - Soit CKI[G]) l'ensemble des idempotents

centraux primitifs de KI[G] , on a :

ckKlGl) = {ex, X € Irr (@)}

1P -i *
=250 ), X' €Irr_(H
Pi=0x( ), X iy

= {e,e ,;e
-1 T(1+ 1-
ol on note T = 2. cl,e =“é—‘Q,e'=I§——D

Remarque 1. Les 5‘[21@'1?1 idempotents correspondants aux représen-
0

tations de degré supérieur 3 1 sont les idempotents centraux primitifs de

E[H] distincts de % .

PROPOSITION 2. - Tout idempotent central de KI[G] est une somme

d'idempotents centraux primitifs de E[G]
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Remarque 2. - Tout idempotent de E[H] est un idempotent central
de E[G]

Remarque 3. - Si F et F' sont deux corps tels que kC F c F'C E,
T(1+7) ot de T(l—r),
2p 2p
est somme de [F':F] idempotents centraux primitifs de F'lG] permutés

tout idempotent central primitif de FI[G] , différent de

transitivement entre eux par Gal(F'/F) (cf. définition du paragraphe I.3).

Remarque 4. - Tout idempotent central primitif de KI[G] est la somme
de deux idempotents primitifs orthogonaux de KI[G] , cette décomposition n'étant
pas unique. En particulier, si e est un idempotent central primitif de KI[G] ,

1+7 1-1 1+7

on peut écrire : e = e—5— + =5 ol e~ et eL;-:E sont des idempotents

primitifs de KI[G] orthogonaux entre eux.

1.3. DECOMPOSITION CENTRALE D'UN A(G) MODULE DE RANG 1

PROPOSITION. - Soit § le systéme complet d'idempotents centraux

primitifs de Gd(M, KI[G]) ; il existe une partition de IrrE(G) ,

Irr (G = U Ji , telle que :
E 1sis<s

s$={E,, 1=siss]} avec E, = 2 e
! xeJ; %

Cette proposition découle des remarques faites dans les paragraphes 1

et 2 ,

DEFINITION. - Si ¢ est un élément du groupe de Galois de E/k

etsi A €EE@G), A= Z agg , on définit l'action de ¢ sur EI[GI]
geG

par :

PR = Z cp(ag)g
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HYPOTHESE Hl' - Nous dirons que M vérifie 1'hypothése H, , si
pour tout élément ¢ du groupe de Galois de E/k et pour tout idem-
potent central e de Gd(M, KIGl)n E[G] , «(e) est encore un
élément de Gd(M, KIG]) .

Remarque 1. - L'idempotent e é&tant central, on peut remplacer dans
cette hypothése Gd(M, K[G]) par l'ordre associé i gauche & M dans KIG],
O(M,KIG]) défini par : O(M,KIG]) = {xe KIG] , \Mc M} .

THEOREME, - Si M est un A[G] -module de rang 1 vérifiant

1'hypothése H1 et si M a une décomposition centrale non triviale,
nous appellerons F le plus petit sous-corps de E tel que le systéme

8 de Od(M, KIG]) soit contenu dans FI[G] . On a alors deux grou-

pes de possibilités :

T+ T(1-1) .
2p ’ 2p
on 8§ = zex', X' € IrrF(H)s

1) Soit Fzk et §= | e, bx e S} =je X,XelrrF(G)g

T+ TE-7 | T,
2p ' 2p ° “p
o 8= {T(1+T), T(1+T)]

T(1 ‘l.') T(l ‘L’)}

2) Soit F=k et 8= {

ou S—(

ou g={—91"5} (*)

Remarque 2. - Les cas (* ne peuvent se produire que si
1+7 :

5 Eod(M,K[G]) (cf. §1.4).

COROLLAIRE. - Soit M un A[G] -module de rang 1 vérifiant 1'hy-

pothése H M a une décomposition centrale non triviale si et

‘l b4
T+ T(l1-1) T )
seulement si un des idempotents (2pr) , (2p ) . 5 au moins se

trouve dans Od(M, KI[G]) ou, ce qui revient au méme dans G(M,KIG]).

“Démonstration du théoréme. Supposons 8 # 1 .

e Si Fok, soit f un générateur du groupe de Galois de F/k ,
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ce groupe Gal(F/k) étant cyclique appelons rp son ordre. D'aprés la dé-

finition de F , il existe e€ §, e=# 1, tel que les fl(e) , 1<i er
soient tous distincts, D'aprés l'hypothése Hy , les fl(e) sont des idempo-
tents centraux de Gd(M, KIG]) , ils sont primitifs et orthogonaux entre eux,
ils coihcident donc d'aprés la proposition précédente et les remarques du §2,
avec l'ensemble eX, , X' € Irr"P‘;(H)} . L'élément
=1- 2 f(e)=1- 2 e,

i=1 1eTppdt X

X EIrrF (H)

o i

est un idempotent central dans &,(M,K[G]) et sa décomposition dans FIG]

. . ., T _Ta+y), TA-1)
est unique et égale &4 — = +
d & p 2p 2p

, d'ol les deux possibilités du théo-

réme dans ce cas.

e Si F=k comme §# 1, 8 adeux ou trois éléments. Les idempo-

-1 et l—I,la fin

+
tents centraux primitifs de KI[G] étant : '_I’_(zlp_r) ' T3p D

du théoréme s'en déduit facilement.

Remarque 3. Si F 2k , pour tout sous corps F' de E , tel que :
{eX , X € Irr}fI(F')} c Od(M, KIG]), ona : F'CF . Ceci résulte de l'unicité
du systéme § de Od(M, KI[G]) .

Remarquons aussi que si L et L' sont deux sous-corps de k({)

tels que L ¢ L'C k() , les idempotents centraux primitifs de L'[G] autres
T(1+71) ot T1-1)

. .
%D %p n'appartiennent pas 4 LIG]

que

1.4 DECOMPOSITION D'UN A(G) MODULE M DE RANG 1,
EN SOUS-MODULES INDECOMPOSABLES

+
HYPOTHESE H2 . - Nous supposerons dans ce § que l'idempotent —151

est un élément de Gd(M, KIG]) .

1+
Nous dirons donc que M vérifie 1'hypothése H, si M _Z—T M,

ce qui implique M 1—;—1— M.
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L'hypothése H2 permet de décomposer tout idempotent central e de

Gd(M, KI[G]) , en une somme de deux idempotents orthogonaux dans Gd(M, KIG])

de la maniére suivante :

2 2 7

1+7 1-1
Les deux modules M=~ et M= sont des AlH] -modules de rang 1 ,

2

nous pourrons donc dans la suite leur appliquer les résultats de [2]

PROPOSITION 1, - Soit M -un A[G] -module de rang 1 vérifiant H2

et soit e un idempotent central de & (M KI[G]) ; la décomposition de

(—) [respectivement e(——)] en somme d'idempotents primitifs de

(M KI[G]) , deux i deux orthogonaux, se fait de maniére unique sous

+
la forme : e(——) = Z €, L (respectivement e(——) = 2 8 1- =1

ol Ietd sont des ensembles finis et ol pour tout i €I et tout j&€J

e et 6j sont des idempotents de E[H]

Pour démontrer cette proposition et en particulier l'unicité de la décom-

position, on utilise le lemme suivant trés important dans la suite :

LEMME, - Soit ¢ un idempotent de EI[H] , il est central dans EI[G].

1+
L'idempotent ¢ =t est idempotent primitif dans Od(M, KIG]) si et

2
seulement si ¢ est idempotent primitif dans G(M%I,K[ H]) ordre
associé 3 gauche dans E[H] au A[H]-module M -1-—2'-@ .
HYPOTHESE H . - Nous dirc;ns que M vérifie 1'hypothése H , si

+
M vérifie H, et si pour tout idempotent e de G(M—l-z—E,K[H])ﬂE[H]
et pour tout élément ¢ de Gal(E/k) , w(e) est encore un élément

de o(M  kK[H])N E[H] (de méme pour G(MI—'Z'E,K[H]ME[H]) .

PROPOSITION 2, - S8i M vérifie 1'hypothese H , M vérifie 1'ensem-

ble des deux hypothéses H, et H, .

Cette proposition se démontre en utilisant le lemme précédent.
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Dans la suite nous décomposerons l'idempotent 1 de Od(M, KIGl) en

- + -
1= %I+'1—2I . Les décompositions de 1—21 et l-él se font de maniére
unique sous les formes :
+ - -
iel jes J
et nous montrerons que les idempotents de E[H] , ei pour i€1 et 6].

pour j €J sont en fait les idempotents primitifs d'algébres F'[H] et F"[H]
ol F' et F" sont des corps situés entre k et E . En faisant une dé-
monstration analogue a celle du théoréme du §3 , on démontre le théoréme

suivant :

THEOREME. - Soit M un A[G] -module vérifiant 1'hypothése H .

+ -
a) Si M% et M-I?I sont deux modules décomposables, il existe

deux corps F' et F" situés entre k et E tels qu'un systéme

complet d'idempotents orthogonaux primitifs de Od(M, KI[G]) soit

+
composé des idempotents [ex'l-él , X' E IrrF'(H)} et des idempo-

m} .

1-T "
tents {eX" 5 X € IrrF"
b) Si un de ces deux modules est indécomposable (par exemple M 1—;1)
It 1-z '
[ex, 5 X € IrrF,(H)}U 5 Sera un systéme complet d'idempo-

tents primitifs de od(M, KIG]) .

+ -
COROLLAIRE. - Le A[H] -module M~12—T (respectivement Ml—él) est

+
décomposable si et seulement si l'idempotent ’I_‘(;PTT) (respectivement

T(1-1)
2p ) est dans Gd(M,K[G]) .

Remarque sur la démonstration du théoréme. Les corps F' et F" sont

+
définis en fait de la maniére suivante : si -13}: = € 1—2-+T & idempotent de
i€l
E[H] (cf. Proposition 1, §4) , F' est la plus petite extension de k dans E
+
telle que tous les idempotents ei%l , i€l , soient inclus dans l'algébre F'[G] ;

de mé&me pour le corps F'" .
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PROPOSITION 3, -

a) Dans les mémes hypothéses que le a) du théoréme précédent, le

corps F relatif & la décomposition centrale de M (cf. théoréme

du paragraphe 3) est le corps : F = F! ﬂ F'

+
b) Si seul un des modules, M it par exemple, est décomposable

2
le corps F est nécessairement le corps Qp et le systéme §
+ +
est le suivant : {M, T T)}

2p

On utilise pour le démontrer la remarque 3 du §3 et la proposition 1

du §4 .

Dans le § II qui suit, 1'hypothése H énoncée ci-dessus sera satisfaite
+
et nous déterminerons pour un corps local K les ordres, G(Mlz-—T,K[H])

et O(M K[H]), pour trouver les corps F , F' et F" .

§ 11

DECOMPOSITION DU GALOIS MODULE DES ENTIERS
D'UNE EXTENSION DIEDRALE (2p) D'UN CORPS LOCAL
DE CARACTERISTIQUE RESIDUELLE p

Ce paragraphe utilise les résultats du chapitre II de [5] . Dans ce
paragraphe K est un corps local de ‘caractéristique 0 , de caractéristique

résiduelle p , d'indice de ramification absolue ex -

B est I'anneau des entiers d'une extension L de K galoisienne, de
groupe de Galois G, ol G est un groupe diédral d'ordre 2p . Si A dé-

signe l'anneau des entiers de K, B est un A[G]-module de rang 1 .

Si 6 estun élément de B engendrant une base normale de L/K ,
nous noterons M = {» € KIG] , A6 ¢ B}, Bet M sont deux A[G]-

modules & gauche isomorphes.
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Nous étudierons la décomposition en sous-AlG] -modules indécomposables

du module M qui vérifie comme dans le §1, AIG] c M < KIG]

On notera a le reste modulo p du deuxiéme nombre de ramification

inférieure t de 1l'extension, t =a.p+a aveec 0< a< . Le théoréme que
s 0 P

nous allons démontrer dans le §II est le suivant :

i.L1. THEOREME

Soit L/K une extension diédrale de corps locaux.

1°) Si p ne divise pas la différente de L/K : B est un A[G] -

+
module centralement indécomposable et M = M—l—-—EEB M-—z— est

une décomposition de M en deux sous-modules 1ndecomposab1es.

2°) Si p divise la différente de L/K

a) Si L/K est une extension totalement ramifiée avec a impair

(@ reste modulo p du 2éme nombre de ramification) : la decomp -
sition centrale de B est la suivante

T(1+71)
2p

_ T+

2y B (-

)B
et

‘ - + +
M = M%—?@ M%ﬂ ® M(l- —)(LI)

est une décomposition de M en sous-A[G] -modules indécomposa-

bles.

b) Sinon (c'est-a-dire ou L/K non totalement ramifiée, ou L/K

totalement ramifiée et a pair) :

b.1) Si a# 0 etsi a ne divise pas p-1

+ -
2p 2p p

est la décomposition centrale de B .

) T(1-7) T 1+t T 1-7
M= M=—g=6 M~ o Ml-)57) & M )(2)

est une décomposition de M en sous-AlG] -modules indécom-

posables.
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b.2) Si a=0 ol a divise p-1

B=¢g eXB , X E IrrE(G) est la décomposition centrale de B .

_ 1t Lot
M—eaMeX P EBMeX 5 errrE(H)

est une décomposition centrale d¢ M en sous-AlG] -modules

indécomposables,

(On rappelle que E = Qp(g+g_1)ﬂK od ( est une racine p-éme de 1).

Pour la démonstration de ce théoréme, nous devrons distingue:r plusieusr:

cas suivant la ramification de 1'extension L/K , et suivant la parité de a .

Lorsque l'extension est sauvagement ramifiée, nous distinguons par A et B

les deux cas suivants, cf. [5]

A , l'extension L/K est totalement ramifiée

B , l'extension L/K n'est pas totalement ramifiée.

L'élément © de B est alors choisi suivant les cas comme dans [5] et

nous connaissons des A-bases du A[G] -module M dans tous les cas.

-1
Nous noterons dans la suite g =o0-0  , v_  la valuation d'un corps local

K
[x] et x les parties entiéres et fractionnaires d'un réel x . D'aprés

, on a

i
Y g g 2 a, -g—(-zl—-z), a, €K et v (@) 2 -Viz
0

4T _ S a gi(1+r)

-\
3 ,aigK et vK(ai)z viz

avec pour tout i, 0<i<p-1:

; - [it*ta ' pitratp,

e dans le cas A , a impair v, = [ %D 1, v [ 2p |
. _ rit+adip , = ritta,
e dans le cas A , a pair, a #0 v [———-2p 1, Vi [—-—zp ;

e dans lecas A, a=0 \).=\)f=[}-t] ;
i i 2p

itta,

e dans lecas B, v, =V = [
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PROPOSITION 1. - p divise la différente HML/K) si et seulement

si I'extension L/K est sauvagement ramifiée et que la ramification

est presque maximale dans cette extension ou encore si et seulement

i+
si 1'idempotent % appartient 4 I'ordre O(M-‘-‘-—zl,K[H]) .

Cette proposition se déduit trés facilement des formules données dans

[5] : la ramification est presque maximale dans les extensions sauvagement

ramifiées si :

2pe__ . 2pe
e dans le cas A , K—Zsts K
p-1 p-1
pe pe
e dans le cas B , —K—IStS‘—K s
p-1 p-1

et de la valuation de la différente donnée dans [9]
e cas A va(L/K)) = 2p-1+t(p-1)

e cas B , VL(ﬁ(L/K)) = (p-1)(t+1) .

Remarque.
. ' T(1-7)
a) Dans le cas A , a impair, I'idempotent “op Z o(M,KIG]) ,
cf. [5], p. 66 et 67 , on peut donc dire que le module Ml‘g-l est indé-

composable.

b) Dans le cas A , si a impair on a toujours : t < )

et donc la ramification est presque maximale si et seulement si

2pe 2peK

K
-2 <
o1 2 t< )

-1,

¢) Dans le cas A , a pair, la ramification est presque maximale

si et seulement si t >

d) Dans le cas A , a impair, p ne peut diviser la différente de
1'extension L/KH (KH corps fixe par le groupe H) en effet
vL(,B(L/KH)) = (t+1)(-1) et (t+)(p-1) < 2pe d'aprés b) .
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e) Dans le cas A , a pair, p divise HL/K) est équivalent & p
divise ﬁ(L/KH) d'aprés c) .

PROPOSITION 2. - L'hypothése H du paragraphe 1.4 est vérifiée

dans tous les cas par le module M .,

+
En effet, si e € G(MLZ—T,K[H]) N E[H] on vérifie que pour tout

+ +
® € Gal(E/k) , cp(e).Mlz—T C M1—2I , il suffit de vérifier que 1'inclusion est
1
vraie pour tout élément de la A-base de MiﬁE donnée ci-dessus.

2

PROPOSITION 3 (cf. [5]). - Pour tout corps F , Qpc FcECcC QI')

I'ordre maximal de 1'algdbre FI[H] noté Mg » st donné par (cf.[5])

Mg = Tz ag,a

[ieF]
€EF, vo@) = -1l—
0<isp-1 i Fi p-1

D'autre part, W‘F est 1'anneau engendré par AF[H] (AF anneau

des entiers de F) et par les idempotents % t {ex], X € Irr:I(F) .

Dans la suite, nous allons chercher (d'aprés 1.4) le plus grand corps
F', Qp c F' c E tel que mF' c O(M%—I,K[H]) (respectivement dans le
cas B et le cas A a pair, le plus grand corps F" , Qp CF'cE tel
que mF" c G(M-l-;—z , KIH]) . Puis nous en déduirons le corps F et la dé-
composition centrale de B d'aprés la proposition 3 de I.4. Cette étude néces-
site de séparer les cas B , A a pair e¢ A a impair, c'est ce que nous

ferons dans la suite.

I.2. ETUDE DU CAS B

Définissons 1'ensemble 8(%) , f. [2 et 5])

8(%) = {h entier, 1< h < p-1/ pour tout h' entier, 1< h'<h :
2 L2
h's > }.

$ ¥

D'aprés [5]
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O(ML;E,K[H]) = @(Ml—;I,K[H]) =

i it
—; Z a.g , aieK, vK(ai)z--ni ol ni—[p]+6i
O<i<p-1 ¢
1 si p-i € 8(’5)
avec b, =
i ,
0 sinon

Comme dans [2] on en déduit que si p divise la différente HIL/K) on a

si a=0 ousi a divise p-1, F =F'=F"=E, et sinon F=F“=F’=(12p

D'ou les décompositions données par le théoréme dans ce cas-la.

3. ETUDE DU CAS A ,a impair

Rappelons que dans ce cas ML_-1

est un module indécomposable et
+T 2 2pe 2peg
que Mz— est décomposable si et seulement si lK— 2 st < o1 " 1.
p- -

Introduisons 1'ensemble

\

8'(%5) = "h entier, 1< h < p-1/pour tout h' entier, 1< h'<h:
h'atp _ ha+p
20~ 2p
P D
ce qui équivaut &

f:'(ét-l;)= h entier, 1shsp—1/}21—a>l et vh' , 1<h'<h

2
1 1
ou bien h_a< 1 ou bien ll-£> ha (
2p 2 2p ~ 2p {
PROPOSITION 1. - Si la ramification est presque maximale c'est-a-
-1 +
dire si e, = ®-l)ag , 2%l

K 2z 2 2%

o(Ml-zﬂ,K[H]) = Z a,g1 , 8 €K, vK(ai) > —ni ol
0<i<p-1 X
. 1 si p-i €€&)
n! = [Lt-] +8' aveec &' = 2p
i lgp i =2 .
0 sinon

La démonstration de cette proposition est analogue & celle de la pro-
position de [5], page 19 .
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PROPOSITION 2, - Si la ramification est presque maximale et si a=1
+
ona 7, < G(Mlz—I,K[H]) N E[H]

Démonstration. Nous avons dans ce cas ex = (p-zl)a() +1, en divisant
a la fois p-1 et ek est nécessairement égal 4 1 et donc E =k = Qp .
t ia
Par suite 8'(2—1;) = {1} et ni = -59- pour tout i , 0<i< p-1 . L'inclusion

est ensuite facile a vérifier.

PROPOSITION 3. - Si la ramification est presque maximale et si a # 1

pour tout sous-corps F de E , Qp ¢gF cE ona

My, ¢ G(M2E, KIH] )N FIH]

Démonstration. Si F est un sous-~corps de E , Qp ¢ FcE, on

peut dire que 2eF divise a+l en effet 2eK= (p—l)a0+a+1 et 2eF divise

2e, et a (-1) . Si

K
1+1 i n{eF
e c:@(M-2—,K[H])ﬁ FlH] = 2 a.g , a,€F , v@) 2 -7
O<isp-1 K
. ' . — _ .p-1 . s
c'est qu'en particulier pour les indices i =k , lck<e_ -1, (ici e_>1)
k eF F F
on a :
ie e
ni > [kF] x5~ pour lskSeF—l

k p-1 F
t
3 32 ] - - | Jy A
ce qui équivaut & &8!'>21 pour 1sk < eF 1 oua p ik €€ (2p) pour

l1<k<e_-1 or ceci est impossible, en effet :

F A
(e, -1)(atp)
o si a>a_;;p_ on a p<—F-—é—-—- < 2p et les indices
-1 ) 2 prkfgp)
hk =p-i =p-—g5 pour 1<k < eF—l vérifient 2D = % en
. h\vd v
h a
eF—l 1 ¢
i <z - &) .
particulier 5 donc p ie 1 ¢ (2p)

2 F

o si a<a—;P— alors h =p-p€l e’&'(%r—)) en effet, il existe h' tel

1
F F ha 1

que (h'-1)a <p < h'a et cet h' vérifie 2<h'<h avec —23 >3 et



ha_ta _M?
2\1/) 2p \;/)

La partie du théoréme de II.1 relative aux extensions de cas A , a

impair, est donc démontré car d'aprés les propositions 2 et 3 F'=F = Qp .

Il.4. ETUDE DU CAS A, a pair

1+ 1- .
Rappelons dans ce cas que les modules M-I-EI et M—ZI sont décompo-

2pe -

K ' . P-Dag a
- - e = +—
b1 1 c'est-ad-dire si eK 5 5

Placons-nous dans cette hypothése.

sables si et seulement si t =

Notations.

h'(a+p) S h@+p)+p
2p 2p
h'@atp)tp h(a+p)+p€
2p 2p '

Notons aussi pour tout i , 0 <i<p-1, ni (respectivement ni') le plus

81(5%) = 3h entier, 0<h<p-1/vh' entier O0<h'<h ,

et

6'1(2_(;5) = 311 entier, 0<hs<p-1/vh' entier O<h'<h ,

i -
grand entier tel que pour a, € K, ag € O(Ml—zl,K[H]) (respectivement

aigi GG(M%—@-,K[ H])) si et seulement si VK(ai) 2 -ni (respectivement
VK(ai) > -n{) .

PROPOSITION 1, - Pour tout .i , 0<i<p-1 on a :

| . i@-1)

v=-1—t- + 6t = 0 +1(a+p)+'
a) nf [2p] 61 5 ( 2p ] 61
t
1 si p-i € Ei(ﬁ)
avec ©O! =

0 sinon,
b) n, < [i—t] +5

avec §, = 3
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De plus, pour les indices 1k = kL—1 , lsk ge on a
. e E —
it E
k

n, = ["'—2 ] + 8

k p

k

PROPOSITION 2. - 8i p divise la différente S(L/K) et si a est

non nul et ne divise pas p-1, quel que soit le sous-corps F de E ,

Qp ¢F cE, s n'est inclus ni dans O‘(Ml'-g-z,K[H}) ni dans

G'(ML;—T,K[H]) .

Démonstration. Soit F un sous-corps de E , distinct de Qp , on a

comme dans II.2
p-1 i ieF
7)2F = 1}30 ag ,a €F, VF(ai) > —[p—_i]

p-1
Considérons l'indice j = P ici er >1; si aj € F avec
F

Jep ' L
VF(aj) = - p—ll = -1, ajgJ est un élément de ?7<F . Montrons que

ajgj QG(Ml—;I,K[H]) et ajgj ¢ G(M%I,K[H]) c'est-a-dire que

e

K
v_(@a)=v_.@a)— < -n et v_(@) <-n, .
K@) = Vg J)eF ; K@) ;

Il est facile de voir que ces deux inégalités proviennent de ce que pour

j= %7—1- , 6j = 6]! = 0 . Pour démontrer que 6j = 65 = 0 on trouve des

F
indices h', h'<p-j, a l'aide des dénominateurs des réduites successives
du développement en fraction continue de % , qui d'aprés les définitions pré-

— et
cédentes entrafnent que p-j ¢ €.6p) et pri ¢ €96y -

Cette proposition signifie que dans ce cas F = F' = F" = Qp .

PROPOSITION 3. - Si p divise HL/K) et si a=0 ousi a
- 1+T 1-7
divise p-1, alors WzE c @(M—z—,K[H]) et ?72E c (}(M-—z——, KI[H]) .

Cette proposition signifie que si a=0 ou a divise p-lL on a
F=F =F"=E . Le cas a=0 est immédiat daprés [5] car

My = G(M%I,K[H]) = G(Ml—;I,K[H]) .

Le cas a/p-1 se déduit des deux lemmes suivants :
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147 . 1-1
LEMME 1. - 7, C G(M—z‘—, E[H]) (respectivement Mg < o(M—z—,E[H] )

si et seulement si la suite p -k ;Ll , 1<k <e_ estdans 8'1(2t—p)

£ E

. L
(respectlvement 81 (Zp) ).

_]..
Démonstration. % CO(M}z—T, K[H]) si et seulement si

. E
ie

< ' . <i<op- s e e

eK[ p—1] egh; pour tout i, 0<i < p-1. Pour les indices i vérifiant

k-e—1 <jix< (1<+1)Ee-—1 , 0sk« eE—l, il est facile de voir que ces inégalités sonf
E E :

. PP - p-1 .
toujours vérifi€es. Pour les indices k o 0<k seE elles ne le sont que si

E

5’ =1.
W tald

°E

LEMME 2. - Si a divise p-1, la suite p—kRe_E1 est dans 6'1(5%)

. t
(respectivement Sl(zp)) .

Démonstration. Si a divise p-1 posons d = P—;l—l . D'autre part,

e qui divise e et p-1 divise aussi a d'aprés 1'égalité 2eK=(p—1)a0+a.

K

Par suite, si nous posons a = rep , on obtient 2eK = reE(da0+1) , on montre

facilement que d'aprés le choix du corps E , r est un entier pair.

-1
Soit 1sk = en I'entier p - kReE s'écrit alors

p-k%’E—1 =p-krd = 1+d(@-kr) .

Par suite,
I a t ., b1
-k eE)a kr P-k eE)(a+p)+p ke
—25— ~2p 5D = 2p
2D p 2D p

D'autre part, suivant que d est pair ou impair on a :

ui Vaut EI‘_:_.]_'_LE ou kr - 1
4 2p 2p

{1+ @ke+)d}@4p) +p
2

Comme ja = j;‘ (mod p) est impossible si j et j' sont des entiers distincts
compris entre 0 et p-1, il est clair d'aprés les représentations sur le cer-

cle modulo 2p que la suite, p-krd, 1<k < ep se trouve a la fois dans

t t
8i(§§) et 81('2—1')') .
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CAS d impair

¢ A+ @p)p

", (1+2d) (a+p)+p
+(1+3d) (a+p)+p

\
N

(1+(@-3)d) (a+p)+p
L(1+a-2)d) @+p)+p

+(1*+a-1)d) @+p)p
10 = (1+ad)(a+p)tp

CAS d pair

(1+2d) a+p)+p

- (1+4d) (a-+p)+p
- (1+(a-2)d) (a-+p)+p

0

o)

(1+3d) (a+p)+p >
(1+d) @+p)+p
atp”

N.B. : le point noté x sur le cercle représente le reste modulo 2p de l'entier x.

Les propositions précédentes permettent de démontrer le théoréme dans

le cas d'une extension de type A avec a pair.

Il nous reste A regarder le cas ol l'extension est modérément ramifiée.
C'est le cas le plus simple, car nous pouvons alors choisir un élément 6 de

B tel que B = A[G].6, par suite M = A[G] et Gd(M,K[G]) = A[G]
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Donc dans ce cas aussi M vérifie 1'hypothése H et d'aprés le §1, B et

M sont des modules centralement indécomposables, D'autre part, les sous-
1+ -

modules MTT et Ml—I de M sont indécomposables car les idempotents

2

T(1+1) ot T(1-1)
2p 2p
1.4). Une décomposition de M en sous-Al[G] -modules indécomposables est

ne sont pas dans Gd(M, KIG]) (cf. corollaire du théoréme

donc dans ce cas :

T et
M—M2€BM2.

Rappelons que lorsque l'extension n'est pas sauvagement ramifiée p ne divise
pas la différente de L/K . Ceci achéve la démonstration du théoréme cité au

début du §II .

§ III

DECOMPOSITION DU GALOIS-MODULE DES ENTIERS
D'UNE EXTENSION DIEDRALE D'UN CORPS DE NOMBRES

Dans ce paragraphe, K désigne un corps de nombres et L une
extension galoisienne de K avec Gal(L/K) = G, groupe diédral d'ordre 2p .
B et A désignent respectivement les anneaux d'entiers de L et de K.
Nous nous intéresserons tout d'abord A la décomposition centrale du A[G] -

module de rang 1 , B, décomposition que l'on sait unique (cf. §I) .

.1 DECOMPOSITION CENTRALE

Dans ce paragraphe, nous démontrerons le théoréme suivant :

THEOREME. - Soit L/K une extension diédrale de corps de nombres,

une condition nécessaire et suffisante pour que le A[G] -module B des

entiers de L soit décomposable centralement est qu'il existe un sous-

corps F de L, KcF gL, galoisien sur K tel que [L:F]

divise la différente de L/F .
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Pour la démonstration de ce théoréme, nous allons tout d'abord voir
comment l'ordre associé &4 B dans KIG] , &B,KIG]) se déduit des or-

dres associés des extensions locales.

III.1. 1, Lien entre les divers ordres associés.

Soit P l'ensemble des idéaux premiers de A . On note Kp le
complété de K pour un idéal p € P, Ap 'anneau des entiers de Kp et

Bp = Ap[G] ? B . On a alors la propriété suivante : pour un A de KI[G],
AlG] ‘

A est dans O(B,K[G]) si et seulement si pour tout idéal p de ©, X est
dans OB ,K [G]) .
I

Choisissons ensuite un idéal P premier de B au-dessus de p € P ;
notons D le groupe de décomposition de P et R un systéme de représen-
tants de G/D . Le complété L‘p de L pour la valuation P-adique est une

de groupe de Galois D , et si B‘B est 1'anneau

extension galoisienne de K

p

des entiers de L on a :

P

et

(* O(Bp,Kp[G]) = N sE@to®

,K [D])) s-1 (cf.[1] , chapitre 4).

On note § 1l'unique systéme complet d'idempotents centraux primitifs
orthogonaux de O(B,KI[G]) . Pour tout p € ®, § est aussi contenu
dans 0B ,K [G]) .
PPy

IIL 1.2, Condition nécessaire pour une décomposition centrale.

Pour que S8 # 1 , regardons d'abord les ordres O(Bp,Kp[G]) pour

des idéaux p de A situés au-dessus du nombre premier p .

Si p est au-dessus de p , les possibilités pour 1'extension L'B/K
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et pour l'ordre G(Bp’Kp[G]) sont les suivantes :

a) p est un idéal totalement décomposé dans L'B/KP ; c'est-d-dire

D = {1} . Dans ce cas G(Bp,Kp[G]) = Ap[G] ;

b) p est un idéal de A décomposé en p-idéaux dans L /Kp , D

______________________________________ ‘:p

est alors un sous-groupe d'ordre 2 de G ; l'extension L /Kp est modéré-

P
ment ramifiée et O(Bp,Kp[G]) = Ap[G] ‘

Dans les cas a) et b) le seul systéme complet d'idempotents centraux

est 1 .

c) p est un idéal non décomposé, c'est-ad-dire D =G , on a alors

G(Bp,Kp[G]) = OB ’Kp[G]) , l'extension locale étant soit totalement ramifiée,

P

soit ramifiée dans la partie de degré p (cf. §II).

D'apres le §II, CG(B ’Kp[G]) posséde dans ce cas un systéme d'idem-

P

potents centraux non trivial si et seulement si la ramification est presque maxi-

male dans l'extension L_/K

P

d) p se décompose en 2 idéaux, c'est-ad-dire D = H et l'extension

L_/K est cyclique d'ordre p. Ona B =B &1B_ .
Py p by T

La formule (¥ dans ce cas, montre que 1'hypothése H. du §I.3 est

1
vérifiée pour le A _[G] -module Bp . D'aprés le corollaire du théoréme de

1.3, on voit que G(Bp’Kp[G]) a un systéme d'idempotents centraux non tri-

+ 1-
vial seulement si il contient un des idempotents _'II;_ , Td T), Id-9 . On mon-

2p 2p

tre que ceci n'est possible que si % €C(B ’Kp[D]) , c'est-a-dire que si

P
1'extension L‘D/Kp est ramifiée avec une ramification presque maximale (cf.[5]).
En résumé, une condition nécessaire pour que O (B,K[G]) posséde

un systéme 8§, 8§#1, est que les idéaux p de A au-dessus de p se
comportent tous comme dans les cas c¢) et d) avec une ramification presque
maximale. Cette condition s'exprime facilement & 1'aide de la différente de

I'extension L/K : B/(L/K) . 11 suffit dans chaque cas de calculer les valuations

P-adique de la différente sachant que v,p (B(L/K) = 2 Card(Gi)—l cf. 191)
i=0
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(les Gi étant les groupes de ramification successifs de 1'extension L /Kp) .

P

LEMME. - Une condition nécessaire pour qu'il existe une décomposition

centrale non triviale du A[G] -module B est que p divise la diffé-

rente S5(L/K) de l'extension L/K .

IIL. 1, 3, Condition suffisante.

Supposons que p divise la différente 5(L/K) ; notons KH le sous-

corps de L fixe par H . Deux cas sont possibles :

i) p divise aussi la différente de L/KH , ,B(L/KH) . Toutes les

extensions locales de degré 2p ont alors un nombre de ramification t_ su-

2pe ?
périeur ou égal & ___ P -1 et il n'y a pas d'extension locale totalement
p-1

ramifiée avec a impair (cf. la remarque d) du paragraphe II.1). Par suite,
d'aprés II, tous les ordres locaux contiennent 1l'idempotent Iﬁ et done

% €0B,KIG]) et B a une décomposition centrale non triviale.

ii) p divise la différente B/(L/K) mais ne divise pas .B(L/KH) .

On démontre qu'il existe alors nécessairement une extension locale au-dessus

de p, de degré 2p , totalement ramifiée avec a impair (cf. remarque du
§II.1) . Les seuls systémes §# 1 , possibles contiennent 1(211) d'aprés le

théoréme de II , il faut donc regarder dans quelles conditions 'I_'_é]}_.)il) appar-
tient aux ordres O(Bp’Kp[G]) ol p‘ décrit 1'ensemble des idéaux p €f

au-dessus de 2 ,

Si p est un idéal au-dessus de 2 , les possibilités pour l'extension

L‘I—‘/KP et pour l'ordre G(Bp,Kp[G]) sont les suivantes :

a') p est non décomposé, c'est-d-dire D = G ou p est décomposé

ces trois cas, L /Kp est modérément ramifiée ou non ramifiée et

P
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B ,K [G]) = A [G]
o®,, K 1) 0

b') p est décomposé en p-idéaux, D est un sous-groupe d'ordre 2

et L /Kp est une extension cyclique d'ordre 2 .

¥

On choisit pour P 1'idéal au-dessus de p qui correspond au groupe

D engendré par lett, D = (1,7) . D'aprés le début du §II (%)

o®,K[al)= n o e Jom

,k [D]) o
0<i<p-1 LA !

T(1+71)

2p Pl
donc si et seulement si la ramification dans L_/K est presque maximale

P

ou encore si et seulement si 2 divise la différente de L/K . Ceci termine

On voit que € O(Bp’Kp[G]) si et seulement si -1-; € (B ’Kp[D])

la démonstration du théoréme cité au début de ce paragraphe en effet dans le

cas i) p divise .B(L/KH) dans le cas ii) 2p divise ML/K) .

On remarquera que si l'on connait précisément tous les nombres de
ramification des idéaux au-dessus de 2 et de p d'une extension L/K ,
on peut donner exactement la décomposition centrale du A[G] -module B ,

par exemple :

PROPRIETE. - Si 2p divise la différente de L/K , A(L/K), et

si p ne divise pas la différente .B(L/KH) la décomposition centrale

de B est la suivante :

_T(+n)

2p )B  (cf. remarque d) du §II.1 et théoréme du II)

_ T(d+1)
B = T Ba (1

.2 DECOMPOSITION EN SOUS-MODULES INDECOMPOSABLES

THEOREME. - Soit L/K une extension diédrale de corps de nombres,

A et B étant les anneaux d'entiers des corps K et L et G le

groupe de Galois G(L/K) , une condition nécessaire et suffisante pour
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le A[G] -module B soit décomposable est que l'un des deux diviseurs

de l'ordre de G, 2 ou p, divise la différente S(L/K) .

Soit 6 un élément de B qui engendre une base normale de L/K
on note M = {AeKIG] , -6 €¢B}, c'est-a-dire le A[G] -module & gauche
de rang 1 qui vérifie B = M-6 . Nous savons alors que B est un A[G] -
module décomposable si et seulement si il existe un idempotent e , e #0,
e# 1 , dans l'ordre & droite de M dans KI[G] : Od(M, KI[G]). Nous allons,
pour démontrer le théoréme cité ci-dessus nous intéresser tout d'abord au

choix de cet élément 6 .

OoL2. 1, LEMME, - Si K' est un corps local d'anneau des entiers A', si

L' est une extension galoisienne de K' d'anneau des entiers B' et

o« un élément de B' engendrant une base normale de L'/K', no-

tons M = {\ e K'[G] , o € B'} . Il existe un entier positif N tel

que si B est un élément de B' vérifiant VL'(Q-B) > N alors le

module MB = {A e K'[G] , 8 € B'} est égal au module Ma

(VL' désigne la valuation du corps L') .

Démonstration., - Si e et f désignent respectivement 1'indice de ra-

mification et le degré résiduel de L'/K', on peut choisir une A' base de
B' du type {ElrrJ , l<i<f , 0<j<e-1} o0 m est une uniformisante de K'

et ol (Ei) est une famille d'unités de B' telle que (fi) soif une

_ 1sisf ) 1<i<f
K' base de L' (corps résiduel). Pour tout couple 1i,j il existe alors un

élément Kij de Ma tel que )\i

base de Ma . Il existe alors un entier N tel que si VL'((},—B) > N pour

ja = Eirr] . Les )\ij forment donc une A'-

un B de B' on puisse écrire

- +
VL'()\ija XijB) >e+l .

Ceci entrafne que XijB est un élément de méme valuation que Eirr] et

i i
suite les )\i' forment une A'-base de MB e¢e M =M

a B’

s'écrit donc : )\ijB = E;rr] avec E!' unité de B' vérifiant Ei'=f2 . Par
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IIL.2.2, Choix de 1'élément 6 de B qui engendre une base normale de L/K .

a) Premier cas. Il existe un idéal q de A non décomposé dans

L/K , c'est-a-dire il existe une extension locale Lﬂ/Kq de degré 2p ,
QNA = q . Alors pour tout idéal p de A au-dessus de 2 ou de p nous

choisissons dans B‘]} (BNA = p) un 0O de fagon que 1'on connaisse le module

P
M‘];5 de Kp[D] ( D groupe de décomposition de P dans L/K) qui vérifie :
B _=M_.6
P PP
dessus de p ni au-dessus de 2 , choisissons un GQ dans BQ .
B. = A[G] - 6. puisque l'extension L /Kq est forcément modérément rami-

Y Q Q

fiée.

(choix précisé dans [5]). De plus, si 1'idéal q n'est ni au-

tel que

D'aprés le lemme d'approximation, il existe alors un élément 6 de B

tel que pour tous les p cités au-dessus v_(6-6_) > N

PP P

(pr entier défini

par le lemme précédent).

Ce B engendre une base normale de L/K , car l'extension LQ/Kq
est de degré 2p et dans les algébres Kp[D] citées ci-dessus, on a

B =M.6=M3:-9 d'aprés le lemme précédent.

P03 PP

b) Deuxiéme cas. Pas d'extensions locales de degré 2p mais il existe

au moins un idéal p de A au-dessus de 2 ou de p qui se décompose

P
dre une base normale de L /Kp et tel que 1'on connaisse le Ap[H]—module

D
p” MOy

en deux idéaux P et P . Choisissons dans B_ un élément e‘13 qui engen-
M‘13 vérifiant B

LEMME. - Il existe des entiers N et M tels que si 6 € L vérifie

gl

L_/K t a B =M.6=M.6 dans K [H] dans 1
13 p el on ‘:p ‘B T’ T’ N P comme ns ie

lemme du 2.1.

v (G-GP) >N et v$(e) = M alors 6 engendre une base normale de

Dans ce cas, on choisit donc 6 grice au lemme d'approximation en
lui imposant les m@mes conditions que dans le premier cas, plus les conditions

du lemme du 2.2.
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c) Troisiéme cas. Pas d'extensions locales de degré 2p et tous les
idéaux au-dessus de 2 et de p se décomposent en p idéaux. Alors il est
facile de voir que tout 6 de B qui engendre une base normale de L/K
engendre aussi une base normale de toutes les extensions locales de degré 2 .

Dans ce troisiéme cas, 0 est choisi de cette facon 1a.

Remarque. Dans les deux premiers cas, chaque fois que l'extension
locale est soit modérément ramifiée, soit non ramifiée le 6_ choisi locale-

ment est tel que B_ = Ap[D] -% c'est-a-dire que M_ = Ap[D]

P P
Récapitulons : pour un idéal p dommé de A , si P est un idéal de
B, PNA =p, de groupe de décomposition D et si R est un systéme de

représentants de G/D, onnote B =A [G] ® B etona
p p AlG]

B = & gB,.
P ger P

Si B est choisi comme précédemment pour ce 6 on pose B = M.8 et

M =AIG] ® M etsi B_=M-68 ona: M= N M etona alors
PP AlG] P07 pEP

quatre cas possibles suivant les ramifications de 1'idéal p .

a) est non décomposé alors B =B et M =M .
b BRI b B PP
8) p est décomposé en deux idéaux : M = My @t M, .
y) p est décomposé en p i_(ié_aﬂ:i : M = @& c:iM‘13 .
""""""""" ‘ P osigp-t

8) p est totalement décomposé : Bp = Mp = Ap[G]

Rappelons que B est décomposable si et seulement si il existe un
idempotent e de KI[G] distinct de 1 et de 0 dans Gd(M, KIG]) c'est-
j-dire si il existe un idempotent e , e#1 , e# 0 , vérifiant

e € Gd(Mp,Kp[G]) pour tout idéal p € @ .
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II1.2. 3. Condition suffisante pour que le A[G] -module M soit décomposable.

Rappelons tout d'abord le résultat suivant de Reiner [4]p. 580. Soit P

1'ensemble des idéaux premiers de A qui sont soit au-dessus de 2 soit

au-dessus de p . Pour tout p de Pl on note Ap le localisé de A en p.

M o=A®M, A= 0 A et M=AG®M clest-a-dire M= N M .
Pa per; P A e, P

D'aprés [4], M est un A[G] -module décomposable si et seulement

si M estun A[G]-module décomposable.

PROPOSITION. - Soit M est un A[G] -module de rang 1 contenu dans

KIG] , il est décomposable si et seulement si il existe un idempotent

e de KIG] , e# 1, e#0 appartenant 3 tous les ordres

Gd(Mp’ Kp[G]) pour peEPR .

En effet, si pour tout pep, , e € Od(Mp’Kp[G]) on a K’Ipe c 1(/[p s
on en déduit e ¢ Od(f/I, KIG]) et d'aprés le théoréme de Reiner M est dé-

composable,

Réciproquement, si il existe e € Od(fd, KIG]l), e#1 , e#0 c'est que

eeod(f{p,K[G]) pour tout p de Pl et par complétion MpeCMp pour
tout p de P1 .

LEMME. - Si 2 divise la différente XL/K) , B est un AlG]-

module décomposable.

Démonstration. Nous allons montrer que si 2 divise la différente de

+
L/K , I'idempotent %I appartient a tous les ordres Od(Mp, Kp[G]) pour

tout p € .

Regardons tout d'abord les idéaux p au-dessus de 2 . Si 2 divise
la différente de L/K , toutes les extensions locales relatives 3 des p au-
dessus de 2 sont de degré 2 et elles sont ramifiées avec une ramification

presque maximale. (cf. (5], [2], [10]).
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Pour ces extensions, on a :

M = & oM

P osisp-t P

et d'aprés [2] si la ramification est presque maximale, on a

14T
— €0,M_,K (D)) = O&B,,K [D]) . Par suite, pour ces idéaux ,
2 € OqMyK (D)) = OBy, K [D]) P p
i
5 € Od(Mp, Kp[G]) .
Regardons alors les extensions locales pour des idéaux p au-dessus
de p.
ler cas. - Mp = M‘D . L'extension locale est soit modérément rami-
fiée et d'aprés le choix de e‘p : M“]3 = Ap[G] (voir remarque 2.2), et donc
+
_1_51 € Od(Ap[G] ’Kp[G]) ; soit ramifiée et toujours d'aprés le choix de 6’13 ,
+
on vérifie d'aprés [5] que J'El € Gd(M‘p’ Kp[G]) .

2éme cas, - Mp = M‘D@ TM?B , l'extension locale est de degré p .
D'apres le choix du 813 , on vérifie que M‘br = tM_ et donc que

P
14T
= EGd(Mp,Kp[G]).

3éme cas. - M = ¢ M , l'extension locale est de degré 2,
T P osisp-1 P

donc modérément ramifiée ; par suite, 12i.£ €EOB ,Kp[D]) = Od(M ’Kp[D])

P P

+
et on en déduit 1 € Od(M

> ,Kp[G]) .

p

En utilisant la proposition précédente (§2.3), on a démontré que si 2

divise la différente de L/K, B est un A[G] -module décomposable.

LEMME. - Si p divise la différente HL/K), B est un A[G]-

module décomposable.

Démonstration, -~ Nous allons montrer que si p divise la différente
. p-1
- 2 2 .
de L/K , l'idempotent e = (L%I—?-I— (c+o0 ..t o ))(1+1') appartient 2
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tous les ordres (}d(Mp, Kp[G]) pour tout p € Pl .

Regardons tout d'abord les idéaux p au-dessus de p , si p divise
la différente de L/K , toutes les extensions locales relatives & des p au-
dessus de p sont de degré 2p ou p et elles sont ramifiées avec une
ramification presque maximale (cf. [5]) . Donc deux cas se présentent :

ler cas, - M = M_ . D'aprés le choix de 913 et d'aprés les résul-

------- p bl
tats de [5] donnant une A-base de M‘D on démontre que e € Od(Mp,Kp[G] ).

2éme cas. - Mp = M‘D + TM‘]} l'extension locale est de degré p ,

ramifiée avec une ramification presque maximale ; on sait d'aprés le choix de

eq} et d'le\l/[prés [5] que Mq}lé- c 1\/?3 ], que M‘-B'AP[H] c M‘B et que
Mt=r7 . Donc e €0, (M ,K IG]) .
D T d p p

Pour les idéaux p au-dessus de 2 , on remarque que e € Ap[G]
D'autre part, soit 1'extension locale est modérément ramifiée et par suite
Mpe - Mp , soit elle est de degré 2 et il est facile de vérifier que M e c M

puisqu'on a une base de M‘D d'aprés [5]

IIL 2. 4. Condition nécessaire pour que le A[G]-module B soit décomposable.

PROPOSITION (cf. [8]). - Soit A un anneau intégre de caractéristi-

que 0, K son corps des quotients e¢ G un groupe fini, Card G =n .

Si e= 2 ag estunidempotent de KIG] , e#0 et e#1 alors
geG 8

q

n

ona: a,6 =

1 avec q un entier, 0<q<n .

En particulier, si G est un groupe diédral, a L mis sous forme

irréductible, admet forcément un 2 ou un p au dénominateur ou les deux.

LEMME. - Sini 2 ni p ne divise la différente HL/K), B est

un A[G] -module indécomposable.
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Démonstration. Pour démontrer ce lemme nous utiliserons la proposi-

tion précédente et nous montrerons qu'il ne peut pas exister d'idempotent e ,

e£1, e#0, tel que e EGd(Mp,Kp[G]) pour tout p € PI

idempotent e, e = 2. a g, a, ne peut avoir ni ‘2 ni p au dénomina-
geG 8 1

car pour cet

teur.

En effet, si 2 ne divise pas la différente B5(L/K), c'est que les

extensions locales au-dessus de 2 sont

e soit de degré 2 avec une ramification qui n'est pas presque maxi-

male. Mais alors si on écrit M = <) olM,B , ni M_ ni I'ordre
O<i<p-1 ?

G(MW Kp[D]) = G(B‘B’ Kp[D]) ne contiennent —ZI et comme a +aT1: (de

I'écriture e = 2, a g) est dans M_, a_ ne peut avoir de 2 au déno-

minateur ;

e soit de degré autre que 2 , mais elles sont alors modérément

ramifiées et a 1 n'aura pas non plus de 2 au dénominateur.

On montre de la mé&me fagcon que si p ne divise pas la différente
HML/K) , a, ne peut avoir de p au dénominateur et par suite B est un

AlG] -module indécomposable.

La démonstration du théoréme cité au début du paragraphe III.2 résulte

immédiatement des lemmes des paragraphes 2.3 et 2.4 précédents.

Remarquons que la donnée précise, pour une extension L/K , des
nombres de ramification des extensions locales permet souvent d'écrire une

décomposition en sous-A[G] -modules indécomposables du A[G] -module M .

Par exemple, si p ne divise pas _B(L/KH) et si 2 divise 5(L/K)

une décomposition de M en sous-AlG] -modules indécomposables est

+ -
14T o g ot

M=M= 2
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IIL2 5 Etude du cas K=Q@ .

Dans le cas d'une extension diédrale L/@ , les résultats se simplifient

un peu, nous les résumons de la maniére suivante, en notant LH le sous-

corps de L fixe par le sous-groupe H .

e Si 2 ne divise pas H(L/®) et si p ne divise pas B/H(L/Q) ,

B est un A[G] -module indécomposable.

e Si 2 ne divise pas S(L/@) , si p divise H(L/Q) mais ne

divise pas .5(L/L ) , B est indécomposable centralement, mais B est

un A[G] -module décomposable.

e Si 2 ne divise pas H(L/®) et si p divise .B(L/LH) ,

B = —;[):B + (l—g)B est la décomposition centrale de B .

e Si 2 divise _B(L/Q) et que p divise .5(L/L o

+
B = T(;pr) Be T(l T)B@ - —)B est la décomposition centrale de B et
+
M = MM & M T(l Td-1) ® M(1—T)(1 1'-)EBM( 1——) (-—) est une décomposition
2p 2p p p 2
totale de M .
© S 2 dvise SO/ ctauep ne divisopes S@L/Lg . B est
+
indécomposable centralement et M = Mlz—z @ M—-z—I est une decompos1t1on

de M en sous-AlG] -modules indécomposables.

e Si 2p divise B/(L/®) et que p ne divise pas .B(L/L ),

+T) +

B = T—(ZIP—T)B ® (1 - -T—(%E))B est la décomposition centrale de B et
T(1+r) , . -

M=M & M(1-= )( )EB M——— est une décomposition totale de M ,

2



VI. 35

BIBLIOGRAPHIE

[1] A.M. BERGE - Anneaux d'entiers et ordres associés. Thése de doctorat
Bordeaux, avril 1979.

[2] F. BERTRANDIAS - Décomposition de Galois-module des entiers d'une
extension cyclique de degré premier d'un corps de
nombres ou d'un corps local. Extrait des annales de
I'Institut Fourier, Tome XXIX, Fascicule 1, pp.33-48
(1979).

[2bis] F. BERTRANDIAS - Décomposition du Galois-module des entiers d'une
p-extension cyclique d'un corps local. Séminaire de
théorie des nombres, Grenoble, nov. 1977.

[3] Z.1. BOREVICH et S.V. VOSTOKOV - The ring of integral elements of
an extension of prime degree of a local field as a
Galois-module. Zap. Nauén Sem. Leningrad. Otdel.
Mat. Inst. Steklov (LOMI) 31, pp. 24-37 (1973).

[4] C.W. CURTIS and I. REINER - Representation theory of finish groups
and associative algebras. Interscience, New York
(1962).

[5] M.J. FERTON - Sur l'anneau des entiers d'extensions cycliques de
degré p et d'extensions diédrales de degré 2p d'un
corps local. Thése de doctorat 3e cycle, Grenoble
(1972).

[6] H.W. LEOPOLDT - Uber die Hauptordnung der ganzen Elemente eines
abelschen ZahlkOrpers. J. reine angew Math, 201
(1959), pp. 119-149,

[7] Y. MIYATA - On the module structure of a p-extension over a p-adic
number field. Nagoya Math, J. 77 (1980), pp. 13-23.

[8] 1. REINER - K.W. ROGGENKAMP - Integral representations. Lecture Notes
744 Springer (1979), p. 73.

[9] J.P. SERRE - Corps locaux. Hermann (1962).

[9bis] J.P. SERRE - Représentations linéaires de groupes finis. Hermann
(1971).

[10] S.V. VOSTOKOV - The ring of integral elements of an algebrajc number
field as a Galois-module. Zap. Nauén, Sem. Leningrad
Otdel. Mat, Inst. Steklov (LOMI), 71 (1977), pp.80-84,
284,



