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I.1 Séminaire de Théorie des Nombres 
6 et 13 novembre 1980 

Grenoble 

ACCELERATION DE LA CONVERGENCE 

DE CERTAINES RECURRENCES LINEAIRES 

par Henri COHEN 

1. INTRODUCTION 

Considérons la relation de récur rence l inéaire d T ordre K : 

K 
(1) v(n) = E a.(n+l-j)v(n-j) 

j= l J 

où les a^(n) sont donnés. En général , l 'espace vectoriel des solutions de (1) 

est de dimension K . Soit [ v v } une base de cet espace . Nous dirons 
i JK 

que la r écur rence (1) converge si le K-uplet (v. (n),. . . , v^(n)) considéré comme 

élément de l 'espace projectif H? tend vers une l imite quand n - œ . Il est 
J \ - l 

facile de voir que cette notion ne dépend pas de la base { v - , . . . ^ ^ choisie. 
1 K 

Si vj^( n) ^ 0 pour tout n , il revient au même de di re que pour tout 

i Ç [1,K-1] la suite v .Oi j /v^n) tend vers une l imi te . 
i J\ 

Notre but est d ' accé lé re r la convergence de la récur rence (1) (ou m ê ­

me de faire converger des r écur rences qui ne convergent pas ) . Pour cela, on 

introduit des suites r . (n) pour 1 ^ i <. K et on modifie la suite v en posant : 
K 1 

(2) v'(n) = E r . (n+K+l-i)v(n+K-i) . 
i=l 1 

Si les r . sont choisis de façon judicieuse, les v f(n) convergeront 

plus vite que les v(n) , et en général ve r s la même l imi te . On peut main te ­

nant recommencer le procédé en accélérant v f(n) (grâce à des suites r! ) 

et a insi de sui te . On obtient a insi un tableau de sui tes avec des r écur rences 

permettant de const ru i re les tableaux. 

Enfin pour une cer taine famille de r écur rences (1), le t e r m e général 

v(n) peut se calculer explicitement, et nous sommes a lors conduits à étudier 
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ces familles de r écu r r ences . 

Le plan de ce t ravai l est donc le suivant : ap rès le présent § 1) 

(introduction) nous mettons en place en détail la construction et les p ropr ié tés 

des sui tes v'(n) dans le §2) . Dans le §3) ( resp . §4)) nous étudions en détail 

le cas k = 2 ( resp. k = 3 ) avec 3 sous-paragraphes principaux : 

A) Traduction des formules généra les . 

B) Déplacement dans les tableaux. 

C) Récurrences explicitement solubles. 

2. FORMULES GENERALES 

Nous allons mont re r qu'il existe une relation du type (1) satisfai te p a r 

v'(n) . Montrons tout d 'abord qu'il existe une mat r i ce 

(3) M(n) = (m..(n+l-j)) r t . T , , . T , w w v iy J "0<si<;K , l<;j<:K 

tel le que V = M(n)V , où V et V sont les vecteurs colonnes : 

V = t (v(n- l ) , . . . ,v(n-K)) et V* = t (v ' (n) , . . . ,v ' (n-K)) . En effet, p a r hypothèse, 

on a : 
K 

v'(n-K) = £ r.(n+l-j)v(n-j) 
j= l J 

donc on peut p rendre 

(4) m (n) = r (n) . 
N i 

Si on suppose p a r r écur rence que pour un certain i > 1 les m„(n) sont 

donnés pour 1 £ j £ K te l s que 

K 
v'(n-i) = S m (n+l-j)v(n-j) , 

j= l « 
on a 

K 
v ' (n-( i - l ) ) = v '(n+l-i) = £ m..(n+2-j)v(n+l-j) 

j= l 1 J 

K K- l 
= m (n+l)E a (n+l-j)v(n-j) + E m (n+l-j')v(n-j») 

i l j= l 3 j>=l « +1 
K 

= E m (n+l-j)v(n-j) 
j= l i - l j 
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en posant : 

(5) m i - i j ( n ) = a . (n)m u (n+j) + m . . + 1 ( n ) 

avec p a r convention ni fn) = 0 . 
iK+1 7 

Si on appelle ^ (n) le déterminant extrait de la mat r ice M(n) en 

supprimant la ligne i (pour O ^ i ^ K ) a lors de l 'égalité V 1 = M(n)V on 

t i r e (en général) 

K i 
E (-1) v f (n-i)^.(n) = 0 . 
i=0 1 

Si ^ 0 (n ) ^ 0 on a donc : 
K 1-1 

(6) v f(n) = E a!(n+l-i)v T(n-i) avec a!(n) = (-1) A(n+i - l ) / .£ A (n+i - l ) 
i=l 1 1 1 0 

ce qui est bien une relation analogue à (1). 

Remarquons que 

= ( - l ) K - 1 a t , ( n+ l -K) lm . . (n+2- j ) l . v , . v ^ K 

K ' K v 1 ij J " l< i< ;K , l^j^K 

d'où les relations : 

(7) £ K ( n ) = ( - l ^ a ^ n + l - I Q . y n + l ) 

ak ( n ) = a

K(
n )-V n + K ) /-V n + K _ 1 ) ' 

3. LE CAS K = 2 

A) TRADUCTION DES FOKMULES GENERALES. 

On pose ici a (n) = a(n) , a (n) = b(n) . On a donc : 

(1 ) v(n) = a(n)v(n-l) +b(n-l)v(n-2) . 

D'autre pa r t , comme on ne s T i n t é resse qu'aux quotients de suites v vérifiant 

la même récu r rence , on peut supposer en perdant peu de générali té que 

r (n) = 1 . On pose a lors r (n) = r(n) , donc 
x £ 
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(2 2) v'(n) = v(n+l) + r(n+l)v(n) . 

On a : 

( a(n)(a(n+l)+r(n+l)) +b(n) b(n-l)(a(n+l)+r(n+l)) \ 

a ( n ) + r ( n ) b(n- l ) 

1 r (n - l ) / 
d'où : 

£0<Q) = r(n-l)(a(n)+r(n)) - b ( n - l ) 

^ ( n ) = (a(n)r(n-l)-b(n-l))(a(n+l)+r(n+l)) +b(n) r (n- l ) 

( V = i> 0(n)(a(n+l)+r(n+l)) - ^ 0 ( n + l ) r ( n - l ) 

^ 2 ( n ) = - ^ 0 ( n + l ) b ( n - l ) . 

On en déduit : 

v*(n) = a*(n)v*(n-l) + b*(n-l)v'(n-2) avec 

(5 2 ) a'(n) = a(n+l) + r(n+l) - r ( n - l ) ^ 0 ( n + l ) / ^ 0 ( n ) 

b'(n) = b(n)^ 0 (n+2) /^ 0 (n+l ) . 

B) DEPLACEMENT DANS LES TABLEAUX. 

Nous rajoutons maintenant un indice k pour indiquer le nombre de 

fois où la suite initiale (k=0) a été accé l é rée . P a r définition, on a donc : 

v(0,n) = v(n) a(0,n) = a(n) b(0,n) *= b(n) 

( 6 2 ) r ( l , n ) = r(n) m ( l ,n) = m (n) A ( l , n ) = ^ . ( n ) 

et les relations de r écur rences (l^), (2g) et (5^) se t raduisent de la façon 

suivante (noter que chaque récur rence est accompagnée d'un petit d iagramme 

autoexplicatif, la convention étant que les droi tes horizontales sont à k 

constant, les droi tes ver t ica les à n constant) : 

v(k,n) = a(k ,n)v(k ,n- l ) + b(k ,n- l )v(k ,n-2) X X—X ( k ' n ) 

v(k+l,n) = v(k,n+l) + r(k+l ,n+l)v(k,n) (k,n)¥ * 

a(k+l ,n) = a(k,n+l) + r (k+l ,n+l) - r ( k + l , n - l ) ^ 0 ( k + l , n + l ) / ^ 0 ( k + l , n ) 

b(k+l,n) = b ( k , n ) ^ 0 ( k + l , n + 2 ) / ^ 0 ( k + l , n + l ) . 
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A partir des deux premières relations de récurrence ci-dessus on peut trouver 

des relations de récurrence entre trois éléments quelconques du tableau, en 

procédant par élimination. Citons entre autres : 
x Jk,n) 

v(k+l,n) = (a(k,n+l) +r(k+l,n+l))v(k,n) + b(k,n)v(k,n-l) 

(M) 

(82) v(k+l,n+l) = (a(k,n+2)+r(k+l,n+2))v(k+l,n) -^Q(k+l,n+l)v(k,n) f 
X X :: 

v(k,n) = (a(k-2,n+2)+r(k-l,n+2)+r(k,n+l))v(k-l,n) -,&0(k-l,n+2)v(k-2,n) j : 

(k,n)j: 

Enfin, on peut obtenir la récurrence diagonale en combinant les deux premières 

récurrences de (89). Si on pose 

d - ^ n ) = a(k,n+l) + r(k+l,n+l) d2(k,n) = b(k,n) 

d (k,n) = d (k,n+l) d (k,n) = -JL(k+l,n+l) alors 

v(k+l,n+l) = d_(k,n)v(k,n) + de(k,n)v(k-l,n-l) * 

(92} aV6C d2(k,n)d3(k,n) \ ( k , n ) 
d&(k,n) = d1(k,n)d3(k,n) +d4(k,n) + d p \ 

d2(k,n)d3(k,n)d4(k-l,n-l) 

defcn>" d3(k- l ,„ -1 , • 

2 

Remarque (voir §4) homogénéité : a(n) = L , b(n) = L , r(n) = L , 

£.(n) = L2+i , d1 = L , d2 = L2 , d3 = L , d4 = L2 , d5 = L2 , 

d6 = L4 , v(k,n) = Lk+n . 

C) RECURRENCES EXPLICITEMENT SOLUBLES. 

Un cas où la récurrence (1^) est explicitement soluble se produit quand 

elle est de la forme : 

v(n) - f(n)v(n-l) = g(n-l)(v(n-l)-f(n-l)v(n-2)) . 

En effet, dans ce cas, si on pose u(n) = v(n+l) - f(n+l)v(n) , on a 

u(n) = g(n)u(n-l) donc si pour toute fonction arithmétique f on pose 
n 

f !(n) = TTf(î) et f}(°) = 1 on a donc u(n) = gj(n)u(0) d'où 
i=l 



I.6 

v(n) = v(n-l) g!(n-l) 
f!(n) f!(n-l) f!(n) u w 

donc par récurrence 

f!(n) - v ( 0 ) + u ( 0 ) 1 t i ' W ' 

En résumé, si on pose 

u(0) = v(l) - f(l)v(0) , on a 

(io2) 

et v(n) satisfait à la récurrence : 

v(n) = a(n)v(n-l) + b(n-l)v(n-2) 

avec a(n) = f(n) + g(n-l) , b(n) = - f(n)g(n) . 

Comme base de cette récurrence, nous choisirons pour que v^(0) = 0 , 

u^(0) = 1 , soit encore : 

v^O) = 0 , Vl(l) - 1 

et v pour que v (0) = 1 , u (0) = 0 , soit encore 
Ci Ci Ct 

v2(0) = 1 , v2(l) = f(l) . 

La solution générale de la récurrence est alors : 

v(n) = v(0)v2(n) +u(0)Vl(n) , (u(0)=v(l)-f(l)v(0)) 

et la "limite", si elle existe, de la récurrence est la limite de la suite 

Vl(n)/Vn) • 

Dans le cas où on a des tableaux de récurrences, on peut alors 

écrire : 

Vl(n) = f!fc)P2(k,n)E + g!(h)P1(k,n) 

v2(n) = f!(n)P2(k,n) 

(11^) où P„ et P, vérifient les récurrences : 
v 2 2 1 

P2(0,n) = 1 , P^O.n) = 0 

P2(k+l,n) = f(n+l)P2(k,n+l) +r(k+l,n+l)P2(k,n) 

P1(k+l,n) = g(n+l)P1(k,n+l) + r(k+l,n+l)P1(k,n) + P2(k,n+1) 



I.7 

Remarque . - Le choix de r(n) = -f(n) conduit à 

£ 0 ( n ) = ^ ( n ) = £ 2<n) = 0 . 

4. LE CAS K = 3 

A) TRADUCTION DES FORMULES GENERALES. 

On pose ici a ^ n ) = a(n) , &2(n) = b(n) , a

3 ( n ) = c(n) . On a donc : 

(1 3 ) v(n) = a(n)v(n-l) +b(n-l)v(n-2) + c(n-2)v(n-3) . 

D'autre pa r t , on prend r ^ n ) = 1 (cf. §3) et on pose r 2 (n ) = r(n) , 

r (n) = s(n) , donc 

(2 ) v'(n) = v(n+2) + r(n+2)v(n+l) + s(n+l)v(n) . 

On a : 

m 3 1 ( n ) = 1 , m 3 2 ( n ) = r(n) , nig 3 (n) = s(n) 

m 2 1 ( n ) = a ( n ) + r ( n ) , m 2 2 ( n ) = b ( n ) + s < n ) » m 2 3 ( n ) = c ( n ) 

/ m n ( n ) = a ( n ) m 2 1 ( n + l ) + m 2 2 ( n ) / m o i ( n )
 = a ( n ) m 1 1 ( n + l ) + m 1 2 ( n ) 

) m 1 2 ( n ) = b ( n ) m 2 1 ( n + 2 ) + m 2 3 ( n ) ; J m 0 2 ( n ) = b(n)m 1 1 (n+2) + m 1 3 ( n ) 

(3 3 ) f m 1 3 ( n ) = c(n)m 2 1 (n+3) f m 0 3 ( n ) = c(n)m 1 1 (n+3) 

/ m 0 1 ( n ) m 0 2 ^ - 1 )
 mw*-2>\ 

M(n) = m l l ( n ) m l 2 ( n - 1 ) m ! 3 ( n - 2 ) 

a(n)+r(n) b ( n - l ) + s ( n - l ) c(n-2) 

\ 1 r (n - l ) s(n-2) J 

Des combinaisons de colonnes évidentes montrent que : 
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m 2 1 ( n + 1 ) m 2 2 ( n ) m 2 3 ( , l _ 1 ) 

^ Q(n) = 1 r(n) s(n-l) 

s(n-2) c(n-2)-a(n)s(n-2) c(n-2)r(n-l)-b(n-l)s(n-2) 

mn(n+l) m

1 2 ( n ) m 1 3 ( n - l ) 

^ ( n ) = 1 r(n) s(n-l) 

s(n-2) c(n-2)-a(n)s(n-2) c(n-2)r(n-l)-b(n-l)s(n-2) 

(4g) m 1 1 (n+l) ™ 1 2 (
n ) I ï l 1 3 ( n " 1 ) 

^ 2 (n) = m 2 1 (n+l) m

2 2

( n ) m 2 3 ( n _ 1 ) 

s(n-2) c(n-2)-a(n)s(n-2) c(n-2)r(n-l)-b(n-l)s(n-2) 

^ 3 (n) = c(n-2)^ 0(n+l) 

a'(n) =^ 1 (n) /^ ( ) (n) , b'(n) = -^ 2 (n+l ) /^ o (n+l ) , 

c'(n) = c(n)^ 0(n+3)/^ 0(n+2) . 

B) DEPLACEMENT DANS LES TABLEAUX. 

(cf. § 3B). On pose : 

v(0,n) = v(n) , a(0,n) = a(n) , b(0,n) = b(n) , c(0,n) = c(n) 

r( l ,n) = r(n) , s(l ,n) = s(n) , m„( l ,n) = m.^n) , A( l ,n ) = ^ (n) . 

Les relations de récurrence (1 ), (2 ) et (4 ) se traduisent de la façon suivante : 

v(k,n) = a(k,n)v(k,n-l) + b(k,n-l)v(k,n-2) + c(k,n-2)v(k,n-3) x X X X 

In) ( k » n ) 

0< X 
, „ 3 , „ 1 V „ . . , „ / / ^ 0 V „ . . , „ , 

b(k+l,n) =^ 2 (k+l ,n+l) /^ 0 (k+l ,n+l) 

c(k+l,n) = c(k,n)^ 0(k+l,n+3)/^ 0(k+l,n+2) 

A partir de ces récurrences, on obtient par élimination les récurrences 

suivantes : 



I.9 

v(k,n+l) = d 1 (k ,n)v(k,n) + d 2 (k ,n )v (k - l ,n ) + d 3 ( k , n ) v ( k - l , n - l ) 

avec 

(6 3) d ^ k . n ) = m 1 1 ( k , n + 2 ) / m (k,n+2) 

d 2 (k ,n) = ( m 2 1 ( k , n + 2 ) m 1 2 ( k , n + l ) - m 1 1 ( k , n + 2 ) m 2 2 ( k , n + l ) ) / m 2 1 ( k , n + 2 ) 

d 3 (k ,n ) = ( m 2 1 ( k , n + 2 ) m 1 3 ( k , n ) - m 1 1 ( k , n + 2 ) m 2 3 ( k , n ) ) / m 2 1 ( k , n + 2 ) 

x )[ 

(k,n)* x 

v(k,n+l) = d 4 (k ,n)v(k,n) '+ d 5 (k ,n )v (k ,n - l ) + d (k ,n )v(k- l ,n - l ) 

avec 

d 4 (k ,n) = (m 1 1 (k ,n+2) r (k ,n+l ) - m 1 2 ( k , n + l ) ) / d (k,n) 

(7 3) d g (k ,n ) = ( m 2 1 ( k , n + 2 ) m 1 2 ( k , n + l ) - m n ( k , n + 2 ) m 2 2 ( k , n + l ) ) / d (k,n) 

d 6 (k ,n ) = ^ 0 ( k , n + i ) / d 0 ( k , n ) 

d 0 (k ,n ) = m 2 1 (k ,n+2) r (k ,n+ l ) - m 2 2 ( k , n + l ) 
x 

x x — x 
(k,n) 

v(k,n) «= m 2 1 ( k , n + 2 ) v ( k - l , n + l ) + m 2 2 ( k , n + l ) v ( k - l , n ) + m 2 (k ,n )v (k - l ,n - l ) 
( V x ¥ x 

(k*n) 

v(k+l,n) - d 7 (k ,n)v(k,n) + d g ( k , n ) v ( k , n - l ) + d 9 ( k , n ) v ( k - l , n - l ) 

avec 

(9 3) d ? (k ,n ) = d 4 ( k , n ) m 2 1 ( k + l , n + 2 ) + m 2 2 ( k + l , n + l ) X 

d g (k ,n ) = d 5 ( k , n ) m 2 1 ( k + l , n + 2 ) + m 2 3 ( k + l , n ) (k,n) 

d g (k ,n ) = d 6 ( k , n ) m 2 1 ( k + l , n + 2 ) 
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v(k,n) = d 1 ( ) (k ,n )v (k ,n - l ) + d n ( k , n ) v ( k - l , n ) + d 1 2 ( k , n ) v ( k - l , n - l ) 

avec 

( 1 0 3 )
 d

1 0 f c > n ) = d 5 (k ,n ) / (d 1 (k ,n ) -d 4 (k ,n ) ) x x 

d 1 1 ( k , n ) = - d 2 ( k , n ) / ( d 1 ( k , n ) - d 4 ( k , n ) ) j[ } , 

d 1 2 ( k , n ) = ( d 6 ( k , n ) - d 3 ( k , n ) ) / ( d 1 ( k , n ) - d 4 ( k , n ) ) ^ * n ) 

Remarque : d, (k,n) - d .(k,n) = d r ( k , n ) / m 0 1 ( k , n + 2 ) 
1 4 5 ¿1 

v(k+l,n) = d 1 3 (k ,n )v (k ,n ) + d 1 4 ( k , n ) v ( k - l , n ) + d l g ( k , n ) v ( k - l , n - l ) 

x * 

(Hg) d 1 3 ( k , n ) = d 7 (k ,n ) + d 8 ( k , n ) / d 1 ( ) ( k , n ) ^ 

d 1 4 ( k , n ) = - d 8 ( k , n ) d 1 1 ( k , n ) / d 1 0 ( k , n ) " 

d 1 5 ( k , n ) = d 9 (k ,n ) - d 8 ( k , n ) d 1 2 ( k , n ) / d 1 0 ( k , n ) k 

v(k+2,n) = d 1 6 (k ,n )v (k+ l ,n ) + d 1 7 (k ,n )v (k ,n ) + d l g ( k , n ) v ( k - l , n ) 

9 . V P O 

d (k,n)d (k+l,n) 
d.,„(k,n) = d , n ( k + l , n ) - — ^ — 7 ^ — 

16 v 13 v d 1 0 ( k , n ) d 1 5 ( k , n ) 
(12 ) << k ' n> 

3 ; d 1 5 ( k + l , n ) ( d 1 5 ( k , n ) + d l 2 ( k , n ) d 1 3 ( k , n ) ) 
d, _(k,n) = d., .(k+l,n) + , v 

17 v 14 v d 1 0 ( k , n ) d 1 5 ( k , t t ) ' c 

d 1 5 ( k + l , n ) ( d 1 2 ( k , n ) d 1 4 ( k , n ) - d 1 1 ( k , n ) d 1 5 ( k , n ) ) * 

d 1 8 ( k ' n ) = d 1 0 ( k , n ) d 1 5 ( k , n ) 

Enfin on peut obtenir la r écur rence diagonale en combinant les r é c u r ­

rences (6g) et (9g) : 

v(k+2,n+l) = d 1 9 (k ,n )v (k+ l ,n ) + d 2 ( ) ( k , n ) v ( k , n - l ) + d 2 1 ( k , n ) v ( k - l , n - 2 ) 

avec 

d 1 9 ( k , n ) = d 7 (k+ l ,n+ l )d 1 (k+ l ,n ) + d g (k+ l ,n+ l ) + d 2 ( k , n - l ) d 2 3 ( k , n ) 

( 1 3 3 ) d 2 Q ( k , n ) = d 7 (k+ l ,n+ l )d 3 (k+ l ,n ) + ( d 1 ( k , n - l ) d 9 ( k , n ) - d 2 ( k , n - l ) d 8 ( k , n ) ) d 2 3 ( k , n ) 

d 2 1 ( k , n ) = d 3 ( k , n - l ) d 9 ( k , n ) d 2 3 ( k , n ) \ 

d (k+l,n+l)d_(k+l,n) + d . ( k + l , n + l ) \ x ( k , n ) 

23* ' n ) " d 7 ( k , n ) d 2 ( k , n - l ) + d 9 ( k , n ) \ 
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Remarque. - Pour ne pas trop se perdre dans les formules, il est 

bon de se rappeler qu'il y a une certaine homogénéité : si L est une dimen­

sion physique, alors : 

a(n) = L, b(n) = L2 , c(n) = L3 , r(n) = L , 

( ) 
j-i+2 = L

6+i 
d' m .. n = r.; , .&. (n) et autre part : 

IJ 1 

v(k,n) = L 2k+n 

d
l = L 

d 2 = L3 
d

4 d 5 

= L d = L2 

2 7 

= L d = L3 
8 

d = L 
10 2 

d
U 

= L 

2 s(n) = L 

d13 
d14 

= L2 

= L4 

d
3 

= L4 d = L4 d = L5 3 d = L5 
6 9 

d12 
= L 15 

enfin 9 d
2 l  = L . 

C) RECU RRENCES EXPLICITEMENT SOLUBLES. 

Un cas où la récurrence (1
3
) est explicitement soluble se produit quand 

elle est de la forme 

(v(n)-(f(n) + g(n-l»v(n-l) +f(n-l)g(n-l)v(n-2» 

= h(n-2)(v(n-l) -(f(n-l) +g(n-2»v(n-2) +f(n-2)g(n-2)v(n-3» . 

En effet, dans ce cas, si on pose u(n) = v(n+l) -f(n+l)v(n) on a vu au paragra­

phe précédent que 

v(n) -(f(n)+g(n-l»v(n-l) +f(n-l)g(n-l)v(n-2) = u(n-l) -g(n-l)u(n-2) 

donc si on pose t(n) = u(n+l) - g(n+l)u(n) , la récurrence s'écrit 

t(n) = h(n)t(n-l) d'où: 

t (n) = hl (n)t (0) donc (cf. § 3» 

u(n) 
g!(n) = u(o) + t(O) � h!

(l
i�l) 

i= l g.(I) 
d'où 

v(n) 
f! (n) 

n u(i-l) = v(O) + � fIn 1=1 • 

1 
n gl(i-l) ( i-l hl(1-1») = v(O) + 121 f!(i) \.

u(O) +t(O) f=l �! (1) . 
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En ré sumé , si on pose : 

u(0) = v(l) - f(l)v(0) , t(0) = v(2) - (f(2) +g(l))v(l) + f(l)g(l)v(0) , 

on a : 

(14 ) et v(n) satisfait à la r écur rence 
o 

v(n) = a (n)v(n- l )+b(n- l )v(n-2) + c(n-2)v(n-3) avec 

a(n) - f(n) + g(n-l) + h(n-2) 

b(n) = - (f(n)g(n)+h(n-l)f(n)+h(n-l)g(n-l)) 

c(n) = f(n)g(n)h(n) . 

Comme base de cette r écu r rence , nous choisirons v^ pour que v^(0) = 0 , 

u^(0) = 0 , t^(0) = 1 , soit encore : 

v 1 (0) = 0 , V l ( l ) = 0 , v x (2) = 1 

v 2 pour que v 2 (0) = 0 , u (0) = 1 , t (0) = 0 , soit encore 

v 2 (0) = 0 , v 2 ( l ) = 1 , v 2 (2) = f(2) +g( l ) 

v pour que v (0) = 1 , u (0) = 0 , t (0) = 0 , soit encore 
o o o o 

v 3 (0) = 1 , v 3 ( l ) = f(l) , v 3 (2) = f(l)f(2) . 

La solution générale de la récur rence est a lors : 

v(n) = v(0)v 3(n) +u(0)v 2 (n) + t ( 0 ) V l ( n ) 

(u(0) = v(l) - f ( l )v(0) , t(0) = v(2) - (f(2)+g(l))v(l) + f(l)g(l)v(0)) 

et la " l imi te" s i elle existe de la r écur rence peut ê t r e p r i s e comme étant le 

couple 

( l i m v (n)/vQ(n) , l im v (n)/v (n)} . 

Dans le cas où on a des tableaux de r écu r r ences , on peut a lo r s é c r i r e : 
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v l ( „ , . , ! W P j f c B ) è Étag>!jjLM ^ * , . i ï ! » . b i w S M 

v 2 (n) = f ! W P 3 ( k f n ) E +g!(n)P 2 (k,n) 

v 3 (n) = f!(n)P 3(k,n) , où P 3 , P 2 , P 1 vérifient les récur rences : 

( 1 5 3 ) p

3 ( ° > n ) = 1 > P 2

( 0 ' n ) = P i < ° ' n > = 0 

P 3 (k+l ,n) = f(n+2)f(n+l)P 3(k,n+2) +r(k+l ,n+2)f(n+l)P 3 (k,n+l) + s (k+l ,n+l )P (k,n) 

P 2 (k+l ,n) = g(n+2)g(n+l)P 2(k,n+2) +r(k+l,n+2)g(n+l)P 2 (k,n+l) + s (k+l ,n+l )P (k,n) 

+ (f(n+2)+g(n+l))P 3(k,n+2) + r(k+l ,n+2)P (k,n+l) 

P 1 (k+l ,n) = h(n+2)h(n+l)P 1(k,n+2) + r(k+l,n+2)h(n+l)P ] L(k,n+l) +s (k+l ,n+l )P (H,n) 

+ P 3(k,n+2) + (g(n+2)+h(n+l))P 2(k,n+2)+r(k+l,n+2)P 2(k,n+l) 

Remarques . -

1) Le choix de r(n) = - (f(n) +x(n-l)) , s(n) = f(n)x(n) où x est 

quelconque, conduit à ^ Q (n ) = ^ ( n ) = ^ ( n ) = £ (n) = 0 . 

2) Les suites v et v sont solution de l'équation de récur rence 

avec K = 2 (n° 10g). Donc si les r 2 ( k , n ) forment le tableau de récur rences 

déduites de cette récur rence initiale p a r 

v(k+l,n) = v(k,n+l) + r 2 (k+l ,n+l )v(k ,n) 

on peut choisir dans le cas K = 3 d 'u t i l i ser deux fois le procédé d ' accé lé ra ­

tion pour K = 2 , c ' e s t - à -d i r e d ' éc r i r e 

v(k+2,n) = v(k,n+2) + r (k+l,n+2)v(k,n+l) + s (k+1,n+l)v(k,n) , 
3 o 

(16 3) où r 3 ( k , n ) = r 2 ( k , n ) + r 2 ( k + l , n - l ) 

s g (k ,n ) = r 2 ( k , n ) r 2 ( k + l , n ) 

Nous donnons dans la suite un certain nombre d 'exemples . Les exemples 

pour k s> 3 n 'auraient pu ê t re t rouvés * sans l 'aide du système de calcul formel 

REDUCE implanté au centre in terunivers i ta i re de calcul de Grenoble. J e t iens à 

r e m e r c i e r tout par t icul ièrement E . Tournier et Y. Siret pour leur aide dans l 'u t i ­

lisation de ce sys tème. 

* voir l 'appendice de l 'exemple 1 pour l 'expression la plus simple qui intervient 
pour k ^ 3 . 
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EXEMPLE 1 2 

Considérons la sé r i e hypergéométrique confluente 

-p ( , = f a (a+l ) . . . (a+n- l ) n 

a , p w k = 0 3 ( p + 1 ) - ( 3 + n - 1 ) 

pour x f . Si on prend f(n) = p + n - 1 , g(n) = x (a+n) on a donc 

ïfel = v(0) + u ( 0 ) S x l " 1 ( a + 1 ) " ' ( a + i - 1 ) . 
0(0+1)... (p+n-1) w w

i = l 0(0+1)... (0+i-l) 

En par t icu l ie r on a 

l i m v(n) = + ^ 0 
n _ . œ 0(0+1)... (0+n-l) w a x w 

Dans le cas par t icu l ie r où a = 0 et 0 = 1 on a : 

v(n) ... Log(l-x) 
l im - — = v(0) - u(0) —— ' . 
n - » n! x 

On cherche à obtenir ^ ( k ; n ) ne dépendant pas de n et non nul . On cons ­

tate sans difficulté p a r récur rence qu'il n 'y a qu'une seule solution : 

r(k,n) = - x(n-k+ot) 

a(k,n) = x ( n - k + a - l ) + n + k + 0 - 1 

b(k,n) = - x(n+a)(n+0-1) 

£ 0 (k ,n) = x k ( k + 0 - a - l ) . 

Les r écur rences (8„) s 'écrivent : 
2 ' X *(k,n) 

v(k+l,n) = (n+k+0)v(k,n) -x (n+a) (n-0- l )v (k ,n - l ) x(k,n) \ 

v(k+l,n+l) = (n+k+0+l)v(k+l,n) - x(k+l)(k+0-a)v(k,n) 
* * x 

v(k,n) = (n+k+0-l-x(n-k+a+l))v(k-l,n) - x(k-l)(k+0-a-2)v(k-2,n) 

( k , n ) x 

Pour compléter ces r é c u r r e n c e s , il suffit de connaître v(k,n) pour 0 £ k , n « s 1 . 

Les valeurs sont les suivantes pour les suites v , v : 
X Là 
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v 1 (k ,n ) v 2 (k ,n ) 

Kl ° I 1 I X I ° 1 1 

0 0 1 0 | 1 p 

1 1 P+l 1 p - x a p(p+l-x(a+l)) 

En prenant en par t i cu l ie r n = k + 1 dans les deux p r e m i è r e s r écu r r ences , on 

en déduit la fraction continue suivante, due à Gauss : 

F (x) = 1 + —— 
<x,pv ' x . p , (g+ l )  

B + 1 x . i . ( p - a )  
x(P + l)(q+2)  
p + 3 _ x . 2 . ( l ^ - a ) 

p+4 - ... 

La récur rence diagonale (9„) s ' éc r i t : 
ù 

v(k+l,n+l) = d (k,n)v(k,n) + d (k ,n )v (k - l , n - l ) 
5 6 

avec 

d 5 (k ,n ) = ( n + k ^ ) ( n + k - ^ + l ) - x ( k + l ) ( M i - a ) - X ( n ; a

+

) ^ - _ 1 j ( n + k ^ + 1 ) 

x 2 (n+q)(n+p-l)(n+k+p+l)k(k+p-q-l)  
d 6 ( k ' n ) n + k + p - 1 ' 

Des théorèmes généraux montrent que le comportement de ce genre de r é c u r ­

rence dépend essentiel lement de l 'équation carac tér i s t ique 

X 2 - 2(2-x)X + x 2 = 0 

2 2 
dont les racines sont X = (1+Jl-x) et X 0 = ( l - ^ l - x ) . Puisque x g 
on a 0 < X < 1 < X . On en déduit qu'il existe des constantes B et C. 

Ci L 1 

(i=l,2) te l les que, quand k-*<» 
w.(k) = v.(k,k) ~ k î W c . 

i w i l i 
i 2 

avec X x = . 

On en déduit immédiatement qu'il existe B ' et C te l les que 

w,(k) F rt(x)-l , x 2k „ 

lw2(k) " ax l ^ x j • 
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CALCUL EXPLICITE DE v.(k,n) . 

D 'après ( l l g ) on a : 
tu 

V 2 < k ' n > = 1 W P 2 ( k ' n ) 

v (k nï = ( p + n ~ 1 ) ! r (k n ) ë x l " 1 ( g - + 1 ) - ( g + i - 1 ) + x

n (ÇLtËMp ( k n ) 

V l ( k ' n ) V * ' 1 1 ' ^ X a! P l ( k , n ) 

où P 1 et P satisfont aux récur rences décr i tes en (11 0 ) . Grâce à un calcul 

p a r r écu r rence , court pour P mais a ssez long pour P on montre que 

l'on a : 

[v (k,n)j m=0 V k-m }\ m ) \ 1 ) 

a v e C m € - 1 fi-l 
„ ,™ n . _ (-1) (p -a ) (p -a+l) . . . (p -a+e -2)x 
a 1 ( m , n ) - Zv ^ . 

t - 1 (1-x) (n+p ) (n+p+l) . . . (n+p-tf-l) 

Nous allons maintenant démontrer la proposition suivante : 

PROPOSITION 1. - v 1 (k ,n ) et v 2 (k ,n ) sont des polynômes en x 

dont les degrés sont majorés p a r les quantités suivantes : 

d ^ ^ f c n ) <> sup(k,n) - 1 

d°v (k,n) k . 

Démonstration. - Vu les formules explicites t rouvées plus haut, il est 

c la i r que d°v (k,n) = d°P (k,n) <. k . Montrons la p r e m i è r e majoration p a r 

r écur rence s u r k . C'est vra i pour k = 0 . Soit k > 1 donné et supposons 

la majoration vra ie pour k - 1 (et tout n ) ; démontrons là pour k . Nous 

raisonnons p a r récur rence su r n : s i n = 0 , on voit que 

d°v 1 (k ,0 ) = d°P (k, 0) <> k - 1 . Supposons n ^ 1 et que la majoration soit d é ­

montrée pour n - 1 . Pour la mont re r pour n on uti l ise la r écu r rence 

v ^ n ) = (n+k - f f - l )v 1 (k^l ,n) - x ( n + a ) ( n +p - l ) v 1 ( k - l , n - l ) 

et on en déduit : 
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d°v (k,n) <; s u p ( s u p ( k - l , n ) - 1 , sup(k ,n ) -1 ) 

£ sup(k,n) - 1 

d foû la proposition en utilisant notre double r écu r r ence . 

Remarque. - On déduit aisément de ce qui précède que pour n ^ k , 

V l ; î C > ï l | est Tapproximant de Padé (k,n) de F C^»P^ " 1 . 
v 2 (k ,n ) w x ' ax 

APPLICATIONS NUMERIQUES. 

Etant donné que nous sommes tombés s u r les approximants de Padé, 

et que nous en avons une formule explicite, il n f es t pas difficile de voir que 

Ton peut re t rouver tous les résul ta ts et mesures d f i r ra t ional i té de Beukers [ ] . 
3 _ 

Donnons simplement deux exemples : 7 2 e * Log(l-x) . 

1er cas par t icu l ie r . 
1 P 

a = - , 3 = 1 , x = q a v e c 3 1 P • 

On remarque que 

3 [ | ( k " m , 1 Ç : i ) - -

k fk/2] 2 
On en déduit aisément que Q 3 w 2 ( k ) / k ! Ç % . 

D'autre pa r t , d T après les formules explici tes , P^fkjk) est un polynô­

me en x et d 'après la proposition 1, d ^ ^ k j k ) ^ k - 1 . On en déduit en 

développant ( l - x ) m et ap rès un regroupement que 

[ | ( k - m ) ] / k _ 1 \ [ l J V m - M 
On déduit à nouveau du fait que 3 3 U I et 3 3 € Z 

\k-m V J 1 
k-1 fk/2] 2 

que Q 3 w ^ J / k ! € % . Posons donc pour i = 1,2 : 

p.(k) = Q k 3 [ k / 2 l w . ( k ) / k ! 2 . 

D T après ce qui précède p.(k) est ent ier pour i = 1,2 et pour tout k , et 

on a auss i -rP-.fk) € K . D'autre pa r t , d f ap rè s ce qui a été vu plus haut : 

ô JL 
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_ 1 

et F- (x) = (1-x) . Enfin, d 'après l 'équivalent donné pour w. on a : 

p 2 (k) ^ ((^(l+JttftV^ . 

Il est facile de déduire de ceci le théorème suivant : 

THEOREME A. - Soit x Ç [ - l , l [ , x / 0 un nombre rat ionnel . 
p 

Ecrivons x = — avec P , Q Ç % , Q > 0 , 3.1 P . ]Slous supposons  

que la condition suivante est satisfaite : 

3 

Alors 7 1 _ " x est i r ra t ionnel , et plus préc isément pour tout e > 0 il 

existe une constante C (e) > 0 te l le que pour tout a , b € , b > 0 

on ait : 
f V T Î ^ . a . > C ( e ) _ 
1 V b 1 , m ( x ) + e 

b 2 
. . 2Log((l+yî^E) /x) 

avec m(x) = nz~ 
2 Log( + l ~ X ) - Log (QV3) 

3 
P a r exemple, s i on prend x = — - (on a bien 3JP ) a lo r s 

3 5 . 
a / 1 - x = —^— . L'inégalité souhaitée a bien lieu et on obtient : 

COROLLAIRE A. - Il existe une constante C > 0 te l le que pour tout 

a , b Ç 2Z , b > 0 on ait 

I 3 / 9 ~
 a I C 

1 V 2 " b l >

 b 2 , 9 4 7 1 * 

3 
Remarque. - La démonstration t r iv ia le utilisant le fait que ^/2 est un 

3 a C 
nombre algébrique de degré 3 donne la minoration J ^ - r - J > — . 

b b 3 

2e cas par t icu l ie r . 

a = 0 , p = 1 , x = ^ • 

Nous allons démontrer le théorème suivant : 
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THEOREME B. - Soit x 6 , x / 0 un nombre rationnel. 
p 

Ecrivons x = — avec P , Q Ç ï , Q > 0 . Nous supposons que la  

condition suivante est satisfaite : 

Alors Log(l-x) est i r ra t ionnel , et plus précisément pour tout e > 0 

il existe une constante C(e) > 0 tel le que pour tout a , b Ç Z , b > 0 

on ait : 

i t /-. v
 a i C(e) 

Log(l-x) - - > T-~— 
1 & v 7 b 1

 b m(x)+e 
a v e c m ( x ) 2 I ^ g ( ( l + y i ^ ) 2 / l x l )  
^ m ( X ) " 2 L o g ( ( l + y î ^ ) / | x | ) - ( l + L o g Q ) * 

Démonstration. - Admettons provisoirement le lemme suivant : 

LEMME. - Posons = P . P . C M . ( l , 2 , . . . , k ) . Alors 

d k Q k " 1 w 1 ( k ) / k ! 2 € ^ 

k 2 
Q w (k)A! € K . 

k 2 
Si on pose p.(k) = d^Q w.(k)/k! on a donc 

t 2 

avec p (k) et p (k) Ç Z , X = (1+,/1-x) , «t d 'autre par t 

p 2 (k) ~ ( Q X ^ d ^ C . donc 

Logp 2 (k ) ~ k Log(eQX 1 ) . 

Le théorème en résul te a isément . 

P a r exemple, s i on prend x = - 1 , l f inégali té souhaitée a bien lieu et 

on obtient : 

COROLLAIRE B. - Il existe une constante C > 0 tel le que pour tout 

a , b € Z , b > 0 on ait 
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Pour mémoi re , notons que la r écur rence diagonale satisfaite p a r 

w(k) = v(k,k) est dans ce cas : 

w(k+l) = (k+l)(2k+l)(2-x)w(k) - x 2 k 3 (k+ l )w(k- l ) . 
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EXEMPLE 1 3 

1 2 0 0 x*1 

On sait que - Log (1-x) = £ — H , en posant 
2 n = 1 n n -1 

i 1 
H. = £ ^ (H =0) . 

I- - CAS PARTICULIER x = - l . 

1 2 œ (-1) 
En par t icu l ie r - L o g 2 = £ 1 / H 

2 i = 1 1 i - l 

Si on prend f (n) = n , g(n) = h(n) = - n , on a donc 

^ = ï ( „ ) + £ ^ U . t ( 0 ) £ ± ) 
n * 1=1 1 V j= l J / 

= v(0) + u(0) E M — +t(0) E
 K-AL

 h. t . 

i=l 1 i=l 1 i - l 

En par t icu l ie r , on a : 
lim ^ = v(0) + u(0)Log2 + ^ L o g 2

2 . 

On a : a (n) = - n + 3 

b(n) = n 2 + n - l 

c(n) = n . 

Vu les formules, on cherche à obtenir constant non nul. Pour cela, et 
2 

en respectant "l 'homogénéité", on pose r(n) = an + b , s(n) = en +dn + e . 

£ (n) est a lo rs un polynôme de degré 6 en n (voir l f appendice I pour son 
6 2 

expression complète). Son t e r m e de plus haut degré est + n ( a + c + l ) ( a - c -1 ) , 

donc on doit avoir a = c + 1 ou a = - c - 1 . 

Cas 1. 
5 2 

a = - c - l • Le t e r m e dominant est n (c+1) ( - c + b + d ) donc c = - 1 

ou c = d + b . 

Cas 1 .1 . 
3 2 

Si c = - 1 , a = 0 et le t e r m e dominant est n (b+d + l ) ( b - d + 1) 

donc d = - b - 1 ou d = 1+b . 
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Cas 1 . 1 . 1 . 
2 2 

Si d = - b - 1 le t e r m e dominant est n (4e)(b+l) , donc on doit avoir 

e = 0 ou b = - 1 . 
Cas 1 . 1 . 1 . 1 . 

Si e = 0 , on constate que ^ ( n ) = 0 . 

Cas 1 .1 .1 .2 . 
2 

Si b = - 1 , le t e r m e dominant est 2e n , donc e = 0 , donc 

£ 0 (n ) = 0 . 
Cas 1 .1 .2 . 

2 

Si d = 1+b , le t e r m e dominant est 4n (b+l)(b+e+l) , donc b = - 1 

ou e = - b - 1 . 
Cas 1 . 1 . 2 . 1 . 

Si b = - 1 , a lo rs d = 0 = - b - 1 , voir cas 1 .1 .1 .2 . 

Cas 1 .1 .2 .2 . 
2 

Si e = - b - 1 , a lors le t e r m e dominant est -4n(b+l ) , donc b = - 1 , 

voir cas 1 .1 .1 .2 . 

Cas 1.2. 
4 2 

Si c = d + b le t e r m e dominant est 4n e(b+d+l) , donc e = 0 ou 

d = - b - 1 . 
Cas 1 . 2 . 1 . 

Si e = 0 , on constate que = 0 . 

Cas 1 .2 .2 . 

Si d = - b - 1 , a lo rs c = - 1 , voir cas 1 . 1 . 1 . 

Cas 2. 
4 2 

Si a = +c + l le t e r m e dominant est 2n (c+l)(b-d+l) , donc c = - 1 

ou d = 1 +b . 
Cas 2 . 1 . 

Si c = - 1 , a = 0 , voir cas 1 .1 . 
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Cas 2 . 2 . 

Si d = 1 +b le t e r m e dominant est - n (c-l)(c+l)(c+2e +2b +3) , 

donc c = - 1 ou c = 1 ou c = - 2 b - 2e - 3 . 

Cas 2 . 2 . 1 . 

Si c = - 1 , voir cas 2 . 1 . 

Cas 2 . 2 . 2 . 
2 2 

Si c = 1 le t e r m e dominant est n (b+e+2) , donc e = - b - 2 . 

Dans ce cas le t e r m e dominant est 2n(b+3)(b+4) , donc b = - 3 ou b = - 4 . 
Cas 2 . 2 . 2 . 1 . 

Si b = - 3 a lo r s c = 1 , d = - 2 , a = +2 , e = 1 et on t rouve : 

2 

r(n) = 2n - 3 , s(n) = n - 2n + 1 , ^ Q (n) = 1 . 

Cas 2 . 2 . 2 . 2 . 
Si b = - 4 a lo r s c = l , d = - 3 , a = +2 , e = 2 et on t rouve : 

2 

r(n) = 2n - 4 , s(n) = n - 3n + 2 , ^ ( n ) = 8 . 

Cas 2 . 2 . 3 . 
2 

Si c = - 2 b - 2 e - 3 le t e r m e dominant est - 8 n (b+e+l)(b+e+2)(2b+3e+2) 
3 

donc b = - e - l , b = - e - 2 ou b = - - e - 1 . 
Cas 2 . 2 . 3 . 1 . 

Si b = - e - l , c = - 1 , voir cas 2 . 1 . 

Cas 2 . 2 . 3 . 2 . 

Si b = - e - 2 , c = 1 , voir cas 2 . 2 . 2 . 

Cas 2 . 2 . 3 . 3 . 
3 2 Si b = - - e - 1 a lo rs le t e r m e dominant est - 3ne (e-2) donc e = 0 

ou e = 2 . 

Cas 2 . 2 . 3 . 3 . 1 . 

Si e = 0 , a lo r s ^ Q (n) = 0 . 

Cas 2 . 2 . 3 . 3 . 2 . 

Si e = 2 , a lo r s b = - 4 = - e - 2 , voir cas 2 . 2 . 3 . 2 . 

3 
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Conclusion : on trouve tout d 'abord les solutions t r iv ia les 

r(n) = - (n+x (n - l ) ) , s(n) = nx(n) où x(n) est de degré 1 en n , condui­

sant à -&0(n) = 0 . 

D'autre pa r t , on a vu que pour k = 2 , f(n) = n , g(n) = - n , on a 

r(k,n) = n - k donc d 'après (16 ), 

r ( l ,n) = (n-1) + (n-3) = 2n - 4 

s ( l ,n) = (n-l)(n-2) = n 2 - 3n + 2 

ó 

est un procédé d 'accélérat ion, et c 'est effectivement l'une des deux solutions 

t rouvée . Toutefois, ce procédé n'a a p r i o r i r ien à voir avec la suite v^ , et 

c 'es t effectivement ce qu'on constate numériquement . 

On est donc conduit à conserver uniquement la solution r(n) = 2n - 3 , 
2 2 

s(n) = n - 2n + 1 , -#0(n) = 1 , qui donne a'(n) = - n + 7 , b'(n) = n + 5n - 7 , 
3 

c'(n) = n , et on peut recommencer avec cette nouvelle r écu r r ence . On constate 

qu'à chaque étape il y a deux solutions non t r iv i a l e s , et que l 'une des deux p r o ­

vient de r écur rences avec k = 2 . En conservant systématiquement l 'autre solu­

tion, on aboutit aux fonctions suivantes : 

r(k,n) = 2n - 2k - 1 , s(k,n) = (n-k) 2 

a(k,n) = - n + 4k + 3 , b(k,n) = n 2 + (4k+l)n - (2k 2 +4k + l) 
3 6 c(k,n) = n , ^ Q ( k , n ) = k . 

L'étude précédente a été détaillée pour bien mont re r le " m i r a c l e " fon­

damental de la méthode : les t e r m e s de plus haut degré non nuls se factorisent 

toujours de façon s imple, ce qui permet de poursuivre facilement les ca lculs . 

Ce phénomène n 'es t pas encore expliqué. 

II. - CAS GENERAL. 

On prend f (n) = n , g(n) = xn , h(n) = xn . On a donc 

^ = v(0) + u(0) E ^ + t(0) S ^ H. . 
n! . = 1 i 1 = 1 i i - l 

En par t icu l ie r , on a : 



I.25 

Bm ïS> - v,0, - Hi°> L o g , ! - , , + Log 2 ( l -x ) . 
n-^oo n !

 x 2 x z 

Des calculs analogues aux précédents fournissent comme meil leure solution les 

fonctions suivantes : 

r(k,n) = - x ( 2 n - 2 k - l ) , s(k,n) = x 2 ( n - k ) 2 

a(k,n) = x ( 2 n - 2 k - 3 ) + n + 2k 

b(k,n) = - x ( x ( n ~ k - l ) 2 + 2 n 2 + (2k-l)n-k(k+2)) 
2 3 4 6 

c(k,n) = x n , ^ Q ( k , n ) = x k . 

Ceci conduit aux valeurs suivantes pour les r écur rences (6Q) à (12 ) : 

o 3 

/ d (k,n) = (n 2+n(4k+l)+k(k(4-3x)+2))/(n+2k) 

j d (k,n) = - k 2 x 2 ( 3 n 2 + 2 k n + k 2 ) / ( n + 2 k ) 

[ d (k,n) = 3n 3 k 2 x 3 / ( n+2k) 

Î
d (k,n) = (3n(l+x)+k(6-4x)+3)/3 
d_(k,n) = - x ( 3 n 2 + 2 k n + k 2 ) / 3 

4 3 
d 6 (k ,n ) = k x / 3 

2 

Î
d 7 (k ,n ) = (3n (l-x)+n(3-x)(4k+3) + (k+l ) (k(12-5x)+6-3x) ) /3 
d 0 (k ,n ) = - x(3n 3 ( l -x)+2n 2 (4k+3)+kn(5k+4)+2k 2 (k+l) ) /3 

4 3 
d Q (k ,n) = k x (n+2k+2)/3 

/ d 1 ( ) (k ,n ) = n + 2 k 

! d 1 1 ( k , n ) = - 3k 2 x 

( d 1 2 ( k , n ) = k 2 x 2 ( 3 n - 2 k ) 

|

d 1 3 ( k , n ) = (n 3 ( l -x ) 2 +3n 2 ( l -x ) (2k+l )+n(2-x) (6k 2 +6k+l ) 
+ 2k(2-x)(k+l)(2k+l))/(n+2k) 

d (k,n) = - k 2 x 2 (3n 3 ( l -x)+2n 2 (4k+3)+kn(5k44)+2k 2 (k+l) ) / (n+2k) 
3 2 3 

d l r ( k , n ) = n k x (3n(l-x)+2k(3+x)+6)/(n+2k) 
15 
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3 3 2 2 
== (3n (l-x) +n (l-x) (2k(4x+9) +3 (2x+9» 

2 2 2 2 
+n(l-x)(k (7x +14x+36)+k(10x +26x+10S)+3x +3x+7S) 

3 2 2 3 2 
+2(k (x+3)(x -2x+4)+k (2x +2x -13x+54) 

3 
+ k(x - 27x + 7S) + lS (2-x» V(3n (l-x) +2k(3+x) + 6) 

2 2 2 2 2 
== x (k+1) (3n (l-x) (2k+1)+n(1-x)(10x-3)k + (10x+1S)k+3x+9) 

3 2 2 2 
+2«x+3)(2x-5)k +(3x +6x-42)k +(x +2x-27)k-6» 

j(3n(1-x) +2k(3+x) +6) 

424 
d1S (k,n) == k (k+1) x (3n(1-x) +2 (k+1)(3+x) +6)j(3n(1-x) +2k(3+x) + 6) 

Les expressions pour d19 (k, n), d20 (k, n), d21 (k, n) sont trop longues 

pour être données ici. Il suffit de dire que leur dénominateur est de degré 

total 4 en k et n, et que leur numérateur est de degré total respectif 

7 , 10 et 13 en k et n. 

Nous examinerons plus en détail les récurrences que l'on obtient dans 

la marche en escalier suivante 

(k-1,k-1) (k-1,k) 

<:.:;1 
(k+2, k+2) 

Si on pose 

w(k) == v(k,k) et w1(k) == v(k,k+1) 

on a donc les récurrences : 

w 1 (k) c: dl (k, k)w(k) + d2 (k, k)w 1 (k-l) + d3 (k, k)w(k-1) 

w(k+ 1) == d7 (k, k+ l)w 1 (k) + dS (k, k+ l)w(k) + d9 (k, k+ l)w 1 (k-1) 

w1(k+1) == d1 (k+1,k+1)w(k+1) +d2 (k+1,k+1)w1(k) +d3 (k+1,k+1)w(k) 

w(k+2) == d7 (k+1,k+2)w1 (k+1) + dS(k+1,k+2)w(k+1) + d9(k+1,k+2)w1(k) 

w(k+2) == d19(k,k+1)w(k+1) +d20 (k,k+1)w(k) +d21 (k,k+1)w(k-1) 

Cette dernière récurrence est la récurrence diagonale (133) spécialisée au cas 

n==k+1. 

Les coefficients sont donnés par les formules suivantes 
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d 1 (k ,k) = k(3-x) + l / d 1 (k+1, k+1) = k(3-x) + 4 - x 

d 2 (k,k) = - 2 k 3 x 2 d g (k+1, k+1) = - 2 ( k + l ) 3 x 2 

d 3 (k,k) = k 4 x 3 Id (k+1,k+1) = (k+ l ) 4 x 3 

i d (k,k+l) = (k+l)((9-4x)k + 6-3x) 
d_(k,k+l) = - x(k+l) ( (6-x)k 2 +(8-2x)k+3-x) 

3 4 
d .(k,k+l) = x k (k+1) 

9 

i d (k+1,k+2) = (k+2)((9-4x)k + 15-7x) 
dQ(k+1, k+2) = - x(k+2)((6-x)k 2 + (20-4x)k +17 -4x) 

3 4 
d f t(k+l,k+2) = x*(k+1) (k+2) 

9 

d (k,k+l) = (k+2)(3k44)((3k2 + 7k + 3 ) (x 2 -9x + 9)+3-3x)/(3k+2) 
4 Q Q 2 

d 2 Q ( k , k + l ) = - x (k+1) (k+2 ) (9k + 24k +17k+4)/(3k+2) 

d (k,k+l) = x 6k 5(k+l) 3(k+2)(3k+5)/(3k+2) . 

Pour compléter ces r é c u r r e n c e s , il suffit de connaître v(k,n) pour 0 ^ k , n ^ 2 . 

Les valeurs sont les suivantes pour les suites v „ , v r t , v : 
1 2 3 

v 1 (k ,n ) 

\ n 
0 1 2 

k  
0 0 0 1 

1 1 3 - 3 x + 12 

2 2 2 2 x +12 x -36x + 60 66x -360x + 360 

v 2 (k ,n ) 

0 1 2  k  

0 0 1 x + 2 

2 
1 2 - 3 x + 6 x -18x + 24 

2 - 1 2 x + 2 4 28x 2 -132x + 120 - 3 6 x 3 + 4 3 2 x 2 - 1080x + 720 
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v 3 (k ,n ) 

k \ 

0 1 1 2 

2 2 
1 - x + 2 x - 6 x + 6 8x - 3 0 x + 2 4 

2 4 x 2 - 24x +24 - 8 x 3 + 84x 2 - 192x + 120 8 x 4 - 192x 3 + 912x 2 - 1440x + 720 

Nous considérons maintenant la vi tesse de convergence de la r é c u r r e n ­

ce diagonale. Utilisant les formules pour d (k,k+l) , d (k,k+l) , 
19 Zv 

d (k,k+l) on déduit des théorèmes généraux s u r ce genre de r é c u r r e n c e s , 

que le comportement de la récur rence dépend surtout de l 'équation c a r a c t é r i s t i ­

que 

X 3 - 3(x 2 -9x+9)X 2 + 3x 4 X - x 6 = 0 . 

Le discriminant de cette équation vaut : 

- ( 2 7 ) 3 x 6 ( x - l ) 2 ( x - 2 ) 2 . 

Il est négatif donc l'équation ne possède qu'une seule racine r ée l l e , à savoi r 

X x = x 2 - 9x + 9 + (9-6x)^T=x + (9-3x)^/Ô^x)2 

= ( î + î ^ T ) +*fâ=2>V . 

On vérifie que le module des deux au t res racines complexes X et X vaut 

\X2\ = \X3\ = lx(l-3J(ï^))]3/2 

et comme x 6 t - l , l [ , on a \X \ < X . Il en résul te qu'i l existe des 

constantes B et C. ( i = 1,2,3) te l les que quand k -» » 
w.(k) = v.(k,k) ~ k ! V k B C . 

i w ' 1 i 

avec X x = ( l + ^ ï ^ + ^ Ô ^ x ) 2 ) 3 . 

De ceci on peut déduire une estimation de la v i tesse de convergence de la r é ­

cur rence . En effet, on vérifie aisément que l'on a le lemme suivant : 
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LEMME 1. - Si w. (i=l, 2,3) sont trois solutions de la récurrence - 1 

w(k+2) = a(k)w(k+l) + b(k)w(k) + c(k)w(k-l) 

avec w 3 (k) f: 0 pour tout k ,  alors pour i = 1, 2 si on pose 

wi(k) wi(k-l) 6.w(k) = -- - on a la récurrence 
1 W3(k) w3(k-l) 

6 (k+2) = A(k)6(k+l) + B(k) 6(k) 
w3(k+l) où A(k) = a(k) w3(k+2) - 1 , 

On applique ce lemme avec a(k) = d19(k,k+l), b(k) = d20(k,k+l) , 
c(k) = d2l (k, k+1) . On déduit des équivalents ci-dessus que 

A(k) = 
3(x2

-9X+9) 
_ 1 + O(!) 

X2+ X3 + O(!) Xl k Xl k 

x6 1 B(k) =-- + 0(-) 
X3 k 

1 
L'équation caractéristique est : 

2 (X2 + X3) X2X3 X - X + --Xl X2 
1 

X dont les racines sont X: 
\x\ 3 

X et �, donc complexes conjuguées. Leur module Xl 
vaut donc � et de la théorie générale de ce type de récurrences, on dé-

Xl 
duit qu'il existe des constantes B' et 

( Ix l ) 3k 
B' 1 

\6i w(k) 1 � Xl/2 k Ci 
1 

C! telles que 
1 

Or, on vérifie immédiatement que pour tout x E J-al, If on a 
1/2 

lxI/X
l < 1 . 

La suite 6.W converge donc géométriquement vers 0 ,  en d'autres termes 
1 

pour tout x E J - 00,1 r la récurrence diagonale converge (et même géométri-

quement). Il en résulte en particulier que 

wl (k) 1 2 ( \ x\ ) 3k B' 
I -(k) - -2 Log (l-x) \ � 1/2 k Cr;. w3 2x Xl 

w2(k) 1 ( I x l )3k B' " 
IW3(k) + x Log(l-x)\ 

� X�/2 k C2 
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CALCUL EXPLICITE DE v.(k,n) . 

D'après (15 ) on a : 

v 3 (k ,n ) = n»P 3 (k,n) 

v 2 (k ,n ) = n ! [ P 3 ( k . n ) E ^ +xnP2(k,n)J 

r n i - 2 i -1 1 n _ i n 1 n 1 
V l ( k , n ) = n ! P ( k , n ) S - r - S r + x \ ^ n ) T ± + x n P ( k , n ) 

1 L 3 i = 2 i j = 1 ] 2 j = 1 j 1 J 

= n! [P 3(k,n) S H J _ 1 + x n _ 1 P 2 ( k , n ) H n + x^Ck ,n ) ] 
i—2 

où P , P , P satisfont aux récur rences décr i tes en (15 ). Grâce à un calcul 
J. Z o 3 

p a r récur rence extrêmement long, on montre que la solution des r écu r rences 

(15 ) est la suivante : 
3 

I P^k.nA 2 k / a (m,n) \ 

p 2 < k , „ , u , 2

 sj
k-m*-»T™MW )P)h<-> 

VP3(k,n)y V i / 
m (-x)*" 2 (« - ! ) • H 

avec a . fm.n) = E P 
€ = 1 (1-x) (n+l)...(n+g) 

, . ? ( - x ) € _ 1 ( € - l ) ! 
a 2 ( m , n ) = 2j — — j - - - -

€=1 (l-x) e(n+l).. .(n+e) 

Remarque . - {^fj{Jj = ( ^ ^ ( m ^ i ) ' E n d e h o r s d e c e l a ' J e n e 

vols pas de moyen de calculer explicitement la somme in tér ieure portant s u r i . 

On sous-entend évidemment dans ces formules que ^ j = 0 s * b < 0 ou 

b > a quand a , b sont ent iers avec a > 0 . 

Dans le cas par t icu l ie r n = 0 , on peut obtenir des formules plus 

simple» pour P , «t P , : ( - i ) « - y - l \ 

U3(k,o)J = k i =Ul i i x a " x ^ 1 ) 

Il existe également des formules analogues pour P (k,n) et P (k,n) avec 

n ^ 1 , ainsi que pour P^(k,n) , mais el les sont plus compliquées et ne nous 
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serviront pas dans la sui te . A p a r t i r de ces formules nous allons démontrer 

la proposition suivante : 

PROPOSITION 2. - v 1 (k ,n ) , v 2 (k ,n ) , v 3 (k ,n ) sont des polynômes  

en x dont les degrés sont majorés p a r les quantités suivantes : 

d°v 1 (k ,n) <> k - 2 + sup(k,n) 

d°v (k,n) <, k - 1 + n 

d°v (k,n) <, k + inf(k,n) . 

Démonstration. - Pour k = 0 , on a Vg(0,n) = n! , 

n x i - l n x i - 2 
v o (0 ,n ) = n! ]C —— , v.,(0,n) = n! Zî —:—H. ^ donc la proposition est 

A î l i=2 1 i~l 

vra ie pour k = 0 . Soit k > 1 donné et supposons la proposition vra ie pour 

k - 1 (et tout n ) ; démontrons-la pour k . Nous raisonnons p a r r écur rence 

s u r n : s i n = 0 les formules c i -dessus montrent que £ ( k , 0) est un p o ­

lynôme en x de degré majoré p a r 2 k - 2 pour j = 1 , k - 1 pour j = 2 

et k pour j = 3 , ce qui donne bien la proposition. Supposons-la démontrée 

jusqu 'à n - 1 , et montrons- la pour n . Pour cela, on util ise la formule 

(10 ) qui nous donne ici 
o 

v(k,n) = (n+2k)v(k,n-l) - 3k 2 xv(k - l , n ) + k 2 x 2 ( 3 n - 2 k ) v ( k - l , n - l ) . 

On a donc 

d°v 1 (k ,n) ^ s u p ( k - 2 +sup(k ,n- l ) , k - 2 + s u p ( k - l , n ) , k - 2 +sup(k,n)) 

<. k - 2 +sup(k,n) 
d°v (k,n) <; s u p ( k + n - 2 , k + n - 1 , k + n -1 ) = k + n - 1 

ù 
d°v (k,n) <; sup(k + in f (k ,n - l ) ,k + inf(k- l ,n) ,k+inf(k ,n)) 

o 

<. k+inf(k,n) 

d foù la proposition en utilisant notre double r écu r r ence . 

Remarques . -

1) En raisonnant plus finement (par exemple en calculant expl ici te­

ment le coefficient de plus haut degré) , on doit pouvoir démontrer qu'il y a 
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égalité dans la proposition c i -dessus . C'est en tout cas vra i pour les pet i tes 

valeurs de k et n . 

2) Expérimentalement, on voit que les coefficients du développement 

en sé r i e de v (k,n)/v (k,n) + k Q g ( l x ) g o n t n u j g j u s q u » a u degré 2k+n non 
X 1 XjO ^ 1 

compr i s , et de même pour v 1 (k ,n) /v Q (k ,n) 0- x ) j u s q U î a u degré 
1 O Ci ^CJ 

2 k + n - l . 

Il est donc probable que , v g , v^ sont les seules solutions (à 

un facteur multiplicatif global près) des conditions suivantes : 

d°v 1 (k ,n) ^ k - 2 + sup(k,n) 

d°v 2 (k ,n ) <; k - 1 + n 

d°v 3 (k ,n) £ k + i n f ( k , n ) 

(donc en tout 4k + 2n coordonnées homogènes, soit 4k + 2 n - l inconnues), 

/i x / /i x Log(l-x) „ „ 2k+n-l 2k+n 
v 2 ( k , n ) / v 3 ( k , n ) + — ^ = 0 + Ox +...+ Ox + a 2 k - m X + — 

/i x / /i x 1 Log 2 ( l -x ) n „ n 2k4n-2 ^ 2k+n-l 
v 1 ( k , n ) / v 3 ( k , n ) - 2 - y — 2 = 0 + 0 x + - + 0 x + b 2 k + n - l X 

(donc en tout 4k + 2 n - l équations). Le système est donc soluble (et p robable­

ment de façon unique). Cela correspond donc a un problème d'approximants de 

Padé s imul tanés . 

APPLICATIONS ARITHMETIQUES. 
p 

Nous allons u t i l i ser les résul ta ts précédents dans le cas où x = — 

est un nombre rationnel pour obtenir des théorèmes ar i thmét iques . 

Nous allons démontrer le théorème suivant : 

THEOREME. - Soit x Ç f - l , l [ , x ^ 0 un nombre rationnel, 
p 

Ecrivons x = — avec P , Q Ç 'E , Q > 0 . Nous supposons que la  

condition suivante est satisfaite : 
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Alors Log(l-x) n T est pas un nombre quadratique su r <$ . Plus p r é ­ 

cisément : 

a) pour tout e > 0 , il existe une constante C(e) > 0 tel le que 

pour tout a , b , c Ç Z , (a,b) ^ (0,0) on ait : 

j a l x > g 2 ( l - x ) + b l x > g ( l - x ) + c | â — 
H 

où H = s u p ( | a | , \ b \ ) et 

m M 3 I x > g ( ( l ^ ^ + ^ ( I ^ ) 2 ) 3 / 2 / l x b 

|^gj(Wa^V(i^Li).2(1+LogQ) 

b) Pour tout g > 0 , il existe une constante C(e) > 0 te l le que  

pour tout nombre quadratique ç de hauteur H on ait 

lLog ( l -x ) - ç l > C , ( e > . 
1 & v b l __m(x)+e 

xi 
2 

(Si aç +bç + c = 0 est le polynôme minimal de ç s u r 2Z on pose 

H = s u p ( | a | , | b | ) ). 

Démonstration. - Admettons provisoirement les deux lemmes suivants : 

LEMME 3 . - Posons d f c = P . P . C M (1,2 , . . . ,k) . Alors 

d ? Q 2 k " V ( k ) / k ! 3 € K 
IV JL 

d k Q 2 k _ 1 w 2 ( k ) / k ! 3 € » 

Q w g ( k ) / k r e tl . 

LEMME 4. - Si (a ,b ,c ) ^ (0,0,0) , on ne peut pas avoir 
2 

2ax w (k) - bxw (k) - cw (k) = 0 
1 ¿1 O 

pour 3 valeurs consécutives de k . 

Démontrons le a) du théorème . Posons pour i = 1,2,3 : 
2 2k 3 2 

p.(k) = d, Q w.(k)/k! . D T après le lemme 3 , x p (k) , xp (k) et p (k) 
i k i i z o 

sont en t i e r s . On a donc pour k ent ier quelconque : 
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| a L o g 2 ( l - x ) + b L o g ( l - x ) + c | = | a ( L o g 2 ( l - x ) - 2 x 2 

P 2 (k) 
+ b(Log(l-x) + x — } ) 

2 a x 2

P l ( k ) - b x p 2 ( k ) - c p 3 ( k ) 

+ p^(k) i 

| 2 a x 2

P l ( k ) -bxp 2 (k) - c p 3 ( k ) | ( | a | + | b l ) 

~ P^k ) c

k d - e i ) 
2 

3/2 3 
pour tout e 1 > 0 et k assez grand, avec = / | x l 

D f après les lemmes 3 et 4 , quitte à modifier k d Tau plus 2 uni tés , 
2 

on peut toujours supposer 2ax p 1 (k) - bxp (k) - cp (k) ^ 0 • Enfin, d ' après 
2 2 

l 'équivalent t rouvé pour w. , on a Logp (k) ~ k LogC avec C = X Q e 
1 O -L JL J. 

donc pour tout e > 0 et k assez grand on a 
Ci 

P 3 (k) * 4 < 1 + e2> . 

On a donc 
, 2 , 1 ( I a l + | b | ) 
| a L o g (l-x) + b L o g ( l - x ) + c | s k ( 1 + e 2 ) " k ( 1 _ 6 l ) ' 

C l C 2 

On voit immédiatement que la condition (*) équivaut à C. < C Q . Choisissons 
JL Ci 

et e 2 a ssez peti ts pour que ( l - e ^ L o g C g > ( l + e ^ L o g C ^ . Il est a lo r s 

facile de voir que s i on pose 
L o g ( l a H b l )  

( l - e i ) L o g C 2 - ( l + e 2 ) L o g C 1

 + X ] 

on a 

C l C 2 

où m'(x) = ( l - e ^ L o g c ^ a i - e ^ L o g C g - a + e g J L o g C ^ . 

Si r\> 0 on a c"1^1^2* -c"1^1""61* > 0 . Choisissant n a s sez 

grand pour que toutes les inégalités voulues soient sa t is fa i tes , et ajoutant au 
2 

plus 3 unités pour que k soit un ent ier te l que 2ax w^(k) - b x W g ( k ) - c W g ( k ) ^ 0 

ce qui est possible d 'après le lemme 4, on en déduit le a) du théorème , en 
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remarquant que m T(x) -> m(x) quand e1 et e 2 - 0 et que le remplacement 

de ( | a | + | b | ) p a r s u p ( l a | , | b | ) ne fait que changer la constante C(e) . 

b) se déduit aisément de a) : s i Ç est un nombre quadratique de p o ­

lynôme minimal s u r IL 

2 

a§ + bç + c = 0 

on peut a lors é c r i r e 
| a L o g 2 ( l - x ) + b L o g ( l - x ) + c - ( a Ç 2 + b Ç + c ) | ^ 7 ^ — 
I „m(x) - l+e 

H 
soit 

| lx>g( l -x ) -gHa (Log( l -x )+g )+bl > m

C

( ^ 1 + £ . 

H 

Si | L o g ( l - x ) | ^ 1 , il n 'y a rien à démont rer . Sinon 

| a (Log( l -x )+Ç)+b | £ | a | ( 2 | L o g ( l - x ) | +1) + | b | <> M. H où M ne dépend que 

de x , d !oû le résul ta t . 

II res te à démontrer les lemmes 3 et 4 . 

Démonstration d u l e m m e 4 . - Posons 

/ w 1 ( k - l ) w 2 ( k - l ) w 3 ( k - l ) \ 

M k = w i ( k " 2 > w

2 ( k " 2 > w

3 ( k - 2 ) 

Vw (k-3) w (k-3) w (k-3) / 
J. Là O 

La récur rence obtenue pour v.(k,k) = w^(k) s ' écr i t matr iciel lement : 

/ d i g ( k , k + l ) d 2 Q ( k , k + l ) d 2 1 ( k , k + l ) \ 

M k + 1 = 1 0 0 k 

V 0 1 0 / 

donc en par t icu l ie r det M ^ + 1 = d 2 1 ( k , k + l ) d e t . 

Comme d_ n (k ,k+l) = x 6k 5(k+l) 3(k+2)(3k+5)/(3k+2) ^ 0 pour k s i et 
2 

x ^ 0 , et que det M = 90x (2-x) ^ 0 également il en résul te que det M, ^ 0 
O K. 

pour tout k . Il en résul te que toute combinaison l inéaire nulle des colonnes 

de M, est la combinaison t r iv ia le , ce qui n f es t au t re que le lemme 4 . 
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Démonstration du lemme_3. - Vu la proposition 2, il est c la i r que le 

lemme 3 résu l te ra du lemme suivant : 

LEMME 5. -

d 2 w 1 ( k ) / k ! 3 € B l x l 

d k w 2 ( k ) / k ! 3 Ç K[x] 

w 3 ( k ) / k ! 3 e W[x] . 

Vu les formules explicites pour w.(k) , il est c la i r que 
3 1 

w (k)/k! 6 2£[x] . D'autre pa r t , on peut é c r i r e : 

[n+mUm\[k\[k+i\ ( l - l ) ' Jn+mUkUk+i \ (m-C)! (€-1)! 

V m j[i m j (n+1)... (n+€) l ^ m - s j v i ) [ m j i! (m-i)! 

Posons Y = ^ m . , f ^ . f d, . Considérons deux cas : 
i!(m-i)! k 

1er cas i > € . 

Dans ce cas 

Y . E l . 
«G) k 

Or, i<^ k , donc d T après un résultat bien connu |d^ donc Y € Z . 

2e cas i < g . 

Dans ce cas 

Or , m - i £ k , donc comme précédemment Y f ï . De ce qui p récède , on 

déduit immédiatement la deuxième asser t ion du lemme 5. Pour la p r e m i è r e , il 

est c la i r qu f i l suffit de mont re r que pour j te l que l £ j <; sup(k ,£- l ) . on a 
Y 

—d^ € 2Z . Or ceci est c la i r si j £ k . Si j > k on a £ - l > j > k ^ i et 

on se trouve donc dans le 2e cas examiné plus haut. Comme dans ce cas 
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il suffira de mont re r que y ^ J— € 2£ . Or , on a : 

' 1 1 ' k N ) ( e ^ ) k 

et on a € - i - 1 ^ a - ( m - k ) - l £ k - 1 donc («-j) ( ^ . T 1 ) ^ » d ' o ù l a l è r e 

asser t ion du lemme 5, et donc le lemme 3 . 

COROLLAIRE. -

a) Il existe une constante C > 0 tel le que pour tout a , b , c Ç Z , 

(a,b) ï (0,0) on a : 

| a L o g 2 2 + b L o g 2 + c | ^ 
H 

où H = s u p ( | a | , | b | ) . 

b) Il existe une constante C > 0 tel le que pour tout nombre quadra­ 

tique ç de hauteur H on ait 

^ g 2 - ? l * 287,819 « 
H 

Démonstration. - En effet, dans ce cas l ' inégalité (*) est tout juste 

satisfaite (le membre de droite vaut 1 ,01058. . . ) et on calcule que 

m(x) < 287,819 . 
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APPENDICE 

6 3 2 2 2 3 2 5 3 2 2 £ (n) = n ( - a - a c - a +ac + 2 a c + a + c + 3c +3c + l) + n (6a +4a c - 3 a b 
2 2 2 3 2 2 2 

- a d + 9a - 8 a c -2acb +2acd - 1 4 a c -2ab + 2ad - 6a - 6c +c b + 3 c d - 2 1 c 

+ 2cb + 6 c d - 2 4 c + b + 3 d - 9 ) + n 4 ( - l i a 3 - 2 a 2 c + 18a 2 b + 2 a 2 d - a 2 e - 3 2 a 2 

2 2 2 + 22ac + 9 a c b - 1 3 a c d + 2 a c e + 3 7 a c - 3 a b -2abd + 17ab+ad - 1 3 a d + 2 a e 
3 2 2 2 2 2 2 + 10a + 13c - 9 c b - 1 5 c d + 3 c e+62c - c b + 2cbd - 14cb+3cd -34cd + 6ce 

+ 8 2 c - b 2 + 2 b d - 5 b + 3 d 2 - 1 9 d + 3 e + 3 3 ) + n 3 ( 2 a 3 - 7 a 2 c - 3 5 a 2 b + 2 a 2 d + 56a 2 

2 2 2 -20ac - 9 a c b + 2 5 a c d - 1 0 a c e - 4 4 a c + 1 8 a b +5abd -2abe - 56ab - 5ad +2ade 
3 2 2 2 2 2 + 3 1 a d - 1 2 a e + 5 a - 1 2 c +31c b+26c d - 1 2 c e - 1 0 6 c +5cb -15cbd+2cbe 

+ 39cb - 12cd 2 + 6cde +8Oed - 26ce - 158c - b 3 - b 2 d + 8 b 2 +bd 2 - 13bd +2be 
3 2 2 3 2 2 2 2 

+ 5b+d -13d + 6 d e + 5 3 d - 1 4 e - 6 3 ) + n (12a +4a c + 18a b - 3 a d + 2a e 
2 2 2 2 -48a - Н а с - 7acb - 5acd + H a c e + 18ac - 36ab +abd +abe +88ab +5ad 

2 3 2 2 2 2 2 
- 7ade - 2 9 a d + a e + 2 6 a e - 3 0 a + 4 c - 5 1 c b - 1 8 c d + 18c e + 117c - 7 c b 

2 2 3 2 +40cbd -12cbe -57cb + 15cd - 18cde - 107cd+3ce +50ce + 184c +6b +3b d 

- b 2 e - 24b 2 - 6bd 2 +2bde +32bd - 12be + 10b - 3 d 3 + 3 d 2 e +22d 2 - 18de - 84d 
2 3 2 2 2 2 2 2 + 3e +33e + 66) + n(-8a +4a c + 12a b - 2 a d + a e + 16a +28ac +8acb 

2 2 2 
- 27acd+8ace-ь8ас+24ab - 5abd + 3abe - 64ab + 5ad + 2 a d - 2 a e -19ae+28a 

2 2 2 2 2 2 +40c b + 4 c d - 1 2 c e - 7 6 c -45cbd+23cbe+48cb - 6cd +18cde+85cd -6ce 

- 50ce - 120c - 12b 3 - b 2 d + b 2 e +32b 2 + l l b d 2 - 9bde - 35bd + b e 2 +26be -20b 

+ 2 d 3 - 6 d 2 e - 2 1 d 2 + 3 d e 2 + 2 2 d e + 7 2 d - 5 e 2 - 4 2 e - 3 6 ) - 8 a 2 b - 12ac 2 + 4acb 
2 2 

+ 18acd - 15ace - 8ac - 2abd + abe + 16ab - 6ad + 9ade + 8ad - 3ae 
2 2 2 2 

- 8a - 12c b + 4c e + 20c + 4cb + 18cbd - 15cbe - 20cb - 6cde 
- 30cd + 5 c e 2 + 2Ice + 32c + 8 b 3 - 2b 2 d + b 2 e - 16b 2 - 6bd 2 + 9bde 

+ 14bd - 3 b e 2 - 19be + 8b + 2 d 2 e + 10d 2 - 3 d e 2 - 13de - 24d + e 3 

2 
+ 4e + 20e + 8 . 
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EXEMPLE 1 K 

Il est facile de généra l i se r la construction des récur rences explici te­

ment solubles à K quelconque : s i v(n) = v ^ n ) est une suite donnée, et s i 

f ^n ) , ...,fjç(n) sont des fonctions ar i thmét iques , on pose pour i = 2 , . . . , K : 

v V ) = v 1 _ 1 ( n ) - f . ^ n + l ^ V ) 

et la r écur rence s ' éc r i t 

v K (n ) = f K ( n ) v K ( n - l ) , 

ce qui donne : 

v\(n) = v 1 (0 )v k (d ) + v 2 ( 0 ) v K 1 ( n ) +... + vK(0)v1(n) 

n f J f l , - ! ) 

o ù : v . W - f j l W , v K _ 1 ( n ) = f 1 ! ( n ) i E i l - ^ - r 

et plus généralement : 
n f2! ( i r l ) f3! d 2 - l ) V l " 1 f

j + l ! ( i i _ 1 ) 

v__ .(n) = f, !(n) Ti .f. . ... , Z) o . . . . • • • £ a , . . . — • 

K-J 1 f ^ ) i 2 = i f 2 ! d 2 ) i . = i fj! (i.) 

Nous considérerons ici les cas par t icu l ie rs 

f^n) = n , f.(n) = nx pour 2 <s i<; K . 

On a donc 
n! n x 1 1 J 1 

v (n) = n! v (n) = - r £ - r — £ 7 - - • £ 7-
K-j XJ i 1 = j h i 2 = | - i i 2 ij 

et en par t icu l ie r : 

v \ n ) 1 / A A v2<0) y „ , , v 3 ( 0 ) T 2 7 1 . . n K - l v K (0 )Lqg K " " \ l - x ) 
l im — ~ = v (0) - — ; I x > g ( l - x ) + —YLog (1-x) -K..+ (-1) — * , 1 • 
n — n ! x ' 2 | X 2 ( K - l ) ^ " 1 

Les exemples 1 et 1 (ainsi que l 'exemple 1. qui n 'a pas été rédigé) 
2 3 4 ^ 

conduisent à conjecturer que l'on a les valeurs suivantes pour les a j ( k , n ) et 

r . (k,n) : 

soit A l 'opérateur agissant s u r la variable n et défini p a r 

Af(n) = f(n) - f(n-1) . Interprétons A 1 comme étant nul . Alors : 
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Conjectures : 
K-i 

i \ K A t - .K- l i -1 
1) r . (k,n) = - ^ T ) [ ( n - k ) (-x) 

2) Si w! K ) (k ) = v K ( k , k ) a lors il existe B , C. : w | K ) ( k ) ~ k! W c . 
1 1 i i l i 

où : 
v ( x \ /1^/1 xVK^ ^ V (K -1 ) /K,K 

1 V i - ( i - x )

1 / K ) ' 

3) degré v.(k,k) ^ (K-l)k - (K-i) . 

4) Il existe B 1 et C | t e l s que : 

W ( K ) (k) i 
K-i V ' (-1) 1

 T i v k, B» 
— t ^ t ^ - r - L o g (1-x) s XTi C 
W ^ ( k ) i i x 1 1 

T f l - 2 ( l - x ) 1 / K

+ ( l - x ) 2 / K \ K / 2 

= l l - 2 ( c o s ^ ) ( l - x ) 1 / K

+ ( l - x ) 2 / K i ' 

5) Enfin la condition à sat isfaire pour quTon puisse obtenir un résul tat de 
p 

nature ari thmétique est la suivante ( x = - avec Q > 0 , P . Q Ç Z ) : 

Q < ~ ( X X 1 ) " 1 / ( K ~ 1 ) ou encore 

« < ê ( P J 
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EXEMPLE 2 3 

Prenons f(n) = g(n) = h(n) = n . On a donc 

= v ( 0 , + „ ( 0 , ë A + t ( 0 ) Ê - l u » 
n ! i=i i=i i 2 i " 1 

où h » . ' s » . 
1-1 ]2 

1 A d(n) 1 . . . . 1 , - 2 . . . . . . . . n 4 

= 2^~J " 2 C ( 4 ) = 2 ( ^ ( 2 ) ^ ( 4 ) ) = m ' 

Il en résul te que 

l i f = Ï<0)+U<°»Ï + t < ° ) î 2 T • 

On cherche à obtenir (k,n) ne dépendant pas de n et non nul. Il y a un 

certain nombre de solutions à ce problème. Nous choisissons pa rmi ces solu­

tions celle qui semble donner la mei l leure accéléra t ion. 

On trouve a ins i : 

r(k,n) = - 2 n 2 + 2(k+l)n - ( | k 2 + k + l) 
o 

2 k 2 2 2 
s(k,n) = (n - k n + — ) ( n - k n + k ) 

o 

2 2 
a(k,n) = 3n - 6 n + 3 k + 3k + 5 

b(k,n) = - 3 n 4 + 6n 3 - (3k 2 + 3k+7)n 2 + (2k 3 +6k 2 44k+4)n - (k 4 +3k 3 44k 2 +2k+l ) 

6 
c(k,n) = n 

1 12 
•&Q(k,n) = - — k 

Ceci conduit aux valeurs suivantes pour les r écur rences (6 ) à (12 ) : 

2 
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d 1 (k ,n ) = (3n 4 +6n 3 (2k+ l )+n 2 (22k 2 + 18k + 3 )+2nk(10k 2 +l lk+3) 

+ k 2 (13k 2+10k + 5)) /(3n 2 +6nk + 5k 2 ) 

!

d 2 (k ,n ) = k 4 (14n 4 +14kn 3 + 9 k 2 n 2 + 4 k 3 n + k 4 ) / ( 3 ( 3 n 2 + 6nk + 5k 2 )) 

d 3 (k ,n ) = - 1 4 k 4 n 6 ( 3 ( 3 n 2 + 6 n k + 5k 2 )) 

' d 4 ( k , n ) = 2n 2 +n(k+2) + | | k 2 +2k + l 

< d_(k,n) = - ( 1 4 n 4 + 1 4 k n 3 + 9 k 2 n 2 + 4 k 3 n + k 4 ) / 1 4 
5 

Д ( к , п ) = k 8 / 4 2 

!

d ? (k ,n ) = (42n 3 (3k+2)+n 2 (307k 2 +434k + 154)+2n(160k 3 +349k 2 +245k + 56) 

+ 157k 4 +468k 3 +507k 2 +238k+42)/42 

d g (k ,n ) = - (42n 5 (3k+2)+n 4 (181k 2 + 224k + 70)+2kn 3 (68k 2 +97k + 35) 

+ 3k 2 n 2 (24k 2 +38k + 15) +2k 3n(k+l)(13k+10) +5k 4 (k+ l ) 2 ) /42 

d (k,n) = k 8 (3n 2 +6n(k+l )+5(k+l ) 2 ) /126 

' d 1 0 ( k , n ) = (3n 2 +6nk + 5 k 2 ) / 3 

< d 1 1 ( k , n ) = 14k 4 / 9 

d 1 0 ( k , n ) = - k 4 ( 1 4 n 2 - 1 4 k n + 5 k 2 ) / 9 

^ d 1 3 ( k , n ) = (9n 4 (9k 2 +9k + 2 )+12n 3 (18k 3 +27k 2 +13k + 2) 

+n 2 (265k 4 +530k 3 + 364k 2 +99k + 9)+2nk(88k 4 +220k 3 +194k 2 

+ 71k + 9) + 5 k 2 ( k + l ) 2 ( l l k 2 + l l k + 3))/(3(3n 2 + 6nk + 5k 2 )) 

\ d 1 4 ( k , n ) = k 4 (42n 5 (3k+2)+n 4 (181k 2 +224k + 70)+2kn 3 (68k 2 + 97k + 35) 

+3k 2 n 2 (24k 2 +38k + 15) +2k 3n(k+l)(13k+10) +5k 4 (k+l) 2 ) / (9(3n 2 +6nk+5k 2 ) 

à (k,n) = - k 4 n 6 ( 4 2 n ( 3 k + 2 ) + 5 ( l l k 2 + 2 8 k + 14))/(9(3n 2+6nk + 5k 2 )) 
\ 15 
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!

d,„(k,n) = (126n 3 (27k 3 + 99k 2 +114k+40)+3n 2 (1251k 4 +7785k 3 + 17018k 2 

lo 

+ 15386k +4760) + 6n(417k 5 +3181k 4 +9638k 3 + 14274k 2+ 10157k 

+ 2716) + 5(132k 6+ 1227k 5 +4685k 4 + 9414k 3+ 10463k 2 + 6048k 

+1400))/(3(42n(3k+2) + 5 ( l l k 2 + 28k +14))) 

d l 7 ( k , n ) = (k+l) 4 (42n 2 (78k 4 +247k 3 +258k 2 +117k + 20)+2n(85k 5 +2845k 4 

+ 8410k 3 +8555k 2 + 3815k +644) -5(110k 6 +577k 5 +841k 4 +153k 3 

- 403k 2 -280k-56 |^ (9(42n(3k+2)+5( l lk 2 +28k+ 14))) 

d 1 0 ( k , n ) = - k 8 ( k + l ) 4 ( 4 2 n ( 3 k + 5 ) + 5 ( l l k 2 + 50k + 53))/(27(42n(3k+2) 
1 8 2 

+ 5 ( l l k +28k + 14))) . 

Les expressions pour d (k,n) , d (k,n) , d (k,n) sont t rop Ion-

gues pour ê t re données ic i . Leur dénominateur est de degré total 8 en k 

et n , et leur numéra teur est de degré total respectif 14 , 20 et 26 en 

k et n . 

Nous allons examiner plus en détail les r écur rences que l'on obtient 

dans la marche en esca l i e r suivante : 

( k - l , k - l ) <k-l,k) 
x K 

(k ,k ) i x (k,k+l) 

* . t Si on pose 
(k+1 k+1)* ¥ (k+l.k+2) 
{ ' ' w(k) = v(k,k) et w^k) = v(k,k+l) 

* (k+2,k+2) on a donc les r écur rences : 

w (k) * d1(k>k)w(k) + d 2 ( k , k ) W l ( k - l ) + d 3 (k ,k)w(k- i ) 

w(k+l) = d„(k,k+l)w 1 (k) + d Q(k,k+l)w(k) +d f t (k ,k+l)w (k-1) 
7 1 o y 1 

w f k + l ) = d (k+l,k+l)w(k+l) + d (k+1, k+l)w (k) + d (k+l,k+l)w(k) 
1 1 et L ô 

w(k+2) = d„(k+l,k+2)w 1 (k+1) + d_(k+l, k+2)w(k+l) + d_(k+l,k+2)w 1 (k) 
7 1 o y i 

w(k+2) = d (k,k+l)w(k+l) +d 2 Q (k ,k+ l )w(k) + d 2 1 (k ,k+ l )w(k - l ) . 

Cette dern ière récur rence est la r écur rence diagonale (13^) spécial isée 

au cas n = k + 1 . 
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Les coefficients sont donnés p a r les formules suivantes : 

' d (k,k) = 5k 2 + 4k + 1 ( d (k+l,k+l) = 5k 2 + 14k + 10 

< d 2 (k ,k ) = k - d 2 (k+ l ,k+ l ) = (k+1) 6 

d 3 (k ,k ) = - k 8 / 3 [d3(k+1,k+1) = - ( k+ l ) 8 / 3 

' d ? ( k , k + l ) = (k+l) 2 (65k 2 +84k + 28)/3 

- d g (k ,k+ l ) = - (k+l ) 2 (39k 4 +108k 3 +117k 2 +58k + l l ) / 3 

d g (k ,k+ l ) = k 8 ( k + l ) 2 / 9 

'd ? (k+l ,k+2) = (k+2) 2(65k 2+214k + 177)/3 

. d Q (k+l,k+2) = - (k+2) 2 (39k 4 +264k 3 +675k 2 + 772k + 333)/3 
8 2 

d g (k+l ,k+2) = (k+l)°(k+2) / 9 

|

d 1 9 ( k , k + l ) = (k+2) 2 (2023k 6 +14739k 5 +43753k 4 +67500k 3 +56880k 2 +24768k 

+4368)/(3(7k 2 +9k + 3)) 

d 2 Q ( k , k + l ) = (k+l) 6 (k+2) 2 (399k 6 +2109k 5 +4345k 4 +4508k 3 +2560k 2 +768k + 96)/ 

(9(7k 2+9k + 3)) 

10 fi 2 2 9 
^d 2 1 (k ,k+ l ) = - k (k+1) (k+2) (7k +23k + 19)/(27(7k +9k + 3)) . 

Pour compléter ces r é c u r r e n c e s , il suffit de connaître v(k,n) pour 0 ^ k , n < £ 2 . 

Les valeurs sont les suivantes pour les suite v ,v ,v : 
JL di O 

v J ( k , n ) 

X n
 0 1 2 

k \ 

0 0 () \ î 

1 1 14/3 140/3 

2 247/9 1277/3 26824/3 
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v 2 (k ,n ) 

k N. 

0 0 ï 5 

ï 5/3 28/3 283/3 

~~2 500/9 2588/3 163072/9 

v 3 (k ,n ) 

n „ _ 
. \ 0 1 2 
k \ 

__ - - -
1 1 17/3 172/3 

2 304/9 4720/9 99136/9 

Nous considérons maintenant la vi tesse de convergence de la récur rence 

diagonale. Utilisant les formules pour d (k,k+l) , d (k,k+l) , d (k,k+l) 
J- y ct\J Là JL 

on déduit des théorèmes généraux su r ce genre de r écu r r ences , que le compor­

tement de la récur rence dépend surtout de l'équation caractér is t ique : 

3 289 2 57 1 
X 3 X 9 X + 27 ° * 

Y 

Posons X = — . L'équation devient : 

Y 3 - 289Y 2 - 57Y + 1 = 0 . 

Le discriminant de cette équation vaut 

368947264 = 2 6 . 7 8 . 

Il est positif donc l'équation possède 3 racines rée l les , Y 2 , Y^ de va­

leurs numériques approchées : 
Y1 = 289,1970854. . . Y g = 0 ,0162114. . . Y g = - 0 ,2132969. . . 

On vérifie que X ,X ,X appartiennent au corps cubique cyclique de d i s c r i -
2 1 2 3 

minant 7 , ce qui est d 'a i l leurs suggéré p a r la factorisation du discr imant , 

et même plus précisément que s i Qy^9 9 3 s o n t ^ d a n s u n c e r t a i n o r d r e ) l e s 

racines de l'équation définissant ce corps : 
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Y 3 - Y 2 - 2 Y + 1 = 0 

a lo r s pour i = 1,2,3 on a Y. = G. 
1 1 

De ce qui p récède , on déduit qu'il existe des constantes B et CL 

(i=1,2,3) te l les que quand k -* » : 

w.(k) = v.(k,k) ~ k i W c , 
i i 1 i 

avec X1 = Y / 3 = 96,39902847. . . 

Pour avoir une estimation de la vi tesse de convergence, nous raisonnons comme 

dans l 'exemple 1^. Si on pose 

w.(k) w.(k-l) 
A.w(k) = — — . — — 

i w 3 (k) w 3 ( k - l ) 

a lo r s A.w(k) satisfait une récur rence dont les racines de l'équation c a r a c t é r i s -

X 2 Xg Y 2 YQ 

tique sont — et — (ou encore — et — ). Ici ces racines sont rée l les 
x l x l Y l Y l 

(ce qui correspond au fait que le discriminant de l féquation du 3e degré initiale 

est posi t i f ) . On déduit donc de la théorie générale qu'il existe des constantes 

B T et C! te l les que 

(X o \ k 

x?) k
 Ci • 

On en déduit en par t icu l ie r 

w 3 (k) 120 [xj ^ 1 X 3 

et — = 
/ i v « v . i X., 1 3 5 5 , 8 . . . 

w 3 (k) 6 ~ V x i / 2 

Il est à r emarque r que, contrairement à l 'exemple 1 , ce résul tat n ' es t pas 

auss i bon que l f on pourrai t e spé re r . Toutefois numériquement, on constate que 

C" et C" > 0 donc il n f y a rien à e s p é r e r de mieux. P a r contre , i l est p r o -
wWk) w 2 (k) 

bable qu'une combinaison l inéaire convenable de A v et de — T T - T conver-
w7(k) w 3 k 

/ X 2 \ k *3\k
 3 

géra comme I —J plutôt que 1^—1 . Des calculs numériques tendent m ê ­
me à acc réd i t e r la conjecture suivante : 

-7 
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CALCUL EXPLICITE DE v.(k,n) . 

D 'après (15 ) on a : 

v 3 (k ,n ) = n ! 2 P 3 (k ,n ) 

v 2 (k ,n ) = n ! 2 [P 3 (k,n) g 4 r + P 2 (k ,n)] 

v ^ k . n ) = n . 2 [Pg(k,n) £ ^ - + P 2 (k ,n )H^ 2 ) + P^k.n)] 

où P , P , P satisfont aux récur rences décr i tes en (15 ). Grâce à un calcul 

X Z o 3 
p a r r écu r rence , on montre que la solution des récur rences (15 ) est la suivante : 

3 

VPg(k,n)/ V ! ^ 

3 l ( m , n ) = L t H n + l h „ ( n + Z ) 

p (m,n) - E p

 1 ;* . 2 €(n+l)... (n+€) 

APPLICATIONS ARITHMETIQUES. 

Il semble qu f ici il n f y en ait p a s . En effet, on doit pouvoir mont re r 
4 k 6 

aisément grâce aux formules c i -dessus que d 3 w.(k,k)/k! £ donc la 
jk i 

constante qui intervient pour la croissance des dénominateurs est 
4 4 

e .3X^ = e Y = 1 5 7 8 9 , 6 . . . ce qui est beaucoup plus grand que 1355,8 . 
Si la convergence avait été gouvernée p a r au lieu de — cela aurai t 

x l x l 
marché . Si notre conjecture est v ra ie , cela ne se produit que pour la combi-

tt 2 2 
naison l inéaire w (k) - -sr w (k) et comme tt 4L $ il n f Y a P a s d'application 

l z 
ari thmétique de ce côté- là non p lus . 

Conjecture. 
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R e m a r q U e - " x f = 17839 ,08 . . . ' 


