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Séminaire de Théorie des Nombres 1.1
6 et 13 novembre 1980

Grenoble

ACCELERATION DE LA CONVERGENCE
DE CERTAINES RECURRENCES LINEAIRES
par Henri COHEN

1. INTRODUCTION

Considérons la relation de récurrence linéaire d'ordre K
K
(1) v) = 2 a m+l-j)vm-j)
j=1 )
ol les aj(n) sont donnés. En général, l'espace vectoriel des solutions de (1)
est de dimension K . Soit {vl,...,vK} une base de cet espace. Nous dirons
que la récurrence (1) converge si le K-uplet (v1 (n),...,vK(n)) considéré comme

élément de 1'espace projectif 1P tend vers une limite quand n- o . Il est

K-1
facile de voir que cette notion ne dépend pas de la base {Vl,...,vK} choisie.

Si vK(n) # 0 pour tout n , il revient au méme de dire que pour tout

i€ [1,K-1] la suite vi(n)/vK(n) tend vers une limite.

Notre but est d'accélérer la convergence de la récurrence (1) (ou mé-
me de faire converger des récurrences qui ne convergent pas). Pour cela, on

introduit des suites ri(n) pour 1<i<K et on modifie la suite v en posant :
K

2) vim) = 2 r, m+K+1-i)v@n+K-i) .
i=1
Si les r; sont choisis de facon judicieuse, les v'(n) convergeront
plus vite que les v(@) , et en général vers la méme limite. On peut mainte-
nant recommencer le procédé en accélérant v'(n) (grice i des suites ri )
et ainsi de suite. On obtient ainsi un tableau de suites avec des récurrences

permettant de construire les tableaux.

Enfin pour une certaine famille de récurrences (1), le terme général

v(n) peut se calculer explicitement, et nous sommes alors conduits & étudier
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ces familles de récurrences.

Le plan de ce travail est donc le suivant : aprés le présent § 1)
(introduction) nous mettons en place en détail la construction et les propriétés
des suites v'(n) dans le §2). Dans le §3) (resp. §4)) nous étudions en détail

le cas k =2 (resp. k=3) avec 3 sous-paragraphes principaux :

A) Traduction des formules générales.
B) Déplacement dans les tableaux.

C) Récurrences explicitement solubles.

2. FORMULES GENERALES

Nous allons montrer qu'il existe une relation du type (1) satisfaite par

v'@®m) . Montrons tout d'abord qu'il existe une matrice

3) M(n)

iy
@@ Mo cick, 1<j<K

telle que V' = M@n)V , oi V et V' sont les vecteurs colonnes :

= t(V(n—l),...,v(n—K)) et V' = 1:(v'(n),...,v'(n—K)) . En effet, par hypothése,

on a :

v'(n-K) = '2 T (@+1-)v (@)
J_
donc on peut prendre

) ij(n) = rj(n) .

Si on suppose par récurrence que pour un certain i>1 les mij (n) sont

donnés pour 1 sj < K tels que

vin-i) = 2 m, 1))

]_
on a
K
vi(n-(i-1)) = v'(n+l-i) = 2 m, (n+2—3)v(n+1—])
j=1
K K-1
= m, (n+1)7: a +1-j)vin-j) + Z mi 1pq @1 n-j')

j=1

= j‘@imi_lj (@ +14)v@-))
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en posant :

)

(5) mi—lj ) = aj (n)mil(n+j) + mij 1

avec par ti = .
par convention miK+1(n) 0

Si on appelle .Bi(n) le déterminant extrait de la matrice M) en
supprimant la ligne i (pour O0<i<K ) alors de 1'égalité V' = M(n)V on

tire (en général)
K i
2 (-1)yv'@-i)5.@m) =0 .
i=0 1

Si ,Bo(n) # 0 on a donc :

K .
(6) vi(n) = 2 a!@+1-i)v'(m-i) avec a'(n) = (—1)1—1.8.(n+i—1)/,& (n+-1)
i=1 1 1 1 0

ce qui est bien une relation analogue a (1).

Remarquons que

D) lmij(n+1-j)\ = \aj(n+1—j)mi1(n+1)+mij+1(n+1-j)|

O<i<K-1, 1<j<K 1<i<K
K1 _ iy 1<j<K
= (-1) a M+l K)|mij n+2-j)| 1<i<K , 15j<K
d'ol les relations :
(N 5. @) = (—l)K-la m+1-K) 5. (n+1)
K K 0
ak(n) = aK(n)ﬁO(n+K)/j}o(n+K-1) .
3. LE CAS K=2
A) TRADUCTION DES FORMULES GENERALES.

On pose ici al(n) =a) , az(n) = b(n) . On a donc :

a,) v(n) = am)v(n-1) + bm-1)v(n-2) .

2
D'autre part, comme on ne s'intéresse qu'aux quotients de suites v vérifiant
la m&me récurrence, on peut supposer en perdant peu de généralité que

rl(n) =1 . On pose alors rz(n) = r(n) , donc
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(22) vi(n) = vin+l) + r(n+l)v(n) .
On a :
a(n)@@+1)+rn+1)) +b(n) b(n-1)(@@m+1)+rn+1))
(32) M@m) =| a@m) + r(@n) b(n-1)
1 r(n-1)
d'ou :
b,m) = r(n-1)@@)+rm)) - b@-1)
,Bl(n) = (a(m)r(n-1)-b@n-1))@m+1)+rn+1)) + bn)r(n-1)
) = B @) @0H) @) - B @H)r@-1)

ﬁz(n) = —ﬁo(n+1)b(n—1) .
On en déduit :

vim) = a'()v'(n-1) +b'(n-1)v'(n-2) avec

(52) a'(m) = a(n+l) + r(n+1) - r(n—l)_BO(n+1)/,30(n)
b'(m) = b(n)ﬂo(n+2)/ﬁ0(n+1) .
B) DEPLACEMENT DANS LES TABLEAUX.

Nous rajoutons maintenant un indice k pour indiquer le nombre de

fois ol la suite initiale (k=0) a été accélérée. Par définition, on a donc :

v(0,n) = v(n) a(0,n) = a() b(0,n) = b(n)

(62) r(l,n)

r(n) m, (1,n) = m. (n) 5,,n) =5,

et les relations de récurrences (12), (22) et (52) se traduisent de la fagon
suivante (noter que chaque récurrence est accompagnée d'un petit diagramme
autoexplicatif, la convention étant que les droites horizontales sont & k

constant, les droites verticales & n constant) :

vk,n) = a(k,n)v(k,n-1) +b(k,n-1)v(k,n-2) NEREVERIVEN L
v(k+1,n) = v(k,n+l) + r(k+1,n+1)v(k,n) (k,n)
(7

)
2 a(k+1,n) = ak,n+l) + r(k+1,n+1) - r(k+1,n—l)_&o(k+1,n+1)/.80(k+1,n)

b(k+1l,n) = b(k,n),DO(k+1,n+2)/,Bo(k+1,n+1) .
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A partir des deux premiéres relations de récurrence ci-dessus on peut trouver
des relations de récurrence entre trois éléments quelconques du tableau, en

procédant par élimination. Citons entre autres :

v Ik,n)
v(k+l,n) = (a(k,n+l) +rk+1,n+l))v(k,n) +b(k,n)v(k,n-1)
(k,n)
(82) vk+1l,n+l) = (a(k,n+2)+rk+1,n+2))v(k+1,n) -,Bo(k+1,n+1)v(k,n)

vk,n) = (a(k-2,n+2)+r(k-1,n+2)+r(k,n+1))v(k-1,n) -,Bo(k—l,n+2)v(k—2,n)

(k,n)
Enfin, on peut obtenir la récurrence diagonale en combinant les deux premiéres

récurrences de (82). Si on pose

d,(k,n) = a(k,n+1) + r(k+l,n+1) d, (k,n) = bk,n)
d3(k,n) dl(k,n+1) d4(k,n) = —,Bo(k+1,n+1) alors

I

vk+1,n+1) = d5(k,n)v(k,n) + d6(k,n)v(k—1,n-l)

(Bp)  avec d, (k, n)d, (k, ) (k, )
dtem) = dyGemdy o) +d o)+ gy
d (k’n)d (kyn)d (k—lyn_l)
aom = - 2 3 4

dg (k-1,n-1)

2
Remarque (voir §4) homogénéité : am) = L, bm) =L, rm) =L,
2

24 _ 2 _ _ 2
_&i(n)—4L ,dl—LI; dy=L", dy=1L, d =L", d =1",
dg = L, vik,n) = L |

Q) RECURRENCES EXPLICITEMENT SOLUBLES.

Un cas ou la récurrence (12) est explicitement soluble se produit quand

elle est de la forme :
vn) - fn)vin-1) = gh-1)(v(n-1)-f(n-1)v(n-2)) .

En effet, dans ce cas, si on pose u(n) = v(@n+l) - f(n+l)v@n) , on a
u) = g)um-1) donc si pour toute fonction arithmétique f on pose
n

flin) = r\—f(i) et f1(0) =1 on a donc ufn) = g!@u(0) dot
i=1
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vin) _ v({@n-1) +g!(n-1)
fim) fim-1)  fi@)

u(0)

donc par récurrence

yo _ gli-1)

ft(n) -v(0)+u(0)Z)1 f1@)
En résumé, si on pose

u(0) =vQ) - f(l)V(O) ; a

v _ gli-1)

A +“(°)1‘? 1)

(10,)
et v(n) satisfait 4 la récurrence :

v(n) = a@)v(n-1) + b(n-1)vin-2)
avec a(m) = f(n) + gln-1) , bn) = - f{n)gh) .

Comme base de cette récurrence, nous choisirons v, pour que vl(O) =0,

u1(0) = 1 , soit encore :

v =0, vQ-=
et v2 pour que v2(0) =1, uz(O) = 0 , soit encore
v2(0) =1, v2(1) =f(1) .

La solution générale de la récurrence est alors :
vin) = V(O)Vz(n) +u(0)V1(n) > (u(0) =v(1) ~£(1)v(0))
et la "limite", si elle existe, de la récurrence est la limite de la suite

A (n)/vz(n) .

Dans le cas ol on a des tableaux de récurrences, on peut alors

écrire :
- g!(-1)
v, (@) = fim)P,(k,n )Z f@ @Rk
vz(n) = f!(n)Pz(k,n)
(112) oil P2 et P1 vérifient les récurrences :

P2(O,n) =1, Pl(O,n) =0
Pz(k+1,n) = f(n+1)P2(k,n+1) + r(k+1,n+1)P2(k,n)
P1 (k+1,n) = g(n+1)P1(k,n+1) + r(k+1,n+1)P1(k,n) + Pz(k,n+1)
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Remarque. - Le choix de r(m) = -f(n) conduit a

bom) =B ) =B, =0 .

4. LE CAS K =3

A) TRADUCTION DES FORMULES GENERALES.

On pose ici al(n) =am) , az(n) = b@m) , a3(n) = cn) . On a donc :
(13) v@n) = a@m)vn-1) +bm-1)v(n-2) + cm-2)vn-3) .

D'autre part, on prend rl(n) =1 (cf. §3) et on pose r2(n) = r() ,

r3(n) = s(n) , donc

(23) vi(n) = v(n+2) + r@+2)vn+l) + s@+l)v(n) .
On a :
mg @) =1, my@ =r@m), my =sm
m, @) =a@+r@) , my,@ =b@+s) , mym =cm
mu(n) = a(n)m21(n+l)+m22(n) mOl(n) = a(n)mll(n+1)+m12(n)
m,, @0 = b(n)mzl(n+2)+m23(n) ; m,, @ = b(n)mll(n+2)+m13(n)
(33) m13(n) = c(n)mZI(n+3) m03(n) = c(n)mll(n+3)
m01(n) moz(n—l) m03(n—2)
M@ = | P11® m,,@-1) m, 4(0-2)
am) +rmn) bn-1) +s(n-1) c(n-2)
1 r(n-1) s(n-2)

Des combinaisons de colonnes évidentes montrent que :
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m23(n—1)
s(n-1)
c(n-2)r(n-1) -bmn-1)s(n-2)

m13(n-1)
s(n-1)
c(n-2)r(n-1) -bn-1)s(n-2)

m13 (n-1)

m23(n-1)
c(n-2)r(n-1) -bn-1)s(n-2)

m21(n+1) mzz(n)
,Bo(n) = |1 rmn)
s(n-2) c(nh-2) ~a(n)s(n-2)
m,, @) m, o @)
b = |1 r(n)
s(n-2) c(n-2) -a(m)s(n-2)
(43) mll(n+1) mlz(n)
.Bz(n) = mzl(n+1) mzz(n)
s(n-2) c(n-2) -a(n)s(n-2)
,83(n) = c(n—2),&0(n+1)
a'() =J91(n)/.b‘0(n) , b'(m) = —ﬁz(n+1)/.30(n+1) ,
c'(n) = c(ﬁ)ﬂo(n+3)/,&0(n+2) .
B) DEPILACEMENT DANS LES TABLEAUX.

(cf. § 3B). On pose :

v(0,n) =
r(l,n) =

Les relations de

vik,n) =
v(k+1,n)
(53) a(k+1,n)
b(k+1,n)
c(k+1,n)

A\

@) ,

a(0,n) =afm) ,

b(0,n) = b) ,

¢(0,n) = c(n)

r) , s(n) =sm , m ) =m@ , 50,0) =) .

récurrence (13), (23) et (43) se traduisent de la fagon suivante :

a(k,n)v(k,n-1) + b(k,n-1)v(k,n-2) + c(k,n-2)v(k,n-3) X_x_*—)i{

= v(k,n+2) + r(kk+l,n+2)v(k,n+1) + s(k+1,n+1)v(k,n)

= ,Dl(k+1,n)/ﬁ0(k+1,n)
,Bz (k+1, n+1)/,30(k+1 ,n+1)
c(k,n)_[}o(k+1, n+3)/,80(k+1 ,N+2)

k n!‘ (k,n)

A partir de ces récurrences, on obtient par élimination les récurrences

suivantes :
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vk,n+l) = dl(k,n)v(k,n) + dz(k,n)v(k-l,n) + d3(k,n)v(k—1,n—1)‘
avec

(6,) dl(k,n) = mll(k,n+2)/m21(k,n+2)
d, (,n)
d,(k,n) = (mzl(k,n+2)m13(k,n)-mll(k,n+2)m23(k,n))/m21(k,n+2)

I

(m, , &,n+2)m_ , (k,n+1)-m, . &, n+2)m,, Kk, n+1))/m21(k,n+2)

Xx—X

(k,npF—X

vk,n+l) = d4(k,n)v(k,n) + d5(k,n)v(k,n-1) + d6(k,n)v(k-1,n-1)
avec
d4(k,n) = (mll(k,n+2)r(k,n+1) - mlz(k,n+1))/d0(k,n)

(73) d5(k,n) = (m21(k,n+2)m12(k,n+1) - mll(k,n+2)m22(k,n+1))/d0(k,n)
dg(k,n) = 5, n+1)/d (k,n)
do(kan) = m21(k’n+2)r(k,n+1) - m22(ksn+1)

(k,n)

vk,n) = mzl(k,n+2)v(k-_1,n+1) + mzz(k,n+1)v(k—1,n) + m23(k,n)v(k—1,n—1)

(85)
(k,n)
v(k+1,n) = d7(k,n)v(k,n) + ds(k,n)v(k,n—l) +'d9(k,n)v(k-1,n—1)
avec
(93) d7(k,n) = d4(k,n)m21(k+1,n+2) + mzz(k+1,n+1)
dS(k,n) = d5(k,n)m21(k+1,n+2) +m23(k+1,n) (k,n)
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vik,n) = dlo(k,n)v(k,n—l) + dll(k,n)v(k—l,n) + dlz(k,n)v(k—l,n-l)

avec
(10, d, k) = d(k,n)/d kn)-d, (k)
d;; (k) = -d,(k,n)/(, (k,n) -d, (&)
dlz(k, n) (d6(ksn) —d3 (k, n))/(dl(k’n) —d4(k9n))

1l

(k,n)

Remarque : dl(k,n) - d4(k,n) = d5(k,n)/m21(k,n+2)

vk+l,n) = d13(k,n)v(k,n) + d14(k,n)v(k—1,n) + dls(k,n)v(k—l,n—l)

avec
(113) d13(k,n) = d7(k,n) + d8(k,n)/d10(k,n) k,n)

d14(k,n) = - ds(k9n)d11(k,n)/d10(kan)
dls(k,n) = dg(k,n) - d8(k,n)d12(k,n)/d10(k,n)
v(k+2,n) = d16(k,n)v(k+1,n) +d, . (k,n)vik,n) + dls(k,n)v(k-l,n)
avec
d, (k,n) =d__(k+l,n) - dlz(k’n)dls(kﬂ,n)

16" 13 ’ d. (k,n)d. _(k,n)

10 15
(k,n)

12
(12g) 4, (c+1,)(d, (e, m) +d o (k) (K, m)

dlo(k,n)d15(k,n)

d; (1, n)(d,, (k,m)d, , (, ) -d, | (k,m)d, (k)
d, & md, _(k,n)

d18(k’n) =

Enfin on peut obtenir la récurrence diagonale en combinant les récur-

rences (63) et (93) :

V(k+2,n+l) = dlg(k,n)v(k+l,n) + dzo(k,n)v(k,n—l) + d21(k,n)v(k—1,n—2)
avec
3. d, gk,n) = d_(k+1,n+1)d, (k+l,n) + dg (k+1,n+1) +d, (k,n-1)d, . (k,n)
3 dZO(k’n) = d7(k+1’n+1)d3(k+1’n) + (dl(kgn_l)dg(ksn) 'dz(k9n"1)d8(k’n))d23(ksn)
d21(k,n) = d3(k,n-1)d9(k,n)d23(k,n)
d, (k+1,n+1)d, (c+1,m) +dg (k+1,n+1) X (k,n)
d7(k,n)d2(k,n-1) + dg(k,n)

d,o(c,m) =
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Remarque. - Pour ne pas trop se perdre dans les formules, il est
bon de se rappeler qu'il y a une certaine homogénéité : si L est une dimen-
sion physique, alors :

am) =L, bm) = L2 , cm) = L3 , rm) =L, sm = L2
Lj-i+2 6+

mij(n) = , _Bi(n) =L et d'autre part :
v(k,n) = L2k+n
2 2
dl—L d4—L d7—L le—L 13—L
3 2 3 2 4
2 = L ’ ds = ’ d8 = L ’ dll = ’ 14 = L ’
_ .4 _ .4 _ .5 _ 13 _ 5
3 = L d6 =L d9 L d12 L 15 L
d =12
16 4 3 6 9
d17 = L6 enfin d19 =L , d20 =L , d21 =L
d18 = L
C) RECURRENCES EXPLICITEMENT SOLUBLES.

Un cas ol la récurrence (13) est explicitement soluble se produit quand

elle est de la forme
(Vn)- (@) +gm-1))v(n-1) +f(n-1)g(n-1)v(n-2))
= h(n-2)(v(n-1) - (f(n-1) +gn-2))v(n-2) +f(n-2)g(n-2)vn-3)) .
En effet, dans ce cas, si on pose u(@m) = v(n+l)-f(n+l)v(n) on a vu au paragra-
phe précédent que
v(n) - fm)+gn-1))vin-1) +f(n-1)gn-1)vin-2) = u(@n-1) -gn-1)un-2)
donc si on pose t(n) = um+1) - g@m+l)u(m) , la récurrence s'écrit
tm) = h)tm-1) d'od :
tm) = h! )t(0) donc (cf. § 3))

um) _ 2 hi@i-1) .
Ml)—u(O)H:(O)E @ 0 gt

i-1 .
v _ 2 u(i-1) _ D gl(i-1) . h!(-1)
fim ~ VO izzl ng O 121 £1(i) (u(O) +t(0)j2=1 Nk
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En résumé, si on pose :

u(0) = v() -fAw© , tO) =vE) - E2)+g@)YvQA) +£Q)g)v() ,

on a :
v _ 3 gid-1) ( -1 h!(j-l))
fim) - VO * 121 ) u(o)+t(0)j2=1 20

(143) et v(m) satisfait 4 la récurrence

v(n) = a@)v(n-1) + b(n-1)vin-2) + ¢(n-2)v(n-3) avec
amn) = f(n) + gin-1) + h(n-2)
bm) = - ({Mm)gm) +h@-1)i(@) +hn-1)gn-1))

cm) = f(n)gm)h@m) .

Comme base de cette récurrence, nous choisirons Vv, Ppour que vl(O) =0,

u1(0) =0, tl(O) =1 , soit encore :

v =0, v@)=0, v@-=1

v2 pour que v2(0) =0, u2(0) =1, t2(0) = (0 , soit encore

ve0) =0, v,1) =1, v,@2) =1@)+gQd)

= 1 = t = i
v3 pour que V3(0) , u3(0) 0, 3(0) 0 , soit encore

V3(0) =1, V3(1) =fQ1) , V3(2) = f(1H)E@2) .

1a solution générale de la récurrence est alors :

i

v(n)

@(0)

v(O)V3 (n) + u(O)vZ(n) + t(O)Vl(n)
v(l) - £Q)v(0) , t(0) = v(2) - E@)+g(1))v(1) + £(1)g1)v(0))

et la "limite" si elle existe de la récurrence peut &tre prise comme étant le

couple

(lim Vl(n)/v3(n) , lim v2(n)/v3(n))

n"w n—cw

Dans le cas ol on a des tableaux de récurrences, on peut alors écrire :
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- £ Kk, gli- 1) Z h!(]'—l) h! h!@i-1)

v, (@) (n) Py n)lzl ) j ) +g!@P, (k,n )12_31 ol @B, (k,n)
- gli-

V@) = f1m)Py(k,n >1>;1 f,() + g!m)P, (k,n)

v3(n) = f!(n)P3(k,n) , ol P3 Pz,P vérifient les récurrences :

(15,)  P,(0,n) =1, P,(0,n) =P (0,n) =

P3(k+1,n) = f(n+2)f(n+1)P3(k,n+2) + r(k+1,n+2)f(n+1)P3(k,n+1) + s(k+1,n+1)P3(k,n)

Pz(k+1,n) = g(n+2)g(n+1)P2(k,n+2) +r(k+1,n+2)g(n+1)P2(k,n+1) +s(k+1,n+1)P2 (k,n)
+({En+2) +g(n+1))P3 (k,n+2) + r(k+1,n+2)P3 (k,n+1)

Pl(k+1,n) = h(n+2)h(n+1)P1(k,n+2) + r(k+1,n+2)h(n+1)P1(k,n+1) +s(k+1,n+1)P1(k,n)
+ P3(k,n+2) + (g(n+2)+h(n+1))P2 (k,n+2) +r(k+1,n+2)P2(k,n+1)

Remarques. -

1) Le choix de r(m) = -({f@)+x@m-1)) , sm) = fn)xm) ol x est
quelconque, conduit & ,Bo(n) =,81(n) = ﬁz(n) = _33(n) =

2) Les suites \2 et v3 sont solution de 1'équation de récurrence
avec K=2 ° 102). Donc si les rz(k,n) forment le tableau de récurrences

déduites de cette récurrence initiale par
v(k+1,n) = v(k,n+1) + rz(k+1,n+1)v(k,n)

on peut choisir dans le cas K =3 d'utiliser deux fois le procédé d'accéléra-

tion pour K =2 , c'est-d-dire d'écrire

vk+2,n) = v{k,n+2) + r3(k+1,n+2)v(k,n+1) + 53(k+1,n+1)v(k,n) R
(163) ol r3(k,n) = r2(k,n) + r2(k+1,n—1)
s3(k,n) = rz(k,n)rz(k+1,n)

Nous donnons dans la suite un certain nombre d'exemples. Les exemples
pour k>3 n'auraient pu &re trouvés * sans 1'aide du systéme de calcul formel
REDUCE implanté au centre interuniversitaire de calcul de Grenoble. Je tiens 2
remercier tout particulidérement E. Tournier et Y. Siret pour leur aide dans 1'uti-

lisation de ce systéme.

* voir l'appendice de l'exemple 13 pour l'expression la plus simple qui intervient
pour k=3,
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EXEMPLE 15

Considérons la série hypergéométrique confluente

_ & a(atl)...(amn-1) n
Fo8® = Eo8(BrD)... (Bral)

pour x € [-1,1] . Si on prend fm) =B +n-1, g@m = x(a+n) on a donc

i-1
v(n) _ D 7N at)... (aH-1)
5B, ey - VO O Z T e
En particulier on a
o) E o00-1

lim

m o). e 'O T ax w0

Dans le cas particulier ot o =0 et B =1 ona:

lim vl v(0) - u(O)L—P:g}((l—;& .

h—e NI

On cherche & obtenir ﬁo(k;n) ne dépendant pas de n et non nul. On cons-

tate sans difficulté par récurrence qu'il n'y a qu'une seule solution :

r(k,n) = - x@m-k+a)
ak,n) = x(n-k+o-1)+n+k+p-1
bk,n) = -x@+a)@+pB-1)

,Bo(k,n) = xk(k+B -a-1) .
Les récurrences (82) s'écrivent : (k.n)
v(k+l,n) = @m+k+B)v(k,n) - x(@+a)@-p-1)vk,n-1) I

I(k,n)
v(k+1,n+1) = (n+k+8+1)v(k+1,n) - x(k+1)(k+B8-a)v(k,n)

vk,n) = (m+k+B-1-x(n-k+a +1))v(k-1,n) - x(k-1)(k+B~-a-2)v(k-2,n)
(k,n)
Pour compléter ces récurrences, il suffit de connaftre v(k,n) pour O0<k,n<1.

Les valeurs sont les suivantes pour les suites VirVg
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Vl(k,n) Vz(k,n)
n n
k 0 ! N 0 1
0 0 1 0 1 B
1 1| g+l 1 J8~xa | B(B+1-x(at1))

En prenant en particulier n = k+1 dans les deux premiéres récurrences, on
en déduit la fraction continue suivante, due 3 Gauss
ax
F =1+
OL,B(X) 8- x.8. (a+1)
-a
8+1 - x.1.(B-9)
oz - KB (a*2)
.2, -Q
63 - X2 (118-0)
B+ - ...

La récurrence diagonale (92) s'écrit :

vk+l,n+l) = d5(k,n)v(k,n) + d6(k,n)v(k—1,n—1)
avec

- x(n+a) (14 -1) (n+k+8+1)
d5(k,n) = (n+kiB)m+k+8+1) - x(k+1)(k+H-a) - kg1

d (k _ xz(n+(x)(n+B—1)(n+k+B+1)k(k+B-a—l)
gtom = - n+k+g-1

Des théorémes généraux montrent que le comportement de ce genre de récur-

rence dépend essentiellement de 1'équation caractéristique

X2 -2(2-x)X + x2

it

0

dont les racines sont X1

2
(1+A/1—x)2 et X2 = (1-/1-x)" . Puisque x¢€ [-1,1[
ona 0<X <1<X1 . On

9 en déduit qu'il existe des constantes B et Ci
(i=1,2) telles que, quand k-

2 B
wi(k) = vi(k,k) ~ ki XlIk Ci
avec X1 = (1+A/1—x)2 .

On en déduit immédiatement qu'il existe

wil) EoG0-1 2k

X B' ,
\wz(k) - ox \N(iz) k-c.

B' et C' telles que
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ol P1

CALCUL EXPLICITE DE vi(k,n) .

D'apreés (112) on a :

_ (Bm-1)!
Vz(k,n) = sz(k,n)
i-1
_ @+n-1) 0 .. (ati-1) 0 (an)!
v e =T Pz‘k’“El BE)... @i X @ aten

et P, satisfont aux récurrences décrites en (112). Grice a un calcul

2

par récurrence, court pour P. mais assez long pour P1 on montre due

l'on a :

2

(P1(k’n)) = K % xk'm(l-x)m(k+8—a-1)(n+B+m—l)(‘11(m’n))

P2(k,n) m=0 k-m m 1
avec

m -1 -1
a,(m,n) = sy D) (B-)(B-atl)..(B-a +8-2)x

£=1 (1—x)e(n+B)(n+B+1)...(n+B4£-1)

Nous allons maintenant démontrer la proposition suivante :

PROPOSITION 1. - vl(k,n) et vz(k,n) sont des polyndmes en Xx

dont les degrés sont majorés par les quantités suivantes :

dovl(k,n) < sup(k,n) - 1
dovz(k,n) < k.

Démonstration. - Vu les formules explicites trouvées plus haut, il est

clair que dovz(k,n) = don(k,n) < k . Montrons la premiére majoration par

récurrence sur k . C'est vrai pour k=0 . Soit k>1 donné et supposons

la majoration vraie pour k-1 (et tout n ) ; démontrons 14 pour k . Nous

raisonnons par récurrence sur n : si n=0, on voit que

dovl(k,()) = dOPl(k,O) < k-1 . Supposons n>1 et que la majoration soit dé-

montrée pour n-1 ., Pour la montrer pour n on utilise la récurrence

vl(k,n) = (n+k+B-1)v1(k:—1,n) - x(n+a)(n+B-1)v1(k-1,n-1)

et on en déduit :
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dovl(k,n) < sup(sup(k-1,n) -1, sup(k,n)-1)
< sup(k,n) -1

d'oll la proposition en utilisant notre double récurrence.

Remarque. - On déduit aisément de ce qui précéde que pour n=>k ,
F x)~-1
—Z_;IGI:_::IT; est 1'approximant de Padé (k,n) de _&Lc;((); .

APPLICATIONS NUMERIQUES.

Etant donné que nous sommes tombés sur les approximants de Padé,
et que nous en avons une formule explicite, il n'est pas difficile de voir que
I'on peut retrouver tous les résultats et mesures d'irrationalité de Beukers [ 1.

Donnons simplement deux exemples : ?/’2_ et Log(l-x) .

ler cas particulier.
1
= — = 1 =
o =3 B y X

On remarque que

[%(k—m)](k—%)
3 € Z .
k-m

avec 3\P .

otk

2
On en déduit aisément que Qk3[k/ ]Wz(k)/ k!2 € Z .

D'autre part, d'aprés les formules explicites, Pl(k,k) est un polynd-
me en x et d'aprés la proposition 1, dovl(k,k) < k-1 . On en déduit en

développant (l—x)m et aprés un regroupement que
k m : . 1 1
k- -1{k-= | [{k+ -=
oo =3 5 B cmpmrafeg ) fon)(n3). n).
m=0 j=1 k-m j )

[3&-ml 1 3517 .1
On déduit a nouveau du fait que 3 ( 3) €EZ e 3 3) € Z

k-m j
k_13[1(/2]w1(k)/k!2 € Z . Posons donc pour i = 1,2

p,(k) = Qs 2]wi(k)/ke?‘ .

que Q

D'aprés ce qui préceéde pi(k) est entier pour i = 1,2 et pour tout k , et

on a aussi §p1(k) € Z . D'autre part, d'apreés ce qui a été vu plus haut :
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X
§p1(k) +P2(k) . 2k B
®) - @~z K
P2 3.1 (1+/T-x)
21
et F1 x) = (1-x) 3 . Enfin, d'aprés 1'équivalent donné pour w, ona:

—— 1
3 )
pz(k) < (Qﬁ(1+,/1-x)2)kch2 .

Il est facile de déduire de ceci le théoréme suivant :

THEOREME A. - Soit x € [-1,1] , x # 0 un nombre rationnel.

Ecrivons x = P avec P,Q € Z, Q>0, 3,\P . Nous supposons

&

que la condition suivante est satisfaite :

s

<

Alors Jl—x est irrationnel, et plus précisémaeant pour tout ¢ >0 il

existe une constante C(e¢) > 0 telle que pour tout a,b € Z , b>0

on ait :
-2 > —<@)
\ (1-x b\ bm(x)+e
= 2
avec m(x) = 2 Log((1+/1-%) /%)
— 1+,/1 -X
2 Log(—%—) - Log(Q4/3)
Par exemple, si on prend x = 12_8 (on a bien 3|P ) alors
3A/1—x = —35——— . L'inégalité souhaitée a bien lieu et on obtient :
472

COROLLAIRE A. - Il existe une constante C >0 telle que pour tout

a,beZ, b>0 on ait

251 > 55w

Remarque. - La démonstration triviale utilisant le fait que ?/5 est un

nombre algébrique de degré 3 donne la minoration |‘?/§-%\ >L

2e cas particulier.

P
Q

Nous allons démontrer le théoréme suivant :

a=0, B=1, x-=
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THEOREME B. - Soit x € [-1,1] , x # 0 un_nombre rationnel.

Ecrivons x = avec P, ¢ Z , Q>0 . Nous supposons que la

P

Q

condition suivante est satisfaite :
1 (1+,/1-x )2

@<e\Tx )

e

Alors Log(l-x) est irrationnel, et plus précisément pour tout ¢ > 0

il existe une constante C(e) > 0 telle que pour tout a,b€ Z , b>0

on ait :

| Log(1-x) - %\ > —<(€)

bm(x)+e

2Log((1+/1-%)*/|x|)
2Log((1+/1-x)/ | x|) - (1+Log Q)

avec m(x) =

Démonstration. - Admettons provisoirement le lemme suivant :

LEMME. - Posons dk =P.P.C.M. (1,2,...,k) . Alors
k-1 2
de wl(k)/k! € Z

kaz(k)/k!2 € Z .

Si on pose pi(k) = dekwi(k)/k!2 on a donc

pl(k) N Log(l—x)‘ N (i)zkkaC'

avec p (k) et p,k)€Z , X = (1+g/1*—§)2 , et d'autre part
k, .B
p, k) ~ @X,)d k C, donc

Log py (k) ~ k Log(eQX,) .

Le théoréme en résulte aisément.
Par exemple, si on prend x = -1 , 1'inégalité souhaitée a bien lieu et

on obtient :

COROLLAIRE B. - Il existe une constante C > 0 telle que pour tout

a,bée Z, b>0 onait

C

4, 6222

a

|Log2—b

| >
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Pour mémoire, notons que la récurrence diagonale satisfaite par

w(k) = v(k,k) est dans ce cas :

w(k+l) = (k+1)2k+1)2-x)w(k) - x2k3(k+1)w(k-1) .
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EXEMPLE 15
On sait que 1 1o 2(l—x) = f X—n H t
5 108 2o en posan
i
L= = H_=0) .
1 j=1 ] (o]
I. - CAS PARTICULIER x=-1.
® i
En particulier lLog22 =2 (_.1) H _ .
2 i=1 1 i-1

Si on prend f(n) =n, g@m =hMm) =-n, on a donc

i

n i-1 i-1
@) _ oy ED (u(o)-t(O)Z l)
i=1 i j=11

n!

n ,_1,i-1 i
= v) +u© > T2 4t(0) Z g .

ji—1 1 j=1 1 1—1

En particulier, on a :

lim Xr-fr'—l-) = v(0) + u(0)Log2 +— (O) Log 2 .

n~e

Ona: am =-n+3
bn) = n2 +n-1
cn) = n3

Vu les formules, on cherche i obtenir ‘BO (n) constant non nul. Pour cela, et
en respectant "1'homogénéité", on pose r(m) =an+b , s@n) = cn2+dn +e .

,Bo(n) est alors un polyndme de degré 6 en n (voir l'appendice I pour son
expression compléte). Son terme de plus haut degré est +n6(a +c+1)(::1-c-1)2

donc on doit avoir a =e¢+1 ou a=-¢-1,

Cas 1.

a=-c-1. Le terme dominant est n.5(c+1)2(-c+b+d) donc ¢ = -1

ou ¢ =d+b .

Cas 1.1,
Si ¢=-1, a =0 etleterme dominant est n3(b+d+1)(b-d+1)2
donc d =-b-1 ou d=1+b .
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Cas 1.1.1.
Si d =-b-1 le terme dominant est 112(4e)(b+1)2 , donc on doit avoir

e=0 ou b=-1,

Cas 1.1.1.1.

Si e =0, on constate que .Bo(n) =0 .

Cas 1.1,1.2.

Si b =-1, le terme dominant est 2e2n , donc e = 0 , donc
.Bo(n) =0.

Cas 1.1.2.
Si d =1+b , le terme dominant est 4n2(b+1)(b+e+1) , donc b = -1

ou e = -b-1,
Cas 1.1.2.1.
Si b=-1, alors d =0=-b-1, voir cas 1.1.1.2,
Cas 1.1.2.2,
Si e =-b-1, alors le terme dominant est -4n(b+1)2 , donc b =-1,

voir cas 1.1.1.2,

Cas 1.2,
Si ¢ =d+b le terme dominant est 4n4e(b+d+1)2 , donc e =0 ou

d =-b-1.

Cas 1.2.1.

Si e = 0, on constate que ,Bo(n) =0 .

Cas 1.2.2.
Si d =-b-1, alors ¢ =-1, voir cas 1.1.1.
Cas 2.
2
Si a =+c+1 le terme dominant est 2n4(c+1)(b-d+1) , donc ¢ = -1
ou d=1+b .
Cas 2.1.

Si ¢=-1, a=0, voir cas 1.1.
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Cas 2.2,

Si d =1+b le terme dominant est —n3(c—1)(c+1)(c+2e +2b +3) ,

donc ¢=-1 ou ¢=1 ou ¢c=-2b-2e-3.
Cas 2.2.1.

Si ¢ =-1, voir cas 2,1.
Cas 2.2.2,

2

Si ¢ =1 le terme dominant est nz(b+e+2) , donc e = -b-2 .
Dans ce cas le terme dominant est 2n(+3)(b+4) , donc b = -3 ou b = -4 ,
Cas 2.2,.2.1.

Si b=-3 alors ¢c¢=1, d=-2, a=+2, e =1 et on trouve :

r(n) = 2n -3 , sm) =n -2n+1, _Bo(n)=1
Cas 2.2,2.2,
Si b=-4 alors ¢c =1, d=-3, a=+2, e =2 et on trouve :
r(n) = 2n -4 , s(n) =n -3n+2 , ,Bo(n)=8.
Cas 2.2.3.
2
Si ¢ =-2b-2¢-3 le terme dominant est -8n (b+e+l)(b+e+2)(2b+3e+2)
donc b =-e-1, b=-e-2 ou b= —%e—l .
Cas 2.2.3.1.
Si b=-e-1, ¢ =-1, voir cas 2.1.
Cas 2.2.3.2.
Si b=-e-2, ¢ =1, voir cas 2.2,2,
Cas 2.2.3.3.
Si b= -ge -1 alors le terme dominant est -3ne2(e-2) donc e=0
ou e=2,

Cas 2.2.3.3.1,

Si e =0, alors ,Bo(n) =0 .

Cas 2.2.3.3.2.

Si e=2, alors b =-4 =-e-2, voir cas 2.2.3.2,
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Conclusion : on trouve tout d'abord les solutions triviales
rm) = -m+xmn-1)) , s@m® =nxm) ol xn) est de degré 1 en n , condui-
sant & _Bo(n) =0 .

D'autre part, on a vu que pour k=2, f(n) =n, gn) =-n, ona

r(kk,n) = n-k donc d'apreés (163),

r3(1,n) = n-1) + n-3) = 2n -4

s,(1,) = (1-1)(1-2) = n” - 3n +2

est un procédé d'accélération, et c'est effectivement 1'une des deux solutions

trouvée. Toutefois, ce procédé n'a a priori rien i voir avec la suite vy et

c'est effectivement ce qu'on constate numériquement.

On est donc conduit & conserver uniquement la solution rm) = 2n -3 ,

s(n) =n2 -2n+1 , ,Bo(n) =1, qui donne a'n) =-n+7, b'n) =n2 +5n-17,
c'(n) = n3 , et on peut recommencer avec cette nouvelle récurrence. On constate
qu'a chaque étape il y a deux solutions non triviales, et que l'une des deux pro-
vient de récurrences avec k=2 . En conservant systématiquement l'autre solu-

tion, on aboutit aux fonctions suivantes :

r(k,n) = 2n -2k -1, s(k,n) = (n—k)2
ak,n) = -n+4k+3 , bk,n) = n2 + 4k+1)n - (2k2+4k+1)
c(k,n) = n3 , .Bo(k,n) = k6 .

L'étude précédente a été détaillée pour bien montrer le "miracle" fon-
damental de la méthode : les termes de plus haut degré non nuls se factorisent
toujours de facon simple, ce qui permet de poursuivre facilement les calculs.

Ce phénoméne n'est pas encore expliqué.

II. - CAS GENERAL.

On prend f(n) =n, gm) =xn, h@n) =xn . On a donc

n i-1 n _i-2
YO _ 0+ w0 B oD &
n! i=1 1 i=1 1

H , .

En particulier, on a :
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lim Y—-(?—) = v(0) - E—}(;O—) Log(l-x) + E-(—Oé)-‘-lngz(l—x) .

N I 2x

Des calculs analogues aux précédents fournissent comme meilleure solution les

fonctions suivantes :

r(k,n) = - x(2n-2k-1) , s(k,n) = xz(ni—k)2
ak,n) = x(2n-2k-3) +n + 2k

bk,n) = - x(x(n—k-l)2 +2n2 +(2k-1)n - k(k+2))
ck,n) = x2n3 , ﬁo(k,n) = x4k6 .

Ceci conduit aux valeurs suivantes pour les récurrences (63) a (123) :

d, (k,n) = (nZm @k +1) +k(k(d-3x) +2))/ (n+2k)
dz(k,n) = -k2x2(3n2+2kn +k2)/(n+2k)
dg(,n) = 3 K%/ m+2k)

d4(k,n) = (3n(1+x) +k(6-4x) +3)/3

d5(k,n) = —x(3n2+2kn +k2)/3

d6(k,n) = k4x3/3

(3n2(1—x) +n(3-x) (4k+3) + (k+1)(k(12 - 5x) +6 - 3x))/3
- x(3n3 (1-x) +2n2 (4k+3) +kn(5k+4) + 2k2 (k+1))/3
k4x3 n+2k+2)/3

H

d8(k,n)
dg(k,n)

Il

dlo(k,n) = n+2k

%
)

i 2
dll(k,n) = -2312 X
dlz(k,n) = k'x (3n-2k)
d g(k,n) = (n3(1—x)2+3n2(1—x)(2k+1) +n(2—x)(6k2+6k+1)
+2k(2-x)(k+1) (2k+1))/ (n+2k)
614(k,n) = - k2x2(3n3(1-x)+2n2(4k+3)+kn(5k+4)+2k2(k+1))/(n+2k)
d15(k, n) = n3k2x3 (3n(1-x) +2k(3+x) +6)/(n+2k)
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@n3 (1-x)° +n2 (1-x)2 @k@x+9) + 3 (2x+9))

d, (k,n) =
16 2 _2 2 2
+n(1-x)(k (7x +14x+36) +k(10x +26x+108) +3x +3x+78)
+2(k3(x+3)(x2—2x+4)+k2(2x3+2x2-13x+54)
+k(x3- 27x +78) +18(2-x)))/(3n (1-x) +2k(3+x) +6)
2 2 2 2 2
d17(k,n) =x (k+1) Bn (1-x) (2k+1) +n(1-x)((10x-3)k + (10x+18)k +3x +9)

+2 ((x+3)(2x—5)k3 + (3X2+ 6x - 42)k2+ (x2+2x -27)k - 6))
/(8n(1-x) +2k(3+x) + 6)

d glkn) = k4(k+1)2x4(3n(1—x)+2(k+1)(3+x)+6)/(3n(1-x)+2k(3+x)+6) .

Les expressions pour dlg(k,n) R d20(k,n) R dzl(k,n) sont trop longues
pour étre données ici. Il suffit de dire que leur dénominateur est de degré

total 4 en k et n , et que leur numérateur est de degré total respectif

7, 10 e¢ 13 en k et n .
Nous examinerons plus en détail les récurrences que l'on obtient dans
la marche en escalier suivante :

(k-1,k-1) (k-1,Kk) Si on pose
K wk) = vk,k) et wl(k) = v(k, k+1)

(k,k) (k,k+1)
(k+1,k+1) (k+1,k+2)
*—X (k+2,k+2)

on a donc les récurrences :

wl(k) = dl(k’ kyw (k) + d2(k, k)wl(k-l) + d3 k, kyw(k-1)

wk+l) = d7(k,k+1)w1(k) + ds(k,k+1)w(k) + d9(k,k+1)w1(k—1)

wl(k+1) = dl(k+1,k+1)w(k+1) + d2(k+1,k+1)w1(k) + d3(k+1,k+1)w(k)
wk+2) = d7(k+1,k+2)w1(k+1) + d8(k+1,k+2)w(k+1) + d9(k+1,k+2)w1(k)
w(k+2) = dlg(k,k+1)w(k+1) + dzo(k,k+1)w(k) + d21(k, k+1)w(k-1)

Cette derniére récurrence est la récurrence diagonale (133) spécialisée au cas
n =k+1 .

Les coefficients sont donnés par les formules suivantes :
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d, (k) = k@-x) +1 d,(k+1,k+) = k3-x) + 4 - x
d, (k, k) = - 21k3% d, (k+1,k+1) = - 2(k+1) %7
d (. k) = K3 dy (41, k1) = (k)

d,(k,k+1) = (k1) (9-4x)k + 6 - 3x)
dg (. k1) = - x(c+1) ((6-x)k>+ (8-2%)K +3 - X)
d (k, k1) = k)

(k+2)((9-4x)k + 15 - 7x)

d8 (k+1,k+2) = - x(k+2) ((6—x)k2 +(20-4x)k +17 - 4x)

dg (k+1, k+2) 1) (k42)

Il

(k+2) (3k+4)((3k2+ 7k +3)(x2— 9x +9) + 3 - 3x)/(3k+2)

?
?
3

d. (k,k+l) =

19 4. 3 3 2
dzo(k,k+1) = - x (k+1)" (k+2)(9k"+24k +17k +4)/(3k+2)
d, (k1) = x0k° (k+1)2 (k+2) (3k5)/ (3k+2)

Pour compléter ces récurrences, il suffit de connaftre v(k,n) pour O0<k,n<2.

Les valeurs sont les suivantes pour les suites v_,v_,Vv

1’°°2°°3
v, (k,n)
n
0 1 2
k
0 0 0 1
1 1 3 -3x+12
2 2 2
2 X +12 X -36x+60 66x -360x+360

V2(k,n)

n
K 0 1 2

0 0 1 X+2

2
1 2 -3X+6 X -18x+24
2 3 2
2 -12x+24 28x -132x+120 -36x +432x"-1080x+720
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n
1 2
AN
0 1 1 2
2 2
1 -X+2 X ~-6x+6 8x -30x+24
2 4x2 -24x+24 | - 8x3 +84x2 -192x+120 8X4 - 1922{3 +912x2 -1440x+720

Nous considérons maintenant la vitesse de convergence de la récurren-
ce diagonale. Utilisant les formules pour d19(k,k+1) . d20(k,k+1) .
d2 1(k,k+1) on déduit des théorémes généraux sur ce genre de récurrences,
que le comportement de la récurrence dépend surtout de 1'équation caractéristi-

que

2
X3 - 3(X2-9X+9)X + 3x4X - x6 =0,

Le discriminant de cette équation vaut :
2 2
- (27)3x6(x—1) (x-2) .
Il est négatif donc 1'équation ne posséde qu'une seule racine réelle, i savoir

<2 - 9x + 9 + (9—6x)3ﬁ + (9—3;;)‘?/(1-;02

(1+3./ (1-x) +3A/ (1-X)2)3 .

On vérifie que le module des deux autres racines complexes X2 et X3 vaut
3/2
1X,| = \X3\ - x(1-TA)] /

et comme x € [-1,1[ , on a \Xz\ < X

X

1 Il en résulte qu'il existe des
constantes B et Ci (i=1,2,3) telles que quand k - o

3, k. B
= ~ ki
wi(k) vi(k,k) ki Xlk Ci
3 3 2.3
avec X1 = (1+/1-x +,/(1-x)") .
De ceci on peut déduire une estimation de la vitesse de convergence de la ré-

currence. En effet, on vérifie aisément que 1'on a le lemme suivant :



LEMME 1. - Si Wi (i=1,2,3) sont trois solutions de la récurrence

w(k+2) = a(k)w(k+1) + bk)w(k) + c(k)w(k-1)

avec w3(k) # 0 pour tout k , alors pour i = 1,2 si on pose

wik)  wik-1)
Ak+2) = A(k)A(k+1) + B(k) A(K)

wg(k+1) _ wg(k-1)
—————w3(k+2) -1, Bk = —c(k)—-——-w3(k+2) .

AiW(k) = on a la récurrence

o Ak =a(k)

On applique ce lemme avec a(k) = dlg(k,k+1) , bk = dzo(k,k+1) ,

ck) = d2 1(k,k+1) . On déduit des équivalents ci-dessus que

2 Xo+X
3 -9x+9 1 2 3 1
1 1
6 XoX
1 243 1
B() =—= + 0(;) = -2 r o) -
X1 Xl

L'équation caractéristique est :

Xo +X XoX
2 Zx 3)x+ 223
1 Xl

Xy X3

dont les racines sont £ et —
3

|x|

, donc complexes conjuguées. Leur module

vaut donc et de la théorie générale de ce type de récurrences, on dé-
X372

duit qu'il existe des constantes B' et Ci telles que

L \3k
\Aiw(k)‘ = (X‘1/l2> Kk i
1

1/2
Or, on vérifie immédiatement que pour tout x € ]-»,1[ on a \x\/Xl/ <1.

La suite Aiw converge donc géométriquement vers 0 , en d'autres termes

pour tout x € ]-o,1[ la récurrence diagonale converge (et m&me géométri-

quement).

3k
| == Log” (1-x)| x| KB'cn
wak) gx2 E < xi;z 1

|x| )3“ B,

T t Log(1-x)| (
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‘CALCUL EXPLICITE DE Vi(k,n) .

D'apres (153) on a :
=n!
v3 (k,n) = ni P3(k,n)

n Xi—l n
vy(k,n) = nl [P3(k,n)i§1——i— + X Pz(k,n)]
n -2 i-1 ) n
vtom =nt[Bm 2 23 2B e T P o)
n i-2
_ - X n-1 n ]
ni [P3(k,n) iL=J2‘ i Hi—l + X Pz(k,n)Hn + X Pl(k,n)

oil Pl’PZ , P3 satisfont aux récurrences décrites en (153). Grice 4 un calcul

par récurrence extrémement long, on montre que la solution des récurrences

(153) est la suivante :

Pl(k,n) 9k (xl(m;,n)
.2 2k-m m(n+mY<s (m\/k\(k+H

Pz(k,n) = k! Z: X (1-x) ( m )(‘1/3(1)(1 )( m» a,, (m, n)

P, (k,n) 1

m (x° 2(e-1)'H

avec o, (m,n) = 2 ;
€=1 (1-x)°(n+1)...+2)

g-1

’ -1
o, (m,n) = IZ% e ey
2 2=1 (1_x)z(n+1)...(n+e')

1

m)(k) (k+1) = (kﬂ)(k)( k ) . En dehors de cela, je ne
vois pas de moyen de calculer explicitement la somme intérieure portant sur i.

Remarque. - (i i m i N Nmei
On sous-entend évidemment dans ces formules que (g) =0 s8i b<0 ou

b>a quand a,b sont entiers avec a = 0 .

Dans le cas particulier n = 0 , on peut obtenir des formules plus

simples pour P, et P : ) 1.
2 3 i (_1)2 IXB 1
= -x)8
B0 k.z% (k)(k+i) g el ed-x)
P3(k, 0) oo\ i , 1

Il existe également des formules analogues pour Pz(k,n) et P3(k,n) avec

n>=1, ainsi que pour Pl(k,n) , mais elles sont plus compliquées et ne nous
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serviront pas dans la suite. A partir de ces formules nous allons démontrer

la proposition suivante :

PROPOSITION 2, - vl(k,n) , vz(k,n) , V3(k,n) sont des polynémes

en x dont les degrés sont majorés par les quantités suivantes :

dovl(k,n) < k - 2 + sup(k, n)
(8]
d v2(k,n) <k-1+n

dov3(k,n) < k + inf(k,n) .

Démonstration. - Pour k =0, on a v3(0,n) =n! ,
g\ «i-1 n Xi—2
=n! /- = n , iti
vy(0,n) = n! = , v,(0,n) =n! 1Z=2 7 H,_; donc la proposition est

vraie pour k=0 . Soit k> 1 donné et supposons la proposition vraie pour
k-1 (et tout n ) ; démontrons-la pour k . Nous raisonnons par récurrence
sur n :si n=0 les formules ci-dessus montrent que Pj(k, 0) est un po-
lyndme en x de degré majoré par 2k-2 pour j=1, k-1 pour j=2
et k pour j =3, ce qui donne bien la proposition. Supposons-la démontrée
jusqu'd n -1 , et montrons-la pour n ., Pour cela, on utilise la formule

(103) qui nous donne ici
2 2 2
v(k,n) = m+2k)v(k,n-1) - 3k xv(k-1,n) + k x (3n-2k)v(k-1,n-1) .

On a donc
dovl(k,n) < sup(k-~2 +sup(k,n-1) , k-2 +sup(k-1,n),k -2 +sup(k, n))
< k-2 +sup(k,n)

dovz(k,n) < sup(k+n-2,k+n-1,k+n-1) =k+n-1

dov3(k,n) < sup(k +inf(k,n-1), k +inf(k-1,n), k +inf (k, n))
< k+inf(k,n)

d'oll la proposition en utilisant notre double récurrence.

Remarques. -

1) En raisonnant plus finement (par exemple en calculant explicite-

ment le coefficient de plus haut degré), on doit pouvoir démontrer qu'il y a
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égalité dans la proposition ci-dessus. C'est en tout cas vrai pour les petites

valeurs de k et n .

2) Expérimentalement, on voit que les coefficients du développement

en série de vz(k,n)/VS(k,n) + L(E;{Q:}Q sont nuls jusqu'au degré 2k+n non
201~

compris, et de méme pour vl(k,n)/v3(k,n) —% I—‘%—X) jusqu'au degré
X

2k+n-1 .

1° Vo o v3 sont les seules solutions (a

un facteur multiplicatif global prés) des conditions suivantes :

Il est donc probable que v

dovl(k,n) < k-2 + sup(k,n)
dovz(k,n) <k-1+n
d0v3(k,n) < k + inf(k,n)

(donc en tout 4k +2n coordonnées homogénes, soit 4k+2n-1 inconnues),

Log(1-x) 2k-mn-1 2k+n
vz(k,n)/v3(k,n) + — ) =0 +0x +..+ 0x +a2k+nx + e

1 Log®(1-x) _ 2kmn-2 2k+n-1
vl(k,n)/v3(k,n) -3 2 =0+ 0x +...+ 0x + b2k+n—1X +

(donc en tout 4k+2n-1 équations). Le systéme est donc soluble (et probable-
ment de fagon unique). Cela correspond donc a un probléme d'approximants de

Padé simultanés.

APPLICATIONS ARITHMETIQUES.

Nous allons utiliser les résultats précédents dans le cas ol X =

Ol

est un nombre rationnel pour obtenir des théorémes arithmétiques.

Nous allons démontrer le théoréme suivant :

THEOREME. - Soit x € [-1,1[ , x# 0 un nombre rationnel.

Ecrivons x =—§ avec P,Q€ Z , Q>0 . Nous supposons que la

condition suivante est satisfaite :

M a<l (<1+3J<1-x> +‘°’J<1-x>2>)3/ ‘
e 2 ’

X
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Alors log(l-x) n'est pas un nombre quadratique sur @ . Plus pré-

cisément :

a) pour tout ¢ > 0 , il existe une constante C(c) > 0 telle que

pour tout a,b,c € Z , (,b) # (0,0) on ait :
C(e)

Hm(x)-1+e

|a Logz(l-x) +b Log(l-x) +c| =

o H =sup(|al,|b|) et
3 Log((1 T +TTHH™ %/ (%))
3 3——2
%Log((lﬁ/(l—xz) +/(1-%) )) 21+ Log Q)
X

m(x) =

b) Pour tout ¢ > 0 , il existe une constante C(c) > 0 telle que

pour tout nombre quadratique & de hauteur H on ait

C(e)
Hm(x)+e

| Log(1-x)-€| =

(Si agz +bg + ¢ = 0 est le polyndme minimal de & sur Z on pose
H = sup(\a‘, Ib]) ).

Démonstration. - Admettons provisoirement les deux lemmes suivants :

LEMME 3. - Posons d, = P.P.C.M (1,2,...,k) . Alors

k
dlz{sz—zwl(k)/k!:; € Z

2k-1 3
dQ" "w,(k/kt" € Z

Q%K w,0/kt° € T .

LEMME 4. - Si (a,b,c) # (0,0,0) , on ne peut pas avoir
2
2ax Wl(k) - bxwz(k) - cw3(k) =0

pour 3 valeurs consécutives de k .

Démontrons le a) du théoréme. Posons pour i =1,2,3

pi(k) = dlz{Qkai(k)/k!3 . D'aprés le lemme 3, x2p1(k) , xpz(k) et p3(k)

sont entiers. On a donc pour k entier quelconque :
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k
|a I_ogz(l—x)+bLog(1—x)+c| = \a(Logz(l-x)—sz Py ))
p3(k)
P, (k)
+ b(Log(l-x) + x I—);—(—k—) )
2
) 2ax"p, (k) -bxp, (k) - cp, (k)
Py (k)
IZaxzpl(k)—bxpz(k)—cp3(k)\ (lal+\b})
- Py &) T EAED
pour tout ¢, >0 et k assez grand, avec C =X3/2/\x\3 .

1 2 1

-~

D'aprés les lemmes 3 et 4, quitte 4 modifier k d'au plus 2 unités,

2
on peut toujours supposer 2ax pl(k) - bxpz(k) - cp3(k) # 0 . Enfin, d'apreés

2
1'équivalent trouvé pour W, , ona Logp3(k) ~ k LogC1 avec C1 = Xlee
donc pour tout €y > 0 et k assez grand on a

k(l+eo9)
pyk) < C; :
On a donc
la Lo 2 1-x)+b Lo 1-x) +c| = 1 - (|2l +|bD)
g (1-x) & — k(1+e9) k(l-€q)
C C
1 2
On voit immédiatement que la condition ) équivaut a C1 < C2 . Choisissons

€, et e_ assez petits pour que (l-el)Log C2 > (1+€2)LogC1 . Il est alors

1 2
facile de voir que si on pose

Log(|a|+|b})

k =
(1-¢,)LogC, - (1+€5)Log C, +tn
on a 0418
1 (lal +|b}) _ 1-m'(x) —T](1+€2) -n@1-€1)
k(1+€2) - k(l-€q) = (\a\+|b|) (C1 - Cz )
C1 (32

ol m'(x) = (1-€ l)l,ogCZ/((l—Gll)Long—(1+€2)LogCI) .

~n(l+eg)  -n(l-€1)
Cl C2

grand pour que toutes les inégalités voulues soient satisfaites, et ajoutant au

Si n>0 ona > 0 . Choisissant 1 assez

plus 3 unités pour que k soit un entier tel que 2ax2w1(k) - bxwz(k) - cw3(k) #0

ce qui est possible d'aprés le lemme 4, on en déduit le a) du théoréme, en
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remarquant que m'(x) - m(x) quand €4 et €y = 0 et que le remplacement

de (|a\+|b\) par sup(ja|,|b|) ne fait que changer la constante C(€) .
b) se déduit aisément de a) : si E est un nombre quadratique de po-
lyndme minimal sur Z
2
a€” +bt +c =0

on peut alors écrire

2 2 C(¢
|a Log™(1-x) + b Log(1-x) +c - @E“+bE +c)| = o®-1+e
soit
C
| Log(1-x) -£ | |a(Log(1-x)+E)+b]| > Hm<$31+e

Si ILog(l—x)-gl > 1, il n'y a rien a4 démontrer. Sinon
|a(Log(1-x) +g) +b| < |a|@|Log(-x)| +1) + |b| <« M.H o2 M ne dépend que

de x , d'od le résultat.

Il reste 4 démontrer les lemmes 3 et 4.

Démonstration du lemme 4. - Posons
wl(k—l) w2(k—1) w3(k—1)
M, =| w(k-2)  w,(k-2) w3(k—2)

wl(k—3) w2(k—3) w3(k—3)
I1a récurrence obtenue pour vi(k,k) = Wi(k) s'écrit matriciellement :

d ot k+l)  dy ki) dy (k,k+D)

Mk+1 = 1 0 0 Mk
0 1 0

donc en particulier det M = d2 1(k,k+1)de1; M

k+1 k*’

Comme d21(k,k+1) = x6k5(k+1)3(k+2)(3k+5)/ (Bk+2) # 0 pour k=1 et

2

x#0 , et que det M3 = 90x (2-X) # 0 également il en résulte que det Mk #0

pour tout k . Il en résulte que toute combinaison linéaire nulle des colonnes

de Mk est 1a combinaison triviale, ce qui n'est autre que le lemme 4.
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Démonstration du lemme 3. - Vu la proposition 2, il est clair que le

lemme 3 résultera du lemme suivant :
LEMME 5., -
2 3
]
dkwl(k)/k. € Zlx]
3
'
dsz(k)/k. € Zl[x]

w, ()/k! 3 ¢ zlxl

Vu les formules explicites pour Wi(k) , il est clair que

w3(k)/k!3 € Z[x] . D'autre part, on peut écrire :

n+m) (m\/k\( k+i (e-1)!  [n+m\(k k+i) (m-2)1 (8 -1)!
m Jli/\i/\ m) @1)...+) {m-2/{i/\ m il (m-i)!

YN IR
Posons = wd . Considérons deux cas :
it(m-i)! k

ler cas i=?2

Dans ce cas

(55)
i—‘Z 4 .
0 i k
(¢)

Or, i<k , donc d'aprés un résultat bien connu e(

Y =

i

e)\dk donc Y€ Z .

2e cas i<¥ .

Dans ce cas d

Y = (e 1'1)(—;:)51—11—_7 .

()

Or, m-ix k, donc comme précédemment Y € Z . De ce qui précéde, on
déduit immédiatement la deuxiéme assertion du lemme 5. Pour la premiére, il
est clair qu'il suffit de montrer que pour j tel que 1<j< sup(k,2-1) . on a
Y

TdeZ.Orceciestclairsi j<k .S j>k ona ¢-1>j>k=1i et

on se trouve donc dans le 2e cas examiné plus haut. Comme dans ce cas

Y € (e.—l) Z
1
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e-1\ 9%
il suffira de montrer que ( i )—J— € Z . Or, on a :

J'l(ei—l) k ((;T?((?%T) k

9—i-1

eeona £-i-1<8-(m-k)-1 < k-1 donc (e_j)(e—j )\dk , d'od la lére

assertion du lemme 5, et donc le lemme 3.

COROLLIAIRE, -
a) Il existe une constante C > 0 telle que pour tout a,b,c € Z ,

(a,b) # (0,0) on a :

C

2
H 86,819

la Log22+b Log2 +c| >

od H = sup(|al,|b]) .

b) Il existe une constante C > 0 telle que pour tout nombre quadra-

tique € de hauteur H on ait

<
287,81
287,819

| Log2-g| =

Démonstration. - En effet, dans ce cas l'inégalité (*) est tout juste

satisfaite (le membre de droite vaut 1,01058...) et on calcule que

m(x) < 287,819 .
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APPENDICE

.Bo(n) = n6(—a3—azc—az +acz+2ac +a +03+302+3c+1) + n5(6a3 +4azc—3a2b

- azd + 9a2 - Sac2 -2ach +2acd -14ac -2ab +2ad - 6a - 603 +czb +3czd -2102
+2cb +6cd -24c +b+3d-9) + n4(— 11::13 - Zazc + 18a2b +2a2d -aze - 32a2
+22a02 +9acb -13acd +2ace +37ac - 3ab2 -2abd +17ab +ad2 -13ad +2ae

+10a + 13c3 - 9czb ~15¢%d +3cze + 6202 - cb2 +2cbd -14cb +3cd2 -34cd + 6ce
+82¢ —b2 +2bd - 5b +3d2 -19d+3e+33) + n3 (2213 - 7azc - 35a2b +2a2d +56a2

- 20a02 -9acb +25acd - 10ace -44ac + 18ab2 +5abd - 2abe - 56ab - 5ad2 +2ade
+31lad - 12ae +5a - 1203 +3102b +26c2d - 1202e - 10602 +5c3b2 - 15cbd +2cbe
+39ch - 12¢d” + 6ede +80cd - 26ce - 158¢ ~b° ~b2d +8b° +bd” - 13bd +2be

+5b +d3 - 13d2 +6de +53d - 14e - 63) + n2 (12a3 +4azc + 18azb - 3azd +2a2e

- 48a2 - 11:;1c2 -Tacb - 5acd +1lace +18ac - 36:41b2 +abd +abe +88ab + 5:;1d2

- 7ade - 29ad +ae2 +26ae -30a +403 - 5102b - 1802d + 18c2e + 117c2 - 7cb2
+40chd - 12cbe - 57cb + 15cd2 -18cde - 107cd +30e2 +50ce +184c +6b3 +3b2d
~bZe -24b” - 6bd" +2bde +32bd - 12be +10b - 3d° +3d7e +22d" - 18de - 84d
+3e2 +33e +66) + n(—Sa3 +4azc + 12a2b - 2a2d +a2e + 16:;12 +28ac'2 +8acb

- 27acd +8ace +8ac +24ab2 - 5abd +3abe - 64ab +5ad2 +2ad - 2ae2 - 19ae +28a
+4002b +402d - 1202e - 76c2 -45cbd +23cbe +48cb - 6cd2 +18cde +85cd - 6ce2
~50ce - 120c - 12b° ~b2d +b e +32b> + 11bd> - 9bde - 35bd +be> +26be - 20b
+2d3 - 6d2e - 21d2 +3de2 +22de +72d - 5e:2 -42e-36) - 8a2b - 12ac2 + 4acb
+ 18acd - 15ace - 8ac - 2abd + abe + 16ab - 6ad2 + 9ade + 8ad - 321e2
8a - 1202b + 4cze + 2002 + élfcb2 + 18cbd - 15cbe - 20cb - 6cde

30cd + 5eeZ + 2lce + 32¢ + 8b° - 2b2d + b2e - 16b° - bd> + 9bde
14bd - 3be> - 19be + 8b + 2d%e + 10d> - 3de> - 13de - 24d + e°
4e2 + 20e + 8 .

+

+
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EXEMPLE 1k

Il est facile de généraliser la construction des récurrences explicite-
ment solubles & K quelconque : si v() = vl(n) est une suite donnée, et si

fl(n),...,fK(n) sont des fonctions arithmétiques, on pose pour i=2,...,K
i-1
v (n) = v (n) - f (n+1)v (n)
et la récurrence s'écrit
V@ =t ovie-1)

ce qui donne :

vl(n) = Vl(O)VK(n) + V2(0)VK_1(n) R VK(O)V (n)
n f !(11 1)
ol : VK(n) = fl!(n) , VK_l(n) = f (n)lz_)l '(1 )

et plus généralement :

n £, 17t f 3t y1) ;. 1'1f 1)
Ve = fte

11' td,) 1221 f'(l) 132-1 f'(1)

Nous considérerons ici les cas particuliers

fl(n) =n , fi(n) = nx pour 2<i<K.

On a donc i .
nt & x11 Ty 31
V@ =n! 4@ =T & T R 2
¥ iy 1 iyl i, ;=1 7
et en particulier :
1 2 3
tim — = vH0) - L 105011 + T 10 (11 o ()T Y ROL
now DM x> 21x K-1)1xK-1

Les exemples 12 et 1 (ainsi que 1'exemple 1 qui n'a pas été rédigé)
condulsent 4 conjecturer que l'on a les valeurs su1vantes pour les a’, (k n) et
r, (k,n)

soit A l'opérateur agissant sur la variable n et défini par

AM@m) = f(n) - fn-1) . Interprétons A_l comme étant nul. Alors :
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Conj ectures :

K-i
K _ K-1, _i-1
K-i K-i-1
K o i-1fa K A K-1
ai k,n) = (-x) [(K—i)! n + (x-1) (K-io1)! (n-k-1) ]
K (K-1)2, K(K-1)
.90 (k,n) = x k .
2) Si wiK)(k) = viK(k,k) alors il existe B , Ci : W;K)(k) ~ k! I%(];kBCi
ol : K
~ X ~ 1/K _(K-1)/KK
X, = (_T'I?) = (1+(1-x) "’ " +... +1-x) ).
1-(1-x)
3) degré vi(k, k) < (K-1)k - (K-i) .
1) Il existe B' et C' tels que :
(K) '
(k) i . '
‘ K(Kl - (li) Logi(l-x)| <« x%B c
WK )(k) i'x
wvee X < ( 1-20-%)" K 19 */K )K/2
1-2(cos g11;—)(l—x)l/K+(1—x)2/K
5) Enfin la condition & satisfaire pour qu'on puisse obtenir un résultat de
nature arithmétique est la suivante (x=§ avec Q>0 , P,QeZ) :
Q< -:;(XXI)—U(K-I) ou encore
/K+(1-x)

1 (1—2(cos -2% )(l—x)1

2/K | K/(2(K-1))
Q<3 ) )

X
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EXEMPLE 24

Prenons f(n) = gn) = h(n) = n2 . On a donc

v 1 g®
o v(0) +u(0)12_‘11 + t(0) a 12 _1
i-1
ol H(zl) 2 —15
1= j=1]
+ooli-11 coll"].l 1 12 1
Or = 2 = =20 =\ H+— - =
i=1 i% J=1j2 i=1 i2 J—lJ'2 2i2 241 14
ad
_1@dm 1 1. _n
"2 s 2t =30 @) -ca) - 170

Il en résulte que

-2 o4
iﬂ YH(?_) = v(0) +u(0)—— +t(0) 150

-~

On cherche & obtenir ,Bo(k,n) ne dépendant pas de n et non nul. Il y a un

~

certain nombre de solutions & ce probléme. Nous choisissons parmi ces solu-

tions celle qui semble donner la meilleure accélération.

On trouve ainsi :

r(k,n)

- 2n2 +2(k+1)n - (%k2 +k+1)

2
s(k,n) = (n2 -kn +k?)(n2—kn +k2)

3n2 —6n+3k2 +3k+5

bk,n) = - 3n~ +6n° - (3k2+3k+7)n2 @K +6K2 +4k+4)n - (k3K +4k2+2k+1)

a(k,n)

ck,n) = n6
12

1
.Bo(k,n) = - ﬁ k

Ceci conduit aux valeurs suivantes pour les récurrences (63) a (123) :
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a, (k,n) = ant+ 6n° 2k+1) +n> @2k% + 18k +3) +2nk(10k> + 11k +3)
+k2(13k%+ 10k +5))/(3n°+ 6nk + 5k2)

4 d,e,m) = k*an*+ 141>+ 0k%n*+ 41%n + k%) /3 30 + 6nk +5k7))

d(k,n) = - 14k*n% 3 32+ 6nk +5k%))

(d4(k,n) = 2n2 +n(k+2) +%}k2 +2k +1

d, ,m) = _ (14nt 14103+ 9k%nZ 4 4% +1H /14

A

i

8
\d6(k,n) k /42

f

(42n° (3k+2) +n2(307k2+434k +154) +2n(160k°+ 349K+ 245K + 56)

4

d, (,n)
+157k +468k3 +507k2 +238k +42)/42

{ dglim) = - (42n° 3k+2) +n* (181k2 + 224k + 70) + 2kn° (68k>+ 97k + 35)
+3k2n2 24K+ 38k + 15) + 2k n (k+1)(13k+10) + 5k (k1)) /42

k8 (3n2+ én(k+1) + 5(k+1)2)/126

I

dg(k,m)

( dlo(k,n) = (3n2+ 6nk+5k2)/3

A

4
d (k) = 14k /9

CRE ~k*(14n2- 14kn +5K%) /9

/d13 (k,n) = (9n"(9k>+9k+2) +12n°> (18K°+27k>+ 13k +2)

+n2 265k + 530Kk> + 364K+ 99K + 9) + 2nk(88k -+ 220k° + 194Kk>

+71k +9) +5k2 (k+1)2 (’11k2+ 11k +3))/@3 (3n2+ énk + 5k2))

< d ) = k* 2n® @k+2) +n* (181K + 224k + 70) + 2kn> (68K + 97k + 35)
+3k%n2 (24K°+ 38K + 15) + 2k°n (k+1) (13k+10) + 5k~ (k+1)2)/ (9(3n>+6nk+5k>)

2
\dls(k,n) = —k4n6(42n(3k+2)+5(11k2+28k+14))/(9(3n2+6nk+5k ))



d, . (k,n)

d18(k,n)

Il

il

H

1.

2
(126n3 (27k3+ 99k +114k +40) +3n2 (1251]&41L 7785k3+ 17018k2

43

+15386k +4760) + 6n(417k5+3181k4+ 9638k3+ 14274k2+ 10157k

5+4685k4+ 9414k3+ 10463k2+ 6048k

+1400))/(3(42n(3k+2) +5(11k2+28k +14)))

+2716) +5(132k 0+ 1227k

(k+1)4(42n2(78k4+247k3+258k2+ 117k +20) +2n(85k5+2845k4

3 2
+8410k +8555k +3815k+644)—5(110k6+577k5+841k4+153k3

- 403k2— 280k - 56»/(9(42n(3k+2) + 5(11k2+ 28k +14)))

kB kit a2n 3k 5) + 5(11k>+50k + 53))/ (27 (42n (3k+2)
+5(11K>+ 28K + 14))) .

Les expressions pour dlg(k,n) , dzo(k,n) , d21(k,n) sont trop lon-

gues pour &tre données ici. Leur dénominateur est de degré total 8 en

k

et n , et leur numérateur est de degré total respectif 14 , 20 et 26 en

k e n .

Nous allons examiner plus en détail les récurrences que l'on obtient

dans la marche en escalier suivante :

au cas

(k-1,k-1)

X—X

(k-1,k)

(k,k) (k, k+1)

(k+1,k+1)’

w, (k)
w(k+1)
wl(k+1)
w(k+2)

=

il

i

Si on pose

(k+1,k+2)
wk) = vk,k) et Wl(k)

= v(k,k+1)

(k+2, k+2) on a donc les récurrences :

d (skyw(k) + d, G, K)w, (k-1) + dg (k, kjw(k=1)

d7 (k,k+1)w1(k) + d8(k,k+1)w(k) + dg(k, k+1)w1(k—1)

dl(k+1, k+1)w(k+1) + d2 (k+1, k+1)w1(k) + d3 (k+1, k+1)w(k)
d7(k+1, k+2)w1(k+1) + d8 (k+1, k+2)w(k+1) + d9 (k+1, k+2)w1(k)

wk+2) = dlg(k,k+1)w(k+1) + dzo(k,k+1)w(k) + dzl(k,k+1)w(k—1) .

Cette derniére récurrence est la récurrence diagonale (133) spécialisée

n =k+1.
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Les coefficients sont donnés par les formules suivantes :

d, (s, k) = 5k + 4k + 1 d (k+1,k+) = 5k2 + 14k + 10
1 dy(k, k) = x® d, (k+1,k+1) = (k+1)6

d, 0,5 = - 13/3 d, (cH1,k+1) = - &+1)%/3
(d7(k,k+1) = (k+1)2(65k2+84k+28)/3
] dg e k1) = - +1)2 39k + 108K+ 117K%+ 58k + 11)/3

dg (k, k+1) = kB a+1)2/9

d7(k+1,k+2) = (k+2)2(65k2+214k+177)/3
lag e, o) = - (k+2)% 39k + 264K + 675K+ 772Kk + 333)/3
\dg(k+1,k+2) = (k+1)8(k+2)2/9

d o, k) = (k+2)° 2023k %+ 14739K5+ 43753k  + 67500k° + 56880k + 24768k
+4368)/(3(Tk>+ 9k +3))

dy o, k1) = (k+1) 8 (c+2)% 399k 8+ 21097 + 4345k + 4508K° + 2560k2 + 768k +96)/
(O (Tk>+ 9k +3))

d, (s, ke1) = - KO er) *e02) (70 + 28k + 19)/@T(TK + 0k +3))

Pour compléter ces récurrences, il suffit de connaftre v(kk,n) pour O0<k,n<?2.

Les valeurs sont les suivantes pour les suite v_,v_,v

1°°2°"3

vl(k,n)

n

1 2

h 0

0 0 0 1

1 1 14/3 140/3

2 247/9 | 1277/3 26824/3
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v, (k,n)
n
K 0 1 2
0 0 1 5
1 5/3 28/3 283/3
2 500/9 2588/3 163072/9

V3(k,n)
n
5 0 1 2
0 1 1 4
1 1 17/3 172/3
2 304/9 4720/9 99136/9

Nous considérons maintenant la vitesse de convergence de la récurrence
diagonale. Utilisant les formules pour dlg(k,k+1) , dzo(k,k+1) , d21(k,k+1)
on déduit des théorémes généraux sur ce genre de récurrences, que le compor-
tement de la récurrence dépend surtout de 1'équation caractéristique :

3 289 2 57 1
X "TX -—9—X+§7—0.

Posons X = § . L'équation devient :
Y3—289Y2—57Y+1 =0 .

le discriminant de cette équation vaut

368947264 = 25.7% |

Il est positif donc 1'équation posséde 3 racines réelles Y1 , Y2 , Y3 de va-

leurs numériques approchées :

Y1 = 289,1970854. .. Yz = 0,0162114... Y3 = -0,2132969...

On vérifie que XI’XZ’X3 appartiennent au corps cubique cyclique de discri-
minant 72 , ce qui est d'ailleurs suggéré par la factorisation du discrimant,
et méme plus précisément que si 61,92,93 sont (dans un certain ordre) les

racines de 1'équation définissant ce corps :
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Y3 - YZ -2Y+1 =0
alors pour i =1,2,3 on a Yi =0
De ce qui précéde, on déduit qu'il existe des constantes B et Ci
(i=1,2,3) telles que quand k-
6 B
= ~ ki
wi(k) vi(k,k) ki Xl;k Ci

avec X1 = Y1/3 = 96,39902847. ..

Pour avoir une estimation de la vitesse de convergence, nous raisonnons comme
dans 1'exemple 13. Si on pose

wilk) w;(k-1)

w3(k) w3(k—1)

AiW(k) =

alors Aiw(k) satisfait une récurrence dont les racines de 1'équation caractéris-

X X Y Y3

tique sont 2 et _3 (ou encore 2 et —=). Ici ces racines sont réelles
X, X, Y, Yy —

(ce qui correspond au fait que le discriminant de 1'équation du 3e degré initiale
est positif). On déduit donc de la théorie générale qu'il existe des constantes

B' et Ci telles que

Xo\k nr
23} B~
Aiw(k) N(Xl) k Ci .

On en déduit en particulier
w ik 4 (X3)k B

- ——— . ——

watk) 120 T\X; 1 t X, .

e = = et
w_ (k) 9 X \Kk X1 1355,8...
T2 ot (_a) B on
walk) 6 X, 2

Il est & remarquer que, contrairement i l'exemple 13, ce résultat n'est pas
aussi bon que l'on pourrait espérer. Toutefois numériquement, on constate que

C'l' et C'z' > 0 donc il n'y a rien 4 espérer de mieux. Par contre, il est pro-
wy(k) ot de wy (k)
A wg (k)

bable qu'une combinaison linéaire convenable de conver-

k X3\k
gera comme )_(Z) plutét que (3{——) . Des calculs numériques tendent ma-
1 1

me 3 accréditer la conjecture suivante :
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Conjecture.

2
.
SR T + 3’ (ﬁ)kkB"cu.
w3(k) 40 X4 :
X
Remarque. - 2 . L

)‘(I ~ 17839, 08. ..

CAILCUL EXPLICITE DE Vi(k’n) .

D'aprés (153) on a :

v3(k,n) = n!2P3(k,n)
. A1
V2(k,n) = n! [P3(k,n) 121 2 +P2(k,n)]
_ 2 &1 _(2) @)
v, (k,n) =n [P3(k,n) 12231 -1-2—Hi~1+1>2(k,n)Hn +P1(k,n)]

ol P1 ,Pz , P3 satisfont aux récurrences décrites en (153). Grice a un calcul

par récurrence, on montre que la solution des récurrences (153) est la suivante :

P, (k,n)
1 4 2k o\ 2 B{(m,n)
_ k! m(n+m) (k+m k\(k+i k 1
P, (k,n) 1
3
avec m @-1)! H(2)
= Z > 2_1
Brlmum) = & TweD)... mr o)
m
_ (2-1)!
Bglm,n) = 32;1 2(n+1)... 0+2)

APPLICATIONS ARITHMETIQUES.

Il semble qu'ici il n'y en ait pas. En effet, on doit pouvoir montrer
?{Skwi(k,k)/k!6 € Z donc la
constante qui intervient pour la croissance des dénominateurs est

4 4

aisément gridce aux formules ci-dessus que d

e .3X1 =e Y1 = 15789,6... ce qui est beaucoup plus grand que 1355,8 .
X X

Si la convergence avait été gouvernée par —)22— au lieu de )_(§ cela aurait
1 1

marché. Si notre conjecture est vraie, cela ne se produit que pour la combi-
2
naison linéaire Wl(k) - U-2~w2(k) et comme n2 Z @ il n'y a pas d'application

arithmétique de ce cdté-1a non plus.



