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Séminaire de Théorie des Nombres III1.1
10 janvier 1980

Grenoble

SUR LE NOMBRE DE CLASSES D'UN CORPS K REEL
CYCLIQUE DE CONDUCTEUR PREMIER , deg K < 4

par

Claude MOSER

0. - INTRODUCTION ET RESULTATS.

La conjecture de Vandiver dit que si p est un nombre premier,
le nombre de classes du sous-corps réel maximal du p-iéme corps cy-

clotomique est premier & p

Le présent exposé se place modestement dans "l'environnement"

de cette conjecture, motivé par le théoréme suivant :

THEOREME 1. - Soit K/k une extension cyclique de degré

premier ¢ de corps de nombres. On suppose gu'un seul idéal

premier est ramifié dans cette extension. Alors

1) La norme induit un homomorphisme surjectif du groupe U

K
des unités de K sur le groupe Uk des unités de k

2) Le nombre de classes h(k) de k divise le nombre h(K)
de classes de K et E—EE—; = 1 (modulo ¢).

Ceci résulte d'une étude détaillée de la formule des classes am-
biges [6] . Une idée pour aborder la conjecture de Vandiver est donc de

)

dévisser CD(()p /@ en une tour d'extensions cycliques de degré premier
et de démontrer que les rapports de nombres de classe successifs sont

premiers & p et (si possible inférieur & p).
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On se propose de démontrer ici les deux résultats

THEOREME A. - Soit p un nombre premier congru a 1 modulo 3.
(p)

Soit K le sous-corps cubique de @ . Si p est de la forme

1
Z(a2+27) le nombre de classe de K est inférieur & p/3 . Sinon

il est inférieur & p/4

THEOREME B. - Soit p un nombre premier congru & 1 modulo 8 ,
(p)

K le sous-corps réel de degré 4 de Q@ et k le corps (D(JB).

Le second ingrédient est la formule analytique du nombre de clas-

ses qui s'écrit pour une extension réelle K/Q :

K:@] -1 - Ckls)
KU TR N = lim K
S-—»1+ ;CCD(O)
Le terme de droite n'étant autre chose que le produit ]_l L(1,x) avec
les notations suivantes : erO
h(K) le nombre de classes de K ,
R(K) le régulateur de K ,
A (K) le discriminant de K ,
X parcourt l'ensemble des caractéres non principaux pairs de conduc-

teur f(K) , dont l'ordre divise [K:Q] . Voir [5]

Pour ce qui concerne une extension cyclique K/k on aura en

particulier pour un degré premier 2

%
h(K) _ ,-[K:Q] Hk:@] R(k) JaK)
k) - 2 R(K) {A(k)} [

L(1,%)

jox

X
w(x) = [K:@]
le produit étant étendu aux caractéres de Dirichlet d'ordre égal & [K:Q]

Il yena ([X:Q1)
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Dans le cas particulier qui nous intéresse, on a les deux formules

suivantes

13 2

K:@ =3, hK) =7zm

i

&)=

|L(1,x)|" (p=1 (mod 6)) ,

[K:@] =4
[K:k] =2 ' hk = 7 2o L0012 (©=1 (mod 8)

Le probléme est donc de montrer que h(K) dans le cas cubique, h(k)

et

h(K)/h(k) dans le cas du degré 4 sont inférieurs & p . Il s'agit

donc de majorer les |L(11X)l et de minorer R(k) (resp. R(k) et
R(K)/R(k))

1.

MINORATION DE 1L(1,%)

A quelques modifications techniques prés cette majoration est don-

née en suivant une méthode de HUA [4] présentée dans le cas d'un

caractére réel.

LEMME 2. - Soient f un entier naturel et ¥ un caractére pri-

mitif pair de conducteur f . Pour tout entier naturel n on note

3

respectivement n le plus petit reste de n modulo f et

S(n) le nombre complexe

n a
Sin) = ¥ 2 x0)
a=0 j=0

n*+1 }
JE

On utilise les propriétés relatives a8 la somme de Gauss associée

Alors, pour tout n>0 , on a |S(n)| < (n*+1).%—[/f’-

au caractére y , 3 savoir

BAEE:

meN , T y&expimn/A) = X(n)tly)
x mod f

n oa _
Si on pose owln,x) = 1(x)+ 2 T x{) , ona:

a=0 j=-a
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n a sz
plnx) = . xxk) L ou avec u = exp(in/f)
x mod { a=0 j=-a
on,x) = Z % (x) (ux_u—x)—l % (u(28+1)x_ u—(2a+1)x)
x mod £ a=0

5 () sinzn(n+1)x/f

xmod sinznx/f
On a donc en premier lieu o(n,y) = cp(n*,x) pour tout n et en second

lieu 1'inégalité
#
n 2
loln, )] = = T u“

XL

xmodf a=0 j=-a
x#£0
n¥* a f o -
C'est-a-dire |op(n,y)| = = { S =1+ 3 eZth/f} . La quantité entre
a=0 j=-a h=1
{ } wvaut f-1 si j=0 et -1 sinon. On obtient en fin de compte
n*
lon,x)| = (W*+1)[f-1] + T - 2a
a=1
lon,x)| = (n*+1)[f-1-n%]
. _ 1] 1 .
Du fait que est pair ona S (n) =5 {—— oln,x) . D'ou le lemme.
X X 2170 ¢

b

Pour des raisons techniques qui interviendront & la fin de l'exposé,

on est amené & considérer des caractéres non primitifs.

LEMME 3. - Scient f wun entier, Y un caractére modulo f ,

non primitif, non pringcipal et pair. Soit ¥ le caractére primitif
1

équivalent & x . Soient g le conducteur de et d = (f/q)
ROl X1 et

Alors

S (n) = 2 ulr)x
r|d __

En particulier pour tout n ¢ [+/2q,q] , si f =29 on.a

) SXI([n/r]) .

[SX(n)l < %nﬁ

et pour tout entier n>gq , lSX(n)‘ < %qﬁ .
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On sait que > u(8) est égal a3 1 si m=1, sinon a 0
§ |m
Par suite avec les notations de l'énoncé, pour tout n=>=1 on a

xi) = %, ) 6|?d

De la, il résulte les égalités suivantes

5. = w6 T % %, O)
X 5|d =0 j=0
J

S = 2 6u(6)x (8) S ([n/é]
X 5|

En particulier, si d=2 et n e[JEE,q—l] , n=n% et d'aprés le lemme 2

21 n. [n/8] +1
S )| « X 56117+ {Vq - —-t—F—
1%, =1 2 [ 8 { Ja }
|SX(n)| < %(n+1){¢a_ﬁ-§} + (%H){“/E'EHT}

2
3 ~ :Z +1) +2
|SX(n)| < Sny/q + > —QT +./9 4:}. )

2
+1 +2 2 s
Or -3—-2“1-5 - (;/5) - ni:}a- ) < —ﬁg si n>,2q . Ceci achéve la démons-

tration des deux premiéres parties. La derniére est immédiate, du fait

a/a
8

d'aprés le lemme 2 que ISX (n)| <
1

LEMME 4. - Scient p un_nombre premier et Xl un_caractére

primitif pair modulo p . On suppose p > 30 . Alors

1 1
‘L(l'Xl)\ 3 Logp+y-7%

On pose S(0) = S(-1) = 0 et pour n=1 on conserve les nota-
tions du lemme 2. On remarque que S(p) = S(p-1) = 0 . Une majoration

de |S(n)| est évidemment %n(n+1) , majoration meilleure que celle du
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lemme 2 pour n<,p . Pour tout n>1 ,

Xl(n) = S(n) - 2S(n-1) + S(n-2)

ce qui permet d'écrire

3 25w __ . 2 o (n)

L) = 2 oonyme)
n=1

1

Les remarques qui précédent aménent 3 "couper" en trois morceaux :

[*/E] p-2 =)
2l= 72 on); 2= z pn) ; 23 = 7 pn)
1 n=1+{4/p] p+l
et il suffit de majorer |Z 1| , |Z2] et Iz 3| .
W/p] 1 1 1 W/p] )

3
¢ On a ‘Zl‘sn§1m=_§-+l+[ﬁ]+2+[ﬁ]+ ?

D'aprés la formule d'Euler-Mac-Laurin on obtient

_ < Log A +- +L
%J’ 9 7Y
et donc

1 3 1 1 1
|21 s 7 Leap -7 Y Y r Bt TR T 24E)

e D'aprés la majoration fournie par le lemme 2, on a

p-2 b _ .1 p-2

|Zz‘ = 14%\/_] n(n+2) - ('\/p) 11+[ZJ_] nrz:iZ)
p p

oW L P32 1 Y
\'2':2\ < 1 -1 7 R — < 1 o-1 +p 28 Log p .
¢ On a immédiatement
za\sl3/2§;__2_$p3/21_1 . L
| 87 & s @) 8 Pl P 8

lL(I'X)\ leogp+y—%+ 1 + 1 + 1 ___+i
1 2 2[vp]  1+lWpl 2+/p] p-1 p 8/ 2/p

2 pour p>30 w

DO

1
et on vérifie que |L(1,X1)| < s Logp + vy -
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- On utilise les notations du lemme 4. De plus,

soit x le caractére modulo 2p nul sur les entiers pairs qui

coincide avec X, Sur les_entiers impairs. Alors :

-1

D Lty = (1-x, 227 L{L,y)

2) |L(L,%)

1 1
< = Lo + 1,546 + —=.0,1427
| < 5 Logp i

La premiére assertion résulte du développement en produit eulé-

rien de L(1,¥)

. En ce qui concerne la seconde, on procéde a peu prés

comme dans la démonstration qui précéde, en utilisant le lemme 3 au

lieu du lemme 2

. On coupe de la fagon suivante :

W2p]
21 = . p(n)
n=1
22 = ‘E o(n) avec opln) = ZS(n){n(n+1)(n+2)]—1
1+v/2p]
3= T o)
pt+1
On obtient :
2 3 1 1 1
o Tl =g leaptgles 2y - Y oy Yo * THE]
p 1 1 1
) ———— = 3, - ——
© SR 2 o e Pl
. 3Jp
\Z,Z\ 2 "/— p+2
3 1
o |23] < T ;/—5

1 1

o 1 1 Lo+ 3
D'ou |L(1,X)lszLogp +7L092+{+2W2-1) A/—- 1+[J2p

D'ou le lemme a

+ L, 3 _Z
2+y2p] " 8 Wb
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2. - MINORATIONS DE REGUIATEURS.

On va distinguer ici le cas du degré 3 du cas du degré 4
On utilisera les représentations d’entiers de telles extensions données
par HASSE [3]. Celles-ci, au moins pour le degré 3,avaient été racontées

par M.N.G. en 1971. On rappelle simplement ici les principales formules.

2.1. - Le cas cubique.

Tout nombre premier congru a 1 modulo 6 peut s'écrire de maniére

unique sous la forme
p = ;};(a2+3b2)
aeZ , a=2 (mod 3)

beIN , b=0(mod 3), b>0

1 ——
Si dans Q@(j) on pose ¢ = 5 (@a+by-3) , alors il existe un caractére
cubique modulo p , soit ¥ tel que la somme de Gauss t(y) vérifie

3

tlx)” = -py - (1)
Si on pose

T = -1(x)
on a les égalités

3 2 -

T" =pyp , T =¢T. (2)

Cela étant, tout élément A de K peut se mettre sous la forme

xeQ
y € Q@)

Un A €K est un entier si et seulement si

A=gixryT v} €yl (3)

? ég[j] x = y mod(1-j) dans Z[j] “)

Soit 5 le générateur de Gal(K/Q) tel que x(o) =j . Alors

AS = [x,jzy] . Les formules qui nous seront utiles sont les suivantes

=1 3 3
Ne sl ¥] = 57 {x7-3pxNy + pSley")] .

T, ((x,v]%) = 3 (x*+2pNy)

K/Q
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ol N (resp. S) est la norme (resp. la trace) dans @()/Q .

LEMME 6. - Soit ¢ = [x,y] wune unité de K qui n'est pas

rationnelle. Son régqulateur vérifie

x2+2p Ny - 32

1 2
R(e) = ZLog 3 3

On vérifie facilement que

R(2) = Log” |&| + Log || Log |s°| + Log” |<°|
C'est-a-dire

20)2 + ‘3"1..0

2 2¢
4 o ¢’

1 1
R(e) = 7 {(Logs”+7 Log e

. . " , 2
ou l'une des deux autres égalités obtenues par permutation sur 1,0g,0

2
Il n'est pas difficile de voir qu'on a, en supposant que ¢ est la
) 2 2g 202
plus grande des trois unités ¢ ,¢ 0,5 ° 'un des deux schémas sui-

vants, & permutation prés de ¢ et 02

2
0 620 5;20 1 Tr €2—2 62
N 2
0 520 1 520 Tr ez—l €2
2

2 1 2 2
Dans le premier cas \Log g ° +§Log € \ > -%— Log ¢ . Donc

R(e) = 7 Log (%) = 5 Log” (Tr(s)-2)

20 1 2 1 2 20 1 2
Dans le second cas |Log € C7—-2‘Lo<_:; £ ] = ‘Z‘Log e tLog ¢ > —Z—Log e
D'ou cette fois

2 2 1

R(s) = %Log e =23 Logzz'%'(Tr(ez)—l)z

et le lemme =

LEMME 7. - Soit p un nombre premier congru a ! modulo 3 . Le

régulateur R(K) de K vérifie

® Si p est de la forme

1,2 1 2,7
4(a +27) , alors R(K) > 2 Log (-1—5 p)

¢ Sinon R(K) > 211' Log2 (%%p) dés gque p > 130
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D'aprés les formules 4 et 5 ci-dessus l'unité fondamentale

: = [x,y] de K doit vérifier

x = y (modulo 1-j) dans Qj)
(x-3)(x“+3%+9) = p(3x Ny - S(gy?))

x2 + 2p Ny minimum .

On essaie les diverses valeurs possibles pour Ny , telles que Tr(.;z)

soit minimum.

1) A conjugaison prés pour ¢ , l'hypothése Ny = 1 implique

y € {1,-1,(1+4j),-(14j)} , ce qui conduit &
(x-3) (x> +3x49) = p(3x +a 8(y))

avec 9(Y)=§"Y si vy e {-1,1}
(1 si vy =14 , -1 si y=1-j

On vérifie que p|(x-3) conduit & la\ > J/J4p , ce qui est contradictoire.

Si on pose dp = x2+3x+9 on obtient

2

2% = (265 ax09) - 307y = ((@-3)x-30)°

c'est-a-dire
(d-1)2(d-4)x> - 6[d%(d-3)+2] x + 9d° +3b°d - 36 = 0
ou encore

(d-1)2(d-4)x> - 6(d-1)(d%-2d-2)x + 3(3d°+b2d-12) = 0

1
La condition d =1 implique b =3 , donc p= Z(a2+27) avec

[a) -
% = a—'—-(—y—)——3— . Si d# 1 , on a & résoudre l'équation

2
2
(d-1)%(d-4)x” - 6(d%-2d-2)(d-1)x +3(3d°+b%d-12) = 0
On ne peut avoir d =4 car x2+3x+9 est impair. Le discriminant de
cette équation est, en posant b = 3b1

9(d-1)7 (-3 %a’ +4(p’+2)d - 12)

qui est négatif pour d >4 . On ne peut avoir =3 car x est non

multiple de 3

Inversement si p est de la forme %(a2+27) , le corps K admet
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-a+3
2 1, 2
alors facile. Maintenant si p n'est pas de la forme Z(a +27) , l'hy-

pour unité fondamentale [ ,~1]1 . La majoration du régulateur est

pothése N(y) =3 implique que 3 divise x . Posant x = 3x1 , on
, 2 , 2 1 ,
obtient 1'équation (xl—l)(x1+x+1) = p(xl—ﬁ S(cpya) . Or on vérifie que

3
Sy ) € {27b,-27b} . D'ou (xl,—l)(x%+x+1) = p(xl+eb) . On vérifie que

le second membre est congru & Xy modulo 3 tandis que le premier est

R 3 TN
congru &8 x -1 , c'est-3-dire &8 x-1 . En conclusion si p n'est pas
2

de la forme %(a +27) ona Ny=4 . En ce qui concerne x , ou bien

X 2 p+3 , ou bien p divise x§+3x+9 avec un quotient d qui vérifie

3|]d = N(y)z6 = Tre2

>4p
3Ifd = d=5 29k 4, 13
4/ = > = X > 10 & que p>

On en déduit x2+2pNy > 12,41-p . Donc
Tr(ez)-l 1
———— > =1{12,41p-3} > 2p
2 6
et

RK) = zll-Logz(Zp)

2.2.- Le cas du degré 4

Soit k le corps quadratique intermédiaire entre K et Q@ . On dé-

signe par o l'unité fondamentale de k et par ¢ une unité fondamen-

tale relative de K , c'est-a-dire que = et 0 engendrent le groupe

~

des unités de K dont la norme dans K/k appartient & {-1,1} . Il

résulte facilement de la seconde assertion du théoréme 1 qu'on a

NK/kd = -1 et que dans le groupe UK des unités de K le sous-groupe
engendré par So 1 € ¢9 est d'indice 2 . Par suite, on a
1
R(K) = 5 Rle e, ed)
o)
Or on a
Logle| Log | e°| -Log | ¢|
R(eo,e,eo) = ABS | Log|e9 -Log|e| -Log |9

Log |eO| -Log | €o‘ Log leol

Ce qui donne
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2
R(e_,e,e%) = R(s_)-2{Log" |¢| + Log® ||} .

En conclusion provisoire

R({K 1 2 2 20
ﬁ_g_k_% = 3 {Log 2 +1og” ¢ }

Par ailleurs, on a l'une des répartitions possibles des unités

2g 2

Dans le premier cas on a :

1
Tr(ez) < 2 +ez+—§— < 2+2e:2
o
¢ i
1
Donc Log(—%—(Tr 62—1)) < Log(e)2 et Logz(E Tr(ez)—l) < Max |Log(~:20 )|
i
Dans le second cas on a :
Tr(ez) < 2+ 620 + €2
! 2 20"
et aussi (5 Tre -1) < Max ¢ . Donc, dans tous les cas
i
2, 2 2.1 2
Max(Log“(e"?)) > Log” (5 Tr(c")-1)

Il en résulte en définitive

o)

K) 1. 21,2
) 2 Log (2 Tr(e™)-1)

o)

Donnons maintenant la représentation de Hasse des entiers de K . Le
nombre premier p congru &@ 1 modulo 8 peut s'écrire de maniére unique

sous la forme

a2+b2
a€Z , a=1 modi4
belN ,b=0 mod 4

Si on pose m=a+bi , il existe un caractére ¥ pair d'ordre 4 , de

conducteur p tel que la somme de Gauss t(y) vérifie
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T2=-pn

TT

i
‘o

Le caractére Y étant ainsi choisi, on note ¢ un générateur de X/Q
tel que x(o) =i . Alors les entiers de K peuvent étre représentés

sous la forme x entier de k , x = —;-(xl—xz)ﬁ)

1 1 -=
= ={x+= + i = ;
A z{x ; WI+yD} , (v ezZlil , v v, *iy,
X, =X, = yl+y2 mod 2
Alors si A = [x,y] on a AS = [;(,iy] . Les formules qui nous seront

utiles sont les suivantes : si on pose

2 2
sly) = a(yl-yz) - 2by1y2

(a) = Lix?-

2

(p(y +y2 f@

1

FRE

1
Tr 2

1 2 2 2
= = + + +
En particulier, si ¢ est une unité relative fondamentale, on aura si
DEES [XIY] Il

1= 1 - et 4y - Be )]

PROPOSITION 8. - Soit m(K) le minimum de la forme quadrati-

que u — Tr u2 sur le groupe E des unités relatives. Alors
1) Si =4 , m(K) = p-4
2) Si b>4 , m(K) > 5p-4

Si ¢ est une unité relative fondamentale sa norme relative
est -1 . Si on pose ¢ = ([x,y] on devra avoir

2
X, +px
1 2 1 2 2
4 2 yp) = 4

(y1 2

p
2 2
X%y = aly;-y,) - 2by,v,
X, =X, =Y.t (mod 2)

2 . R
Dans ces conditions la trace absolue de ¢ est égale a
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2 2
p(y1 +y2) -4

Il est donc suffisant de regarder quelles sont les valeurs minimum pos-
2
sibles pour y? + y2
_ 2 2 , .
e On essaie yl+y2 = 1 . Modulo la conjugaison, on peut alors

supposer v, €c{-1,1} et Y, = 0 . On obtient

x? = -16 modulo p
X %, = 3

= = 1 2
x1 xz modulo

De la majoration |x1| < |a] <P on déduit x? = p2—16 . Donc
2
xri =a +(b"-16) , d'od b=4 et p = a2+16 . Une unitérelative fon-
b
€ - [ 2 4 ]

damentale est

Réciproquement, il est évident que si p = a2+16 . yi+y§ =1

Supposons dorénavant p non de la forme az+16

~

2 2
e L'hypothése yl+y2 = 2 implique & conjugaison ou change-

ment de signe prés Y=Y, = 1 . D'ou le systéme

1 2
XIXZ = -2b
, , 2 2 2 2
Donc |x1[ < b <« JE si par suite x1 = 4p-16 = 4a +4b -16 > 2b

2
contradiction. On ne peut avoir y? +yg = 3 . L'hypothése y?+y2 =4

permet de supposer v, = 2, Yy = 0 . D'ol le systéme

x., et x, pairs

1 2
X1X2 = 4a
2
X, = -16 mod p
On aurait
lxll h 2|a|
et 2 2 2 2

x1=4p-16=4a +4b - 16 > 4a |,

nouvelle contradiction ; d'ot le lemme =
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3. - DEMONSTRATION DES RESULTATS.

3.1. Le cas cubigque.

1
@ Si p n'est pas de la forme Z(a2+27) , 8'il est congru & 1

modulo 3 et supérieur & 30, le nombre de classes h(K) du sous-corps

(p)

cubique de Q est majoré par

p_ (1/4) {log p+2y - 112

4 1/4 {Logz(Zp)}

Les nombres premiers inférieurs a8 30 congrus a 1 modulo 3 sont tous de

P
<7 -

la forme % (a2 +27)

e Si p est de la forme %(a2+27) , alors 2 n'est pas reste

cubique modulo p et on a

L7l 2
e ARy
On utilise alors le lemme 5 qui fournit la majoration
2
(1/4) {Logp+16/5}° 4
15.2 7
(1/4){Log p - Log =}

On vérifie alors que pour p > 4000 le terme de droite est inférieur a

RK) < %

p/3 . Pour p <4000 la table 1 de [1] fournit le résultat suivant :

p 7 13 19 37 79 97 139 163 313
h(K) 1 1 1 1 1 1 1 4 7
p 349 607 709 877 937 1063 1129 1489 1567
h(K) 4 4 4 7 4 13 7 19 7
p 1987 2557 2659 3313 3547
h(K) 7 7 19 19 19

3.2, lLe cas du degré 4.

e En premier lieu on considére le corps quadratique @(/p) = k .

Du fait que p est congru & 1 modulo 8 , l'unité fondamentale —:O
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de k est de la forme a+by/p , avec a et b entiers naturels. En
particulier on a (grossiérement) ¢ > A/-Z_p et le régulateur de k est

supérieur & %Log 2p . Il résulte de ce qui précéde que

hik) L2 IRty -2 4B
2 4Llogp+4Llog2 2

dés que p>30 . De plus, CD(A/T7_) est principal. La majoration ci-
dessus est donc valable pour tout nombre premier p congru a8 1 modu-

lo 8

e En second lieu, si p n'est pas de la forme a2+16 on a

la majoration

2

h(K) p |Logp+2y-1 P

h(k) = 4 5p-6 <z (>30)
Log 5

e Enfin, si p est de la forme az+16 , 2 est reste quadratigque

modulo p mais n'est pas reste de puissance quatriéme. On a donc

2 2
|1—%2—)| = ‘1+-%-| =% . On utilise le lemme 5 pour obtenir la majora-
tion 3 2
+ .
h(K) ) b4 Logp+3,092+0,1427-p~x2
h(k) 4 9

-6
Log (%2)

et on vérifie que le terme de droite est inférieur & p/4 dés que
p > 4000 . Pour les nombres premiers inférieurs a 4000 la table (2]

donne le résultat

p 17 41 97 137 | 241 457 641 857 977

p 1697 | 2417 | 2617 | 3041
h(K) 17 17 13 13

Ce qui achéve les démonstrations =
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