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Séminaire de Théorie des Nombres I1.1
8 novembre 1979

Grenoble

DE L'ANNEAU DES ENTIERS D'UNE EXTENSION DE
TYPE (p,p) D'UN CORPS p-ADIQUE

par

Bruno MARTEL

1. - INTRODUCTION
Soit A 1'anneau des entiers d'un corps p-adique k , B celui
d'une extension galoisienne finie K , et G = GalK/k) . B est un

A[G] -module, il est libre si et seulement si K/k est modérément ra-
mifiée [8] . Lorsque K/k est sauvagement ramifiée, on introduit
l'ordre de A dans k[G] associé & B par: O = {rek[G];xB cB)
Un probléme ouvert est : B est-il un O-module libre ? ([ est le
seul ordre de k[G] sur lequel B puisse étre libre). La réponse
est connue lorsque K/k est : cyclique de degré p [2] , diédrale
de degré 2p [4] , cyclique et k absolument non ramifié [1]

Dans tous ces cas, la réponse ne dépend que des nombres de ramifi-

cation de K/k

On va donner quelques résultats, partiels, lorsque K/k est bi-
cyclique de degré p2 , p impair, et montrer que la réponse au probléme

posé ne dépend plus que des seuls nombres de ramification de K/k

Madame Bertrandias a une large part dans les résultats obtenus.

2. - NOMBRES DE RAMIFICATION

Soit Vg la valuation normalisée de K , la suite (Gi)i\—l des

groupes de ramification de G est définie par : Gi = {ceG; vx¢B ,



VK(G—I)X > i+1} . Un entier t est dit nombre de ramification de K/k

si Gt # Gt+1 . On utilisera plusieurs fois le résultat suivant

alors, pour tout x €B

LEMME 0. - Si t>0 et ssi cth\Grt+1 .

- = + i
vK(o 1)x VK(X) t si VX #0 mod. p

- + i
VK(O x > VX t sinon.

2
On suppose désormais K/k bicyclique de degré p~ , p impair.

On note e 1'indice de ramification absolu de k , F son degré ré-

siduel.

2.1, Si K/k a_un_seul nombre de ramification t , alors F>1 et
t wvérifie : t £ 0 mod p et 0<t<§_31

Il est clair que t >0 . On sait ([9] ch.4) que G = Gt/Gt+1

se plonge dans le groupe additif du corps résiduel de K , donc de k
On en déduit : F>1 . D'autre part, t est le nombre de ramification

des extensions cycliques intermédiaires de k . On en déduit que
e
t < E)B—_l_ , avec égalité si t = 0 mod p (ce qui exige que k contienne

les racines p-émes de 1) [6]. Montrons que t £ 0 mod p . Soit o €G,

o distinct du neutre, K1 le corps fixe par o . Soit 1 une unifor-

misante de K . Posons f = ¢g-1 et supposons que t = 0 mod p

Alors, pour tout entier i>0 , vain = it+1 (lemme 0). En particulier,
p-1 p-1 _ P2l
va m = (p-1)t+1 . Or, dans 2Z[X] , (X-1) = 2, XX mdp . Il
j=0

existe donc h € Z[o] tel que Tr 7= 7 phm . Or
K/K1

p-1 .
+ = (p=-1)t+ S
VKTrK/Klﬂ 0 mod p , et vK(f m+phm) (p-1)t+1 puisque

m

VP = pze > p(p-1)t . On obtient une contradiction.

Réciproquement, étant donné un corps p-adique k de degré

résiduel F > 1 , il existe des extensions de k de type (p,p) avec

: fops e
un seul nombre de ramification t vérifiant : t £0 modp et t < Be .

p-1
On peut le montrer en utilisant la théorie du corps de classe local, on
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verra ultérieurement des constructions explicites a l'aide de polynémes

d'Artin-Schreier (cf.5).

2.2, Si K/k a_deux nombres de ramification t<t' , ils vérifient
t=-1, 0<t' sf_—ef avec égalité ssi t' =0 mod p
ou
t=t'"#Z0 modp , t>< = (p-gtﬂ' < pF_)_el avec égalité ssi

tXEOmodp

Si l'extension est non totalement ramifiée (t=-1) , t' est le
nombre de ramification des extensions cycliques intermédiaires de k

I

distinctes du corps d'inertie. Sinon, soit K1 le corps fixe par Gt' ,

les nombres de ramification sont donnés par le schéma suivant ([9] ch.4):

K
N
K1 Ki
O\ oxe ool

k p
Z : [ z 'y A x pe 2 T4 2 x x
On en déduit 1'inégalité t" < 1_3_—_1 , avec égalité ssi t =0 mod p . On
sait que t =t' mod p , et t Z0 mod p , sinon t-—'—p-p;(3-1<t><

2

Réciproguement, il existe des extensions bicycliques de degré p

de k avec deux nombres de ramification t <t' vérifiant les conditions
précédentes. Il suffit de composer deux extensions cycliques de degré p

ayant -1 et t' ou t et t* comme nombres de ramification.

3. - ORDRE MAXIMAL DE A DANS k[G]
Soient o et T deux générateurs de G . On pose f = ¢g-1 et
g = t-1 . Soit w une uniformisante de k . Pour tout couple d'entiers
"
(i,j) du segment [0,n-1] , on définit l'entier n, , = [(_1__3_)3]

llj p_l
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PROPCSITION 1. - L'ordre maximal Sm de A dans k[G] es

figj
mn,.

le réseau de base ( o
w Y 1,]

On définit le discriminant d'un réseau de k[G] comme celui
vis & vis de la forme bilinéaire symétrique non dégénérée : (L ,u) — Tr(ip)

2
LEMME 1. - Le discriminant de A[G] est engendré par pr

Pour tout p € G , Tr(p) est égale & l'ordre de G si p est le
neutre de G , et 3 zéro sinon. Prenons comme base de A[G] la fa-
mille (olrJ)i ; ordonnée lexicographiquement. Le discriminant de A[G]

7

. , . . 2 .
est engendré par celui de la matrice carrée d'ordre p suivante

A0 ... O ‘p2 0 ... 0

00 ... A 0 0 .. p2
, ol A est la matrice d'ordre p : )

OA ... O 0 p ... 0

Soit ¢ une racine primitive p-éme de 1 dans une cléture al-

gébrique de k . On a le schéma suivant :

k(¢

7

On note r le degré de L/CDp
g l'indice de ramification de k(2)/k

)
/ d son degré résiduel.

@p(g)
L f;)ﬂk Donc ¢ p-1 = rdq .
I P
CD
-1 e
LEMME 2. - d = (—,7)
r
. _ (-l e p-1 _ e _ \ o
Soit dO ( 'r) , posons = doqo et = doq . L'indice

de ramification de Q)p(g)/L divise celui de k(¢)/L , on en déduit que
qo divise q . Soit 5 I'extension de degré do de L1 contenue dans

CDp(g) , v une uniformisante de A , p un générateur de Gal(rk/k)

Puisque /L est modérément ramifiée, vp(p—l)v =1 . Soit = 1'unité
\
de ik définie par : = —V—, , alors v (p-1)e =0

) . ik On en déduit que
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1k/k est non ramifiée et donc d, divise d .

Corollaire. - Les indices de ramification q et q' de k(¢)/k

et k(g)/@p(g) sont premiers entre eux.

ILEMME 3. -~ Le discriminant du réseau ' de base (i-g,-_).

+ _ iji,]
est engendré par w(p Lrd(q-1) . W

D'aprés le lemme 1, le discriminant de £' est engendré par

2 =22 n, .
p2P Ly i M or
p-1 p-1
k -1+k
I A L s

i<p-1 ' k=1 P k=1 p

jep-1 p-1 -1
ke 2 b k

= (+) T [551 +e T k=ple-(p) T (7
=1 k<p-1 k=1 P

ol (x,; désigne la partie fractionnaire de x . Or :

Pzl ke Pzl kg ol kg -1
T (o = LRy = Ty =ra i
k=1 P k=1 k=1 3
car g et g sont premiers entre eux. Donc 2 ni j =p e——z— rd(g-1)

i,j

202 + -
et le discriminant de £' est engendré par p2p2w 2p ew(p rd(g-1)

e w(p+1hd(q-1)

IEMME 4. - les réseaux Sm et £ ont le méme discriminant.

La décomposition de l'algébre k[G] en composantes simples

+1 -
est de la forme : k[G] = kx(k(g))r(p ) , puisque [k(¢):k] = %1—
Donc o = A x (Al)r(p+1) , o0 A, est l'anneau des entiers de k()
Or le discriminant de A est engendré par wd(q~1) , puisque k(Z)/k

1
est modérément ramifiée, d'indice de ramification q et de degré rési-

duel d . Les réseaux Dm et © ayant méme discriminant, il suffit,

pour démontrer la proposition, de montrer que ' est inclus dans Sm ,
i]
f :

c'est-a-aiwre que l'image de _ng_ dans k(¢) est un entier. Or (-1
w ’
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est une uniformisante de CDp(g) , et l'indice de ramification de

k(;)/CDp(g) est égal & Bq—_ei- . Donc

1
{4
(¢-1) o ge (i+)e
v = (i+j) — [ ] =0
4, - CONDITION NECESSAIRE POUR QUE B SOIT UN ©-MODULE LIBRE
4.1. Soit M une extension abélienne de k de groupe de Galois G

fini. Soit 6 wun entier de M engendrant une base normale de M/k

On définit iue = {)»ek[G] ; A6 ¢B} .

PROPOSITION 2. - [2], me est un idéal de l'ordre £ , isomor-

phe & B comme ©-module. B est libre sur 9 ssi il existe &

tel gque me soit un anneau (et alors 916 =9) . Les inclusions

C O entrafnent =
918 ﬂle. m n iue Qle.

Si l'on remplace l'anneau B par l'un de ses idéaux @ , on a
une proposition analogue pour l'ordre $(g) associé & g et 1'idéal de
O(¢) associé & un élément de @ qui engendre une base normale de
M/k . Soit H un sous-groupe de G , L le corps fixe par H ,

G =G/H le groupe de Galois de L/k . L'homomorphisme canonique de
G sur G se prolonge en un k-homomorphisme d'algébre : A —»)_ de

k[G] sur k[G] . L'action de k[G] sur L est définie par ix =’'x .

On note T latracede M & L , B l'anneau des entiers de M .

ILEMME 5. - Soit 6 un entier de M qui engendre une base
normale de M/k . Alors T8 engendre une base normale de

L/k . Soit wu,_ (TB) = {1 ek[G] ; AT® ¢ TB} alors 9..,(TB) =u_(B).

T8 T6 a3
Soit (gi)lsisr un systéme exact de représentants des classes
de G mod H . Les éléments (<§iT9)isr sont k-linéairement indépendants,
puisque, pour tout (x,) ekr ,ona: 2 x,9.T8 = ¥ xg.T6 =3 x.g.hs .
. isr igr 11 icr Y1

heH



L'inclusion MGZB) c QITG(TB) est claire. Soit § emTe(TB) . Il existe
be¢B tel que ATS = Tb , et il existe ) esue(B) tel que b=)x06 . On
obtient AT8 = A T6 = X T , et donc p = x puisque T#H engendre une

base normale de L/k

COROLIAIRE. - Si B est libre sur son ordre associé dans k[G],

1'idéal TB est libre sur son ordre associé dans k[G]

En effet, si B est libre sur son ordre, il existe § tel que
me(B) soit un anneau. Donc Q},Te(TB) est un anneau et 1'idéal TB est
libre sur son ordre (prop. 2).

4.2, On va appliquer ce corollaire & une extension K/k bicyclique de
degré p2 . On obtient ainsi une condition nécessaire pour que B soit
libre sur son ordre : en effet, si L est une extension intermédiaire
(cyclique de degré p) d'anneau d'entiers C , on sait caractériser les

idéaux de C qui sont libres sur leur ordre [4]

Si K/k est non totalement ramifiée, on choisit L distinct du
corps d'inertie. Alors TB=C et t' est le nombre de ramification de

L/k . On obtient :

PROPOSITION 3. - Si K/k est non totalement ramifiée, pour
gue B soit un O-module libre, il est nécessaire que t' = _pB%
ou, si t'<« ;—)P:%f -1 , gue Je reste de la division de t' par p

divise p-1

Si K/k est totalement ramifiée, soit  1'idéal maximal de L ,

5 la différente de K/L . Le nombre de ramification de K/L est t

= ot t/p]

(ou t'). Donc Vb = (p-1)(t+1) et TB . Le nombre de rami-

fication de L/k est t* (ou t). Que l'idéal TB soit libre sur son or-

t X

dre ou non dépend des congruences mod p des entiers t-[E] et t”
tl

(ou t' _[E] et t). Si les nombres de ramification t et t' sont non

congrus mod p2 , on obtient des conditions différentes selon que l'on



choisit pour L le corps fixe par Gt' ou non. Sinon, on obtient la

méme condition.

On suppose désormais que les nombres de ramification sont

2
congrus mod p
On note a le reste de la division de t par p2 , = o tgp

son écriture en base p , % = [0“1"" ,an] le développement en fraction

continue de % (avec a > 1). On obtient

PROPOSITION 3'. - Si K/k est totalement ramifiée et ses nom-

rs , 2 .
bres de ramification congrus mod p  , pour que B soit un ©-

e P .
module libre, sous l'hypothése que 1t < EP-T_Z , il est nécessaire

que

2
B=0 ou o si a>1 et n pair
1
2

o S8i a>1 et n impair.

p= , t=t'" mod 9 et t<§2£—2. B n'est pas libre sur son

ordre si, mod 9, te {5,7} .
S5e

=5 , t=t" mod 25 et t<—4——2 . B n'est pas libre sur son

ordre si, mod 25, te{7,9,13,14,16,17,18,19,21,22,23} .

4.3. Il résulte de la proposition 2 que si un entier 8 engendre une
base normale, et si 916 est inclus dans Qm , il est nécessaire que
9 =9 pour que B soit libre sur © . C'est cette condition que l'on

9
va désormais exploiter.

PROPOSITION 4. - Soit 6 un entier de K de valuation a

Alors 8 engendre une base normale de K/k et, si

SuecDm
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LEMME 6. - Soit M une extension abélienne non cyclique de k .
Un élément § de M engendre une base normale de M/k ssi,

pour toute extension intermédiaire stricte L , 1'élément Tr 6

M/L
engendre une base normale de L/k

La condition est nécessaire (lemme 5). Montrons qu'elle est suf-
fisante. Si l'annulateur de 8 dans k[G] n'était pas réduit & 0 , il
contiendrait un idéal minimal. Il suffit donc de montrer que, pour tout
caractére irréductible y de G = Gal(M/k) sur k , exe £ 0, ol eX
est l'idempotent primitif de k[G] associé & y . Soit p une représen-
tation de G sur k , de module V . On sait que l'image par p de
k[G] dans Ende coincide avec le bicommutant du module V , puis-
que k[G] est semi-simple [3] . Supposons de plus p irréductible |
(de caractére ), le bicommutant de V est un corps puisque G est
abélien, et donc p(G) est un groupe cyclique. Soit H le novau de »p,

L le corps fixe par H . L est une extension intermédiaire stricte,

car H n'est pas réduit au neutre, G étant non cyclique. Soit

(g.), . un systéme exact de représentants des classes de G mod H .
i l<isr 1 1 1 -1
On a: e 8 = ——\ Z x(g )ge = E > X(gi )gihe . Donc
X l geG i<r
1 -1 hen
exe = |_G_\ ii X(gi )giTrM/Le # 0 puisque TrM/Le engendre une base
normale de L/k

Application. Un entier 68 de K de valuation a engendre une base

normale de K/k .

On note (K,) les extensions intermédiaires de degré p

h'1sh<p+l
sur k , Ky étant le corps fixe par Gt' , Th la trace de K/Kh .
Soit ¢ un générateur de Gtl et f=¢g-1 . Pour tout entier i , tel
que O0<isp-1, ona (lemme 0) : vaie = it' +a = (i+1)a mod p2
En particulier, vap'le = (p-1)t'+a . Il existe h € Z[g] tel que
Tle = fp_le +phl9 . Comme vgP = pze > (p-1)t' , on obtient :
VKlTle = -(2—_—11:7—2 =z amod p . Le nombre de ramification t de Kl/k
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étant congru @ a mod p , on sait que Tle engendre une base normale

de Kl/k . On montre de méme, pour h>1 , que The engendre une

base normale de Kh/k (dont le nombre de ramification t*X

est congru

4 a mod.p).

LEMME 7. - Soit A wun élément de k[G] , N appartient & 9©
Th m
ssi, pour tout h s p+l , )\p €D

T

h .
La condition est nécessaire puisque ';' appartient a Sm . La
condition suffisante résulte de 1'égalité : p = 2 Th—T
h<p+1
Application. Si t* < E——B 4, PO
p- 3] m
Soit T un générateur de Gal(K/Kz) et g=1-1 . Pour tout
entier j , tel que O0O<j<p-1, ona : vKgJe = jt+a . En particulier,
-1
vKgp 8 = (p-1)t+a . On obtient, comme ci-dessus,
(p-1)t +a
= —— = d p.
VKsze o a mod p
i (p-1)t +a
On en déduit que, pour tout entier isp-1 , VK sze = t +
-1 oo 2
Soit A = Z a. ,fng , a .€k , un élément de ¥ . On a
_ 1,) 1) 6
1, =0
My qes i
—_— == Z a, f'T, . On a montré que est le réseau de base
p p =0 i,o "2 m
ij i p-1
+
fg -, ol [(1] —=—=] . On peut remplacer les p é&léments :
ny j M i,p-1
w w
! Tz 1T,
par les éléments o On obtient ainsi la condition : o € Dm ssi,
i,o
) P ie
pour tout i< p-1 , kai o [E—i] > 0 . Montrons que cette condition
- t
t-[*)
est satisfaite si t*X ¢« Ep—e——s . Puisque X\ eille , *Tze GTZB = Pz p
i -1t +
Or AT,0 = z a, f T26 ot v, fsze = it* 4l l)t & - (i+1)amod p
i=0 2
+
On obtient : pour tout i< p-1, pvkai,o+lt +-(—E—-l-£:——‘31 t—[-tﬁ] i.e.
+
v = - 1—p—§ . La condition est satisfaite pour i=10 (ao o entier) ,
' X I
th+ e
elle l'est pour i>0 si 8 £ —— ., On montre de mé&me que, si

p p-1
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AT
pe A .
- , by, si
] B 0 €90 A €U

t <

Remarque : pour p =3 , on peut construire une base de 219
assez explicite pour vérifier 1'inclusion 916 c © (au moins pour a =1)
m
sans condition sur les nombres de ramification. Cette inclusion est-elle

vraie pour tout p , sans condition ?

5. - EXTENSION D'ARTIN-SCHREIER

Soit t un entier positif premier & p , A un élément de k
de valuation -t . Le polyn6tme Xp-X—A , dit d'Artin-Schreier, est irré-
ductible sur k . Si x est une de ses racines (dans une extension de k),

l'extension K = k(x)/k est ramifiée, et v,x=-t . Si de plus t vérifie :

K
pe

t <=7 alors K/k est cyclique, de nombre de ramification t

Réciproquement, toute extension de k , cyclique de degré p ,

cre , Py e
ramifiée, dont le nombre de ramification t vérifie : t < _pg-—i , est obtenue

par adjonction d'une racine d'un polynéme d'Artin-Schreier [6] . Donc

K/k étant une extension de type (p,p) , totalement ramifiée, & nombres

2

de ramification t et t' congrus mod p“ , on peut supposer que (notations

du paragraphe précédent)

-t
K. = k(2) , 2 racine de Xp-X—éw
1 "
X &,¢ unités de k
K2 = k(m) , m racine de XP -X-ew
On va construire un élément de K de valuation a . Soit n l'‘entier
défini par t'-t = np2 . Puisque vanm = sz = -pt , il existe une
unité y de k telle que VK(wnmﬂm) > -pt . Appliquant f=o9-1 &

cet élément (K, fixe par ¢), on obtient un élément de valuation t'-t

1
n , < .
Ponc la valuation de w m +ug ou bien est égale &8 -t , ou bien est
i ..
inférieure mais multiple de p (lemme 0) . Comme er = -pit décrit

2 . 2
l'ensemble des multiples de- p mod p , le raisonnement précédent prou-

ve l'existence d'une unité v de k et d'éléments z et (v.), ..
! i"2<i<p-1
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p-1 i

de k tels que : x = wnm+y8+z+§: y.2 soit de valuation -t . Alors
i=2 (p?-1)t+a
p-1 2 2 2 p-1
VK(EX) = -(p"-1)t =tmod p , et 6 =uw 1% (ex) est de va-

luation a

PROPOSITION 5. - Si les nombres de ramification sont égaux,

p PUTI . Zoigs . £
l'unité vy définie ci-dessus vérifie les conditions : Yp t5 =0

mod w et P71 # 1 mod w

Soit y' 1'élément de K, défini par : x = m+yg+y' (n=0)

1

Puisque x est de degré p sur K1 , son polyndme minimal est :

(X-ye_y')p-(X-YZ—Y')-ew_t . En prenant sa norme, on obtient :
v, ((yery')P-(ye+y)+ew™ )= -t . 81 y' =0,

S

-t -1 -t
ve ((ve)P-yz+en™) = v (bGP -De+ForenT) =
1 1

On en déduit que : vk(yp+%) > ( _pl)t et Yp-l Z1mod w . Si y' #0,

-1 o
_t p - ] i 1 -

(y€+y')p-(¥€+y') +tew = ypep+ z (}f)(ye)p leyPove -y tewt | Par

i=1

construction, v, y'> -t , donc v (p)(ye)p—ly'1 > pe-pt > -t . Donc

Kq K, i
1
b1 p e Y . .
vy (v (y 1)e+(yFo+e)w " +y'") = -t . Par construction, VY < vex
1
donc v y'p < -t . On en déduit que : v y'p = v (Ypé +e)u)"t i.e.
K K K
P <y _ 1 : . P.€
v+ = t+ : +—
Vk(’ ) t VKly . En particulier Vk(Y 6) >0
p Pl
Posons y'" = ¥ aie BN ek , alors
i=0
v (y(yp—l—l)e + (yp6+e)w_t +a +a, e+...+a ep-l) = -t
K1 o 1 p-1

Il suffit de montrer gue Vk(al) > 0 pour prouver que yp_l Z1 mod u.

pzl n -1,"p-1
Or y,p = Zp+ > (yiel)p + p. ) entier. z O...(y _lep ) P

i=2 n_+..tn =p P

o p~-1
nj;éO

n n

0 p-1, p-1 . -
Comme v, pz ...(y ) ) > pe-pt > -t , il suffit de regarder la

K p-1

1 ) .
participation de (yiEl)p a ¢ . Or (yiel)p = Y?(&H)w_

t)l‘l

tyd
)" a pour compo-

sante sur ¢ 1'élément iyl_la(éw— dont la valuation est strictement
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positive, puisque v_ v, 21 > -t
K1 i

Cette proposition admet une réciproque partielle, que l'on peut

énoncer ainsi :

PROPOSITION 5', - Seit t un entier positif, premier & p ,
vérifiant t<§% . Soient K1 = k(2) , ¢ racine de Xp—X—éa.u_t ,
et K2 =k(m) , m racine de XP-X-e»~! deux extensions d'Artin-
Schrejer de k . On suppose qu'il existe une unité y de k

qui vérifie : vk(yp+%) > (—P:EQE et yp_l #1 mod w . Alors

K = Kle est une extension de degré p2 de k , admettant t

comme seul nombre de ramification, et 1'élément x =m+y?2 est

de valuation -t dans K

L'élément x vérifie : (x-v2)°-(x-vy2) - ew = =0 i.e.

p-2 i, i p-i -1 -1 }
T (DD e T e P T - Dx-y(PT-De - (Peteln™ = 0

i=1 )
Soit Xo = y(\(p_ —1)e+(yp6+e)w_t . Vg >‘o = -t gr8ce & l'hypothése sur

1
y . Donc x est racine d'un polyndme P de Kl[X] de la forme
P—Xp—‘g)\ Xp_i avec v, n = -t et v, A 0 our i=1
= £ Mp-i ' K "o K, 27 P =

puisque t <'ppTei . Or un tel polynéme est irréductible sur Kl et, si
x est une de ses racines, l'extension K = Kl(x)/K1 est ramifiée et
VX = -t  (méme démonstration que pour un polynéme d'Artin-Schreier).

Il reste & montrer que t est le seul nombre de ramification de K/k .

Il suffit de vérifier que c'est celui de K/K1 (cf.2). Or vax = vam =0

et vax =v_ x+t = -t +t (lemme 0).

K K/K1 K/K1

Remarque : La condition Yy unité telle que Yp—l Z1 mod w
exige que le degré résiduel F de k wvérifie F>1 . Si cette condition
est vérifiée, la proposition précédente permet de construire explicite-
ment des extensions bicycliques de degré p2 de k avec un seul nom-

bre de ramification.
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6. - CONDITION NECESSAIRE POUR QUE Qle =9

6.1. Soit 9 un entier de valuation a . Reprenons les notations des

paragraphes précédents résumées par le schéma :
2 K
t'r—:tzamodpz,t'—t=np- .
V2N
f=0-1, g=1-1 . Kl K2
(o) (1)
\ x _ (p=1)t+t'
N /s
k

Pour tout entier i , tel que O0<i<p-1, ona (cf.4)

i ) (p-1)t'+a i (p-1)t'+a .

= '+ = —m—m 7 = ———— 1+
va 8] it' +a , vKlTle o , vKlg Tle 5 it

-1)t+ ~-1)t+
v,g 8 = it+a , v Te—(p)a, flT€)=( )ta+itx
K K2 2 Kz 2 p
T 18 1) 1 d
. _ = (o-1)t+ . , "y
Puisque Vg 26 vK w(p—l)n (p-1)t+a , il existe une unité . e k
T

1
+ Di+a . . . f1x ,
telle que VK(T2 u—————w(p_l)n)e > (p-1)t+a . Appliquant f & cet élément

on obtient sze , de valuation 2(p-1)t+a+t'

T
Définissons l'entier ] par : J = Max{vK(T2+um)e DM
unité de k} . Il résulte du lemme 0 que, ou bien J est égal a
2(p-1)t+a , ou bien J est multiple de p , strictement compris entre
(p-1)t +ta et 2(p-1)t+a , et non congru & ap mod p2 (puisque
VKTle = ap mod pz). Notons mp2 le plus grand multiple de p2 in-
férieur & 2(p-1)t+a , cf(t) l'entier défini par : c(t) = p-20 si

2 < p et cft) =p-a sinon (o reste de la division de t par p).

PROPOSITION 6. - Si J = 0 mod p , une condition nécessaire

2
pour_que ﬁle =90 est : J=mp -pclt)

On suppose donc J = 0 mod p . On note

v, = VKngle = ipt +(p-1)t' +a = (i+1)ap mod p2 , i entier du segment
[O/p—l]
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2
Si J=0 modp . Il existe une unité | de k telle que

Ty
+ e = = 1 A )
VK(T2 “w(p—l)n)e ] = vp—l Un raisonnement analogue & celui de 5
tre 'il iste d 51 t ,
montre gu'il existe des éléments (Xl)Osisp—l de k 1tels que
J=Vp-1 Ty b= i
Vi X 0, VkXp—l 5 et vK(T2 X (p—l)n+,z %9 Tl)e 2(p-1t +a .
P W i=2
Il résulte de la définition de m que l'élément ¢ de k[G] défini par :
1 Tl p-1 .
nw = — (T . +x ———— + 7 xng) appartient 3 ¥_ . Soit § le conduc-
s L 2 ow(p—l)n = i 71 8
teur de © dans A[G] , i.e. §={xek ;x0 < A[G]] . On sait [5] que
1
27 Vo
c'est 1'idéal TB , engendré par w . Une condition nécessaire
L
oZ "p-1

pour que me =90 est que e , donc que w @ € A[G] , en

1

-V

I:)2 p-1 Xp-1

particulier que w €A , i.e. que J= mp2

m
w

Donc, si J =0 mod p2 , une condition nécessaire pour gue

9 =L est: ]=mp2

Si T £ 0 mod p2 . Soit r l'entier compris entre 2 et p-1 tel

2

que J = rapmod p Il existe une unité § de k telle que

T
1 2
+y———)8 =T = . i - ,

VK(T2 “w(p—l)n)e )i Vo1 mod p Comme ci-dessus, on montre

e . s q : -0
qu'il existe des éléments (Xi)Osisp—l e k tels que ViXo 0

v _, L Ty pil ir ) ¢ u U
v, X = , et = — (T,+x —/——— + xgT (B ne
k r-1 pz ¥ UJm 2 O w(p-l)n i=1 1 1 g

condition nécessaire pour que iue =L est que ¢ €9 , en particulier

que cpele - elcpe € B quel que soit l'entier 61 de K1 (la condition

relative au conducteur est satisfaite).

Or —lr-n (Tzele - 91T 6) ¢ B . On montre en effet, par récurrence,

W
i

2

i +i-1)t+
5 = 6 gle mod Glrr(p i-1)t+a

1 ) (7 uniformisante

que, pour < p-1, gle

-1t +
8 mod 6 ﬂZ(p Lt +a Donc

2 1

]

de K) . On en déduit que T 619

2 ot
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( ENE elngle) €¢B . Or

_ w i
vK(nglele— 19 by ) % 8 +\; et on peut choisir 61 tel qu'il vy ait
P iy 2 C o e — +
égalité pour 1=r-1 . En effet, Kelg Tle erl \)i '
vgiT99=pv gieTe v, 6.T.9 = v 9+V_o:V 6, +a modp
K 171 Kl 1717 ! K1 1 71 K1 1 p - K1 1
i Vo | . L (s . .
donc v, g8,:T. 8 =v, 5, +—+it avec inégalité stricte si v, 6
K1 1 71 K1 1 K1 1
est congrue mod p & l'un des entiers -q , -2a,...,-ia . Choisissons
1 r-1 r-1 2
. : _ T o) = T4 _ ,
un tel entier e1 , alors Vg —-—wm Xr—l(g Tlele elg I‘le) ] VK61 mp
1 i i 2
{ £ r- _— - +
et pour 1i#r-1, Vg xi(g Tlele elg Tle) = VX, er -mp~ >

IJJ
2 i 2
+ - i . - 9 .
) erl mp~ , car VKXig Tle >J] . Donc ¢ €O exige : J=mp val )
Si r =2 , toute uniformisante vérifie la condition :
8] - = + = . + . + .
VK(gT]vle elnge) VKE)1 v, » car gelTle 61 nge ge1 Tle g@l gT]e

Si r>2 , tout entier de K1 dont la valuation dans K1 est
congrue mod p & l'un des entiers -q,-2q.,...,-{r-1)a vérifie la condi-

r-1 r-1
. ) _ _ +
tion : VK(g Tlele Slg Tle) v, 8., +y

K”1 r-1

Notons d{r) l'entier défini pour 2 <r <p-1 par : d(2) =1 et
d(r) = Min{d; O<dsp-1,d=-a,-20,...,-(r-1)amod p} si r >2

2 " . ,
Alors si J = rap mod p- , une condition nécessaire pour gue mq=D

est : J = mpz-pd(l’)

Pour obtenir une condition nécessaire indépendante de r , on in-
troduit l'entier c¢(t) défini précédemment : c(t) =1 si p=3 ,
c(t) =d@B) si p>3
6.2. On va désormais évaluer l'entier [ lorsque 8 est l'entier de

valuation a construit en 5, et utiliser la proposition précédente pour

obtenir :
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PROPOSITION 7. - Scoit 8 l'entier de K de valuation a cons-

truit en 5 . Si les nombres de ramification de K/k vérifient

pt+t , P ptc(t)
p p-1 p-1
alors 919 £ 9 .

(1)

COROLLAIRE. - 8i ¥ c® , par exemple si p-De+tr ;f;-ﬁl

la condition (I) entrafne gue l'anneau des entiers B n'est pas

libre sur son ordre O .

L'entier 8 de K de wvaluation a construit en 5 est de la

(p2-1)t+a
p2 p-1 n pzl
forme § =y (¢x) , 00 X =wm+yetz+ 2, y; & est de
i=2

p-1 i
valuation -t . On pose vy = 3 yizl et ¢~
i=2

calculs de trace, on utilise le lemme suivant :

= ye+z+y . Pour les

LEMME 8. - Soit ¢ une racine d'un polynéme d'Artin-Schreier
sur k : Xp—X—A . Soit T la trace dans l'extension k(&)/k
Soit i un entier >0 écrit sous la forme i = (p-1)h+r ,
0<r<p-1 . Alors, si hs<p-1,
TZi = p-1 si r=20

cAr,c entier de k , si O<r«<h

pA¥ si r=h

0 si r>h

La démonstration se fait par récurrence sur l'entier h .

Puisque x=mnm+€X , xp_1 = (wnm+ex)p—l' et, d'aprés le lemme,
-1 -1 X, p-1
Tlxp = (p-1mf“p )+p(8)p
-1 -1
T, (ex)P p
1 p-1 pe p-1
D = (p-1 + = (ye+z+
onc (o-Dn (p-1)¢ o-Dn (y y)
W W
-1
-1 -1 -1 -1P -1,, n -1-k k
()P = P @ mrz e )T = PT T (P T me)®T (e

k=0 K
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p—l=p1 p-1 k

T, (ex) R R R T
k=0

D'aprés le lemme, Tzep—l(yg+y) = YpA+yp_1(p-1) , ot 4= P

p-1 p-1 p-2 p-1
Donc Tz(zx) = (p-1)(ye+ty-x) - (p-D(y 2+y-x) (\{pA'*'Yp_l(p-l))"’kZz Uy
- -1- - a
ol u, = (—l)k(pkl)(yeﬂ/-x)p szep 1(Ye+y)k . Définissons u et u,
par : u_ = (p-1)(ye+y-x)P~ 1 - (p-1)(y )P~ L,
p-1
-2 -1
uy = ~e-D ey P ypaty_ (-1 ~BUE— (ypazy)®
1 p-1 uU(p—l)n
Alors T )
-1 1 p-1 _ PZ
(T, - > ——=)(8x) = Z u
2 w(p 1)n k=0 k

Etudions d'abord le cas particulier o y =0

= (o _\P-1 . ip-1 _ P-2 _ 32
ug (p-1){{ye-x) (ve)™ 7)., Vgl = Vg X (p-1)"t
- - p-1
u, = Vp 1p 22p 2(1 ——l—-——) + termes de valuation).
1 ! uJ(p-l)n
ZZp-Z
veu, = v m , méme lorsque n=0 (i.e. t' =t) puisque
- 2
Pl %1 modw (cf.5) ; VU, = p’e - (p-1)(pt#t') - (p-1)°t
=0 si 2sk<p-l et = Pl
u, = si < p e up_1 ¥ p
(p%-1)t+a
On obtient donc pour 8 = y pZ (ex)p_1 :
T

VK(Tz“'»’p-IL;T;)‘i‘lTn)e = Min(2(p-D)t+a, 2(p-Dt+a+pZe-(p-1) (pt+t")

D'oll le résultat dans ce cas particulier :

2
si pt+t' <§_? , ] = 2(p-Dt+a
- . 5 ple 2 - 2
si  pt+' > o1 ] = 2(p-1)t+a+p e-(p-1)(pt+t') = 2 ap mod p
Une condition nécessaire pour que 9 =9 est alors : J = mpz-p

9
Cette condition n'est pas satisfaite si B+1=z2a <p-1 ou si 2a s 3+p+l,

2
car le segment [mp -p,2(p-1)t+a] ne contient alors pas d'entier congru

a 2ap mod p2
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Plus généralement, elle n'est pas satisfaite si J < 2(p—1)t+a—p2—p

+I
pt+t - pe +p+1 .

i.e. si >
p p-1 p-1

Etudions maintenant le cas o y # 0

k>2 , Vel = erp_l_k = (k+1)ap mod p2
p-1_,2p-2 p-2 oly )P
u, =y pe -(y2) y SR 4 termes de valuation)
1 p-1 (p-1)n
w
V.Y zp—l > v, 8 ar construction de x donc v ep~2 0 O
K p-1 k* P ‘ K p-1 > n
suppose désormais qu'est réalisée la condition suivante :
2p-2
plye) . pt+t' pe (p-1)t
\Y <0 , i.e. > - . 1I
K w(p-ﬂn p p-1 P (10
Alors, comme dans le cas particulier,
2 , 2 2
v, = pe - (p-1)(pt+t') - (p-1)"t = 2ap mod p
2 p-2 .
u = (p-1)"(ye)” “(y-x) +termes de valuation)
v

Soit y l'entier, compris entre 2 et p-1 , tel que va=va ¢
v

Alors Vel VKe yve = (p~v+2)ap = Ve up-v+l mod p
-yt -1) . + = u +u' ,
(2 < p-v lszp 1) 2On pose u_ up-v+1 uy 1.1p_\)_|~1 avec
ug = -(p-1)“(ye)P7%x .
E 9. - ' =
LEMME 9 \/Kup_\)+1 vKup-v+1

Montrons que ce lemme entrafne la proposition 7

-1 Tl

w(p—l)n

)(ex)p"1 = Min(v, u' , v u, , i> 0)

_/p
vi{Ty ™ K ' K

t+t!
pETt > -E?—l , alors la condition (II) est vérifiée,
p P (p%-Dt+a

v.u. < v,u' , et on obtient pour 8 =y P (ex)
K1 Ko T
p-1 1 . 2 .
- _) = “Dt+a+
VK(T2 \ UJ(p_l)n)e Min((p®-1)t+a Vil o 1> 0)

Donc l'entier J est congru @ 0 mod p et au plus égal a

Supposons que

2(p-t +a + pze - (p~1)(pt+t') . Une condition nécessaire pour que
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916 =9 est alors : J= mpz—pc(t) . Elle n'est pas satisfaite si

2 2 , pt+t' pe ptc(t)
(p-1)(pt+t') = p e +p +pclt) i.e. — » — +——
p-1)(pt+t') = p p +pelt) 5 e
LEMME 10, -
- —u+ - -
T28p 1(\{2+y)p vl T28p l(p—\)+1)(ye)p VYVE\) + termes de valuation)

Montrons que ce lemme entraine le précédent.

v p-1 V=2, ,p-1 p-v+l
= (- +y-
Uyl (-1) (V_z)(ye y-x) T,¢ (ye+y)

== — \Y) p—l \)-2 -+ p-\) Zp—l N
Uyt (-1) (V_z)(ye) (p=v+1)y vaze +termes de val.)

Utilisons le lemme 9 .

- -2
)v(p_Izl ep+\’
V

)(p-v+1)Yp—2yV(2p—l) + termes de val.}

O
L
c
J
c
I

(YE)p_zy ¢Y +termes de val.) . Donc
vV

- - + -
u Py Y R0V (- #1)) + termes de val.) o

\)+l(p_ )

1
1+ (-1) ) (p-v+1l) =y modp .
v-

Il reste & démontrer le lemme 10,

p-1 : a a
i,p-v+1 -y+1 1 -1 -1
(ve+ T ye) Y = A O yo) oy ") P
i=2 1 3120 al""'ap_l p-
2a,=p-vtl
p-1 p-y+l 3 ap—l p-1+j
T, 8" (yety)" Y = > €V, n¥Y T. ¢
2 2 p-1 "2
aiz()
2a . =p-y+l
i
p-1
avec ¢ unité de k (dépendant de al,...,ap_l) et j = % iai .
i=1
On privilégie le terme associé a : a1 =p-y et a =1, i.e.
- 2p-1 v
(p—v+1)\,fp v vaze P , dont la valuation est celle de yvzp
2p-1 v
(Tze Pt . (2p~1)A) . On montre que tous les autres termes de la somme

ont une valuation strictement supérieure. Pour cela, on écrit p-1+j sous
la forme (p-l)g+r , 0 <r < p-1 et on utilise les résultats du lemme 8

On remarque que 2p-y s p-1+j < (p-1)(p-y+2)
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Si r=20

. -1
Ou bien q<p , alors Tze(p a_ p-1 . Il faut montrer que
a .
2 ap-1 P i . :
vy, ...yp_1 > vyve . Or vyie > v¢ , donc PV, Y, > (i-1)t >0 et

vy ¢¥ <vx , donc p?v.y < (vp-1)t , vy ¢P <0
Vv k7v v

Ou bien g=p . Cela n'est possible que si y=2 et pour le

terme associé & : ap_1 =p-1 . Alors Tze(p—l)p=p—1+pAp_1 . II faut

]_ -
p 1pep(p 1)

montrer que vy > vyzlep i.e. (p-l)pvkyp_1+pe-p(p-2)t-—pvky2 >0.

-1
Or vyp_lep zvyzez et pe > (p-1)t , donc

(p-l)pvkyp_1 +pe > (p-1)pv v, + (p-1)(p-2)t

k
L'inégalité est donc satisfaite si : (p-Z)(pvkyz—t) > 0 , et cette derniére
l'est.
S8i r=q
az 8 -1 p
Alors T2 epq = pAq . Il faut montrer que vy2 '“Yppl pepq > vy ¢
- v
p-1 .
i.e. ¥, apv vy, +pe-plg-I)t-pv,y >0 . Or vy,elzvy ¢Y donc
=g 1 ki k¥y 1 i N
p—-
> + {i- . i = '
PV Y, = pvkyv (i-y)t Soit s i§2 a, alors

p-1 _
S a.pv,y, = spv,y + (j-a )t - syt
(=7 imk7i k7 v 1

L'inégalité est donc satisfaite si : (s-l)pvky +(j-a )t-svt+H(p-1t-p(g-1)t = 0
v

1
i.e. (s-1)pv,y +p-a.-sy)t = 0 , soit (s-1)(pv,y -(v-1)t) = 0 . Cette
k' 1 k'y

derniére l'est car PV, ¥ > (-1t et s3>0
v

Si r«<qg
-1)g+
Alors Tze(p Datr = cAlr , ¢ entier de k . Il faut montrer que :
a a -
- p-1
vyzz...yp}f_)llepr > vyvep i.e. apv vy, - plr-1)t - pvky\) >0 . Comme

i=2

précédemment, 1'inégalité est satisfaite si (s-1)pv yv +(j-a )t-syt-p(r-1)t > 0,

k 1
soit (S_l)(pvky -(y=-1)t) +(p-1){g-r-1)t > 0 . Cette derniére l'est si s> 1,
v

et s =1 n'est obtenu que pour le terme privilégié.
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7. - CONCLUSION, SOUS FORME DE REMARQUES

7.1, Pour p=2 et t=t'=1 mod4 par exemple, on sait que B
(anneau des entiers d'une extension biquadratique d'un corps 2-adique)
n'est pas libre sur son ordre O ssi 2t+' >4e+7 [7] . L'analogie avec

la condition (I) de la proposition 7 est claire.

7.2. Pouwr p=3 et t=t'=1 mod9 , la proposition 7 s'énonce

si 8t >9e+8 , B n'est pas libre sur © (car Qie CDm) . Or il existe

des extensions qui vérifient : 8t <9e+8 et B libre sur 9 .

PROPOSITION. - Soit t un entier qui vérifie t=1mod 9 et

t <3_2e_ , soit K1 = k(¢) , £ racine de X3—X—6m_t (6 unité de k),

soit K, = k(m) , m racine de x3X-ew™ . On su e qgu'j
existe une unité vy de k telle que : vk(\(3 +%}‘ >3 et

Y2 Z1 modw . Alors K = Kle est une extension de degré 9

de k , admettant t comme seul nombre de ramification, et

telle que B soit libre sur © si 8t < 9e

On sait que K/k est de degré 9 , admet t comme seul nom-

bre de ramification, et que x=m+yg est de valuation -t dans K
8t+1

(cf. 5). Soit 8 = y I (ex)2 , c'est une uniformisante de K . Lorsque
8t <« 9e , on va construire une A-base de iue et montrer que 916 =L .
g? = (g-1)2 est racine du polyn6me primitif de Kl[X] : X2+3€X+322 -1

On peut supposer que gé& est une unité principale de K et poser

1

g? = 1+4r . La méthode de Newton montre que Vg = vK 382 On pose
I 1

de méme fm = 1l+s , szs = sz3m2 . Pes calculs simples montrent,

sous l'hypothése 9e-8t >0 , que l'on a, modulo des termes de valuation
strictement supérieure & -5t :

2 2

f(ex)2 28 °x +2

g(ex)z = Zyazx + Yzez + 22X2

2

2
Tl(ex) = 29
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2
J(ex)” = -5t . Soit ¢ = vf-g+vy(1-y)T, . Posons

t=9)+1 , alors v 9 et v Lo =5 . DPe méme, sous l'hypothé-
K w3>‘ K w4>‘
se 9e -8t > 0 , on a, modulo des termes de valuation strictement su-

périeure & -2t :

Tl(ex)2 = 202 +3y%¢"

Tz(ex)2 = Zyzez + 3y284 - 4yex + 2x2

fa(ex)? = 2ve? + 2vei(c+s) + dex + 2(1-v)e

ng(ex)2 = 49
Donc (YZT1 + T2 + yig + y(l-Y)ng)(ZX)z = y222(3(y2+1)22-(r+s)) + 2x2
La méthode de Newton montre que r = 322 + 32 mod (3{32)2 , on en
déduit, sous l'hypothése 9e-8t > 0 , que vK(3(y2+1)€2—(r+s)) =vK32x .
Soit § = «I/ZTI +T, +vfg +Y(1—y)ng , alors vK\y(ex)2 = -2t , donc

e
L. 7 et wv fye _ 8 . On peut choisir comme A-base de % les
K w6>\ K w?k 3

o, £ 9 fe 9h oy ogy T
OhZR BN AN 5K B Th B
£ 171 90 T

les éléments 1 , —, r TES o T oo s
wh wzx wSX w8>\+1

pour démontrer 1l'inclusion de Q,Ie dans £ , il suffit de montrer que

\'%

éléments Comme

~

appartiennent a l'ordre 9 ,

L et v appartiennent 3 © . On vérifie pour cela que M ,

3 BA 5
8y w w
I we '&29 .
]
wg\ Vi sont des entiers.
0

7.3. Pour p=3 et t=1t'

I

1 mod 9 , il existe des extensions qui

vérifient : 10t > 9e+10 et B n'est pas libre sur T .

PROPOSITION. - Soit t un entier tel que : t =1 mod 9 et

t < 2’3. On suppose que k contient les racines cubiques de 1 .

2 3e _t
. 3_ _ 2 i 2 . . 3
oit K k((a) , a = 1+aw (o unité de k) , soit K, =k{(/b),

b = 1+Bw2 . On suppose qu'il existe une unité y de k gqui

PO T . L 2 ! =
vérifie : v, (y +a)> 3 et oy Z1 modw . Alors K Kle est
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une extension de degré 9 de k admettant t comme seul nombre

de ramification ; si 10t >9e+10 , l'anneau B n'est pas libre

sur son ordre,

Les extensions Kl/k et Kz/k sont cycliques de degré 3 , et

3 N
de nombre de ramification t . Soit ¢ = Jg—l , i1 vérifie :

z3+322+32 = aw%g-t et vK (2) =§2£—t . Définissons ¢ par y3+g=c;
ona: b= 1+£‘(23+322+3€) i 1+(C*Y3)(€3+3€2+32) =

= (1—\{.2)3+3«B(\/(1—y2)+c)—3432(\(2(1+\()—c)+c83 = (1—y2)3>_ , avec
vKl‘»\ = %g—t grace 3 l'hypothése faite sur v . On en déduit que

et de nombre de

-~

K = Kl(sﬁ) est une extension cyclique de degré 3

ramification t . De plus 3ﬁ—1 est de valuation -2-e4—t dans K .

Soit m = 3JB—1 et x=m+ye , alors v.x = %e-—t . Il reste & montrer
gue B n'est pas libre sur son ordre si 10t >9%e+10 . Soit

8t+1
9 =W 9 (-%}5)2 , Cc'est une uniformisante de K . Des calculs de trace
donnent : Tl(ex)2 = 322(1—Yz)2 , Tz(ex)2 = 3(m2-y223—ym23) mod 9 ,
(Tz"Yle)(ex)z = 3((m-Y€)X-Y2(Y+1)23 - Y83(m+y3e)) . On en déduit que
vK(Tz-szl)e = Min(4t+1 ,4t+1+%—e—5t) . Si 10t >9e , l'entier ] défini

en 6 vérifie J = gzg—tﬂ = 0 mod9 . Si 10t > 9e+10 , © # 919 et B

n'est pas libre sur D .

Cet exemple et le précédent montrent qu'il ne dépend pas que

des seuls nombres de ramification que B soit libre sur son ordre ou non.

7.4. Pour p quelconque et t < p , la condition nécessaire de la
proposition 3' est satisfaite, la condition (I) de la proposition 7 ne l'est
pas. Peut-on spéculer que B est libre sur son ordre ? On a le résul-

tat suivant :

PROPOSITION. - Lorsque t=1 , B est un ©-module libre.
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Posons t' =A'p®+l . Soit 6 une uniformisante de K et soient

i et j des entiers du segment [0,p-1] . On a : vange > it'+j+1  avec
égalité si i+j < p-1 (lemme 0) , et vaigp_le = pitX+p . On montre
figle fP=1gp-1g

que les entiers (

wi)\l (i,j) #(p—l,p—l) et Wl forment une A-

base de B

On utilise le lemme suivant : des éléments de B forment une
A-base ssi leurs images dans B/wB forment une A/uA-base

i -1 p-1
i, p-1,p-1 w(p—l)x'ﬂ

Supposons que 72, a

e wB , a., eA .
i,] 1)

fP-1gP-14

(p-1)n'+1
"

Comme est la seule unité parmi les entiers considérés,

ap_l p-1 € wA . On montre ensuite, par récurrence sur j , que a, j € wA .

Pour j =0 par exemple, on fait agir gp , on obtient :

p-1 AP 1y p-1 ¢l -1, 1
Lo, g t9 L Hm cug
i=0 ! W i=0 W
1
A p-1e J - ,
Or VK ——g-i)\' = = (i+1)p , gp = pgh , heZlg] , et Vng X = p *p
W

pour tout x € B . On en déduit que ai o € wWA pour tout 1i¢€[0,p-1]

7

ij

On obtient donc comme A-base de YU _: (f—.g—.) . et
6 A, )#Ap-1,p-1)
fp-lgp—l Ww
m . Or ces éléments appartiennent &8 DO .

L
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