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Séminaire de Théorie des Nombres I.1
11, 18 et 25 octobre 1979

Grenoble

UNITES ELLIPTIQUES ET FONCTIONS L p-ADIQUES
par

Roland GILLARD

Le but de cette rédaction est de construire des fonctions L p-

adiques, dans le cas elliptique de hauteur 1, débarrassées de tout fac-

teur parasite. L'exposé oral résumait [5] . Ici, on supprime une hypo-

thése restrictive peu naturelle de cet article en choisissant pour chaque
caractére une courbe elliptique convenable (cf. §1.5). Ceci permet, sous
des hypothéses assez faibles, d'obtenir 1'analogue de résultats arithmé-
tiques classiques dans le cas cyclotomique. Pour le détail des démons-

trations, on renvoie & [5].

1. - CONSTRUCTION DE FONCTIONS L p-ADIQUES

1.1. NOTATIONS.

Soient K un corps quadratique imaginaire et p un nombre premier
#2 ou 3 se décomposant en deux facteurs distincts p et p' dans K .
On identifie les nombres algébriques dans € et @p via des inclusions
DcC et Qc @p fixées dans la suite : ceci définit un prolongement v

~

a @ de la valuation p-adique de K . Pour toute extension L de K

)-)l- le

ou de (Dp , on note @(L) 1l'anneau des entiers de L et (L
groupe de ses unités ; dans le premier cas, on note LV le complété
de L pour la valuation v. et, si [L:K] est fini, h(L) le nombre

de classes de L . Ainsi @(LV)* est identifié & Z: . Si ae%; , on

le décompose en w(a) racine de 1 et (a) dans le groupe multipli-
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catif 1+pr .

Pour g idéal entier de K , on note Hg (resp. Cl(g)) le corps
(resp. le groupe) des classes de rayon modulo g de K ; on désigne
par e(g) le nombre de racines de 1 dans K congrues & 1 modulo g
et par g le plus petit entier rationnel > 0 dans g . On pose e =e((1)).
Soit I le monoide des idéaux entiers de K . On fixe une application p
(resp. y) de I dans K (resp. dans I), avec op(g)-g = ph(g) et p(g)

premier & g . On suppose ¢ faiblement additive, i.e. on suppose que

pla;-8,) = plg) +p(s,)
pour g, et 8, premiers entre eux.

Soit y un caractére (de dimension 1) # 1 de Cl(g) & valeurs
dans @)* . La fonction 1 qui lui est associée est prolongeable a C
et on a (cf. par exemple [8] chap. 21, théoréme 3 et chap. 22, théoréme 2)
si vy est primitif :

L(1,v) = -2n(6 /AT gelg) " T v(C tlogle (O] . (1)

CeCl(g) 8

ot T(y) désigne la somme de Gauss attachée & v . La définition de
l'invariant cpg(C) de Siegel-Ramachandra est rappelée ci-dessous. Cette
formule est le point de départ pour les formules du nombre des classes

(cf. infra (9)). Les fonctions L p-adiques devront vérifier une formule ana-

logue.

1.2, UNITES ELLIPTIQUES.

w
1.2.1. Cas g#1 . Pour L =w1Zeaw2Z réseau dans C , avec Im'w—1> 0,
on introduit pour z ¢C 2
z z, 1 272
olz,L) =z T[] (1-D)expG+7 )
wel :
w# 0 (2)

¢(z,1) = ¢'(z,L)/0(z,L) ,

(L) le discriminant de L , s,(L) = lim Z 5
s-0t wel |, |w |
w#0
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W, W, ~W,W

_ moo- _ 12 2 1

nlz,L) = SZ(L)Z+a(L)Z , a(l) = 5 et
les "fonctions 8", homogénes de degré 0 en z et L :

2 12
8(z,L) = a(L) exp(—6SZ(L)Z ) o(z,L)

12 (3)

o(z,L) = A(L)exp(-6n(z,L)z) o(z,L)

12 12
notées respectivement 8( )(z,L) et Qp( )(z,L) dans [9].

La fonction 6 est plus simple & définir et c'est donc elle qui est
utilisée dans les articles récents sur les unités elliptiques mais Robert
a utilisé ¢ dans son mémoire définissant les unités elliptiques ; d'ail-
leurs 1'équation fonctionnelle de ¢ s'écrit plus simplement que celle

de 6 :

vze@ , vwel , olz+w,L) = olz,L).expbn(w,L)z -n(z,L)w). (4)

Considérons alors, pour 9 idéal entier de K premier & g ,

1'élément cpg(p(g),m'l) : utilisant (4) on voit qu'il ne dépend que de la

classe C(u-y(g)) de ub(g) dans Cl(g) . Ceci permet de poser
h

@ lole) a7 = o (Clugle)

et de définir ainsi cpg(C) pour tout C¢€ Cl(g)

Considérons maintenant I“:5 le monoide des idéaux entiers de K

premiers & 6.§*%.g , ou §* est un idéal fixé (cf.1.3), ainsi que

l'idéal Jg de Z[I;] formé des a =2 ala)y vérifiant
Zoa@) =2 al@) N@) = 0. (5)
Pour G,E]g , posons
bz, = T oz.a He® (6)
91615

Le résultat clef de [9] est que 8(p(g),a) est la puissance d'ordre (%)

e(g) d'un élément de G(Hg)* ; d'od la définition

(*) en fait 12e(qg)
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aelgg !

en fait indépendante des choix de p et de ¥

Qg = %xEH*g |Xe(g) € {6(p(g).,0)}

i

-1

1.2.2. Cas g =1 . Choisissons un idéal 9 dans C , Ce€ Cl((1))

Soit a un générateur de 1'idéal principal mh(K)
12 h(K
220"y g,

que de C e Cl((1)) . Définissons Ig comme plus haut et introduisons

et choisissons une

racine d'ordre h(K) , (C) , de (C)! ne dépend
(1)

1'idéal ](1) formé des o = 2a(¥).y vérifiant
Za@ =0 et T] ma(ﬁl) principal. (5 bis)

Alors, d'aprés [9] ,

6(a) g T (a2 A(i’l)h(K))
est la puissance d'ordre e.h(K) d'une unité de H(l) : d'ol la défini-
tion

Qq) = 3XEH* |xe'h(K)E{9(a)}

(1) GEI(I)%

1.2.3. Pour F/K extension abélienne de conducteur ¢ , on introduit

le groupe des unités elliptiques propres

Op = NHS/F(QQ) (7)
et le groupe des unités elliptiques

“r “PK;J;!;P e )
ol Mp est le sous-groupe de torsion de G(F)* . Rappelons que, d'aprés
[9] §2.3, théoréme 2, la norme définit une application QF —_— O‘P' ,
qui est surjective si les conducteurs de T et F' ont les mémes facteurs

premiers.

Supposons le p-groupe de Sylow de Gal(F/K) cyclique et p

A

premier & h(K) , alors d'aprés [4] (théorémes 5 et 6, compte tenu de

la différence entre et le de (41) ,
QFnH(l) 2,
h(F) ~ [O(F)*:Cpl (9)



I.5
sauf dans des cas pathologiques qui n'interviennent pas dans la suite ;
la formule a ~b signifie que les deux membres a et b € C—D; ne dif-

férent que par une unité p-adique.

1.3. OBJETS ATTACHES A UNE COURBE ELLIPTIQUE AUXILIAIRE.

1.3.0. Soient H/K une extension abélienne finie de degré et de conduc-
teur premiers & p , et E une courbe elliptique définie sur @&(H) . On

note Yy le produit des idéaux premiers de H ot E a mauvaise ré-

¥ sur K . On suppose

duction et (utilisé en 1.2) la norme de

TH
que le réseau de € correspondant aux périodes de E dans le paramé-

trage de Welerstrass
€ 1z — (p(z),p'(2)

est de la forme Qw(}(K) , et que p et A(Qmo(K)) sont premiers entre

eux. Ainsi H contient H(l) . Pour g€l , on note Eg le groupe
des points de g-torsion de E et H(Eg) l'extension engendrée par les
coordonnées de ces points. Ainsi §(p(g)Qm) € Eg .

1.3.1. Grossencaractéres (cf.[11] § 7.8) : on note le grossencaractére

by
de E sur H : ses valeurs sont dans K¥ . On montre (¥) qu'on peut
changer H et E (en conservant les hypothéses ci-dessus) de fagon que

\IJH s'écrive sous la forme

bg e Ny (10)

est un grossencaractére de K et NH/K la norme ; soit ¥

y
ol q;K
le conducteur de WK . L'extension N engendrée sur K par les valeurs

de est finie, non ramifiée en p et p' . Pourr 9 idéal entier de K

Ik

premier & p et § , ¢K(ﬂl) est une unité de NV : on note w(¥) la ra-

cine de 1 dans NV congrue a () modulo p et on définit (wK}(ﬂj)

¥
en prenant, dans 1+pr , la racine d'ordre [H:K] de /\q;K(m.G(H)}

On vérifie alors que

b = we (i) (11)

(*) cf. plus loin §1.5.
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Rappelons ([11], §7.8) que (10) signifie que pour chaque g l'extension

H(Eg)/]( est abélienne.

1.3.2. Groupe formel. Soit E le complété formel de E le long de la

section unité : c'est le groupe formel défini sur (}(HV) obtenu en prenant

W = -2x/y comme paramétre. On sait que, aprés extension a

A' df=n G(Cﬁgr) (6;\“ étant le complété de l'extension non ramifiée maxi-
male de CDp) , il existe un isomorphisme du groupe formel multiplicatif

_G_m dans E : il existe n(T) ¢ A'[[T]] , série inversible pour la compo-

sition, telle qu'on ait les identités de séries formelles

+T.T,) = n(T,) +.n(T,)

277172 17 p 2
n((1+7)2-1) = [a] (n(T)) ,

n(T1+T

en notant +ﬁ (resp. [a]) l'addition formelle (resp. la multiplication for-

melle par a € Zp)

1.4. EONCTION L p-ADIQUE Ly .

1.4.1. Pour L réseau de € la série

_ _k
_ (Z+u))
He(z/kts,L) = w?i L 2T (12)

définit une fonction de s analytique pour Re(s) > 1—-‘2S , prolongeable

en une fonction analytique sur € . Désignons par EX¥(z,L) sa valeur

k
pour s =0 . On a ainsi des formules (comparer & [1]) :
‘ # T = . _
) 12[E1(Z,L)+-—a(L)z] si k=1,
d _ #* . _
(?E) log 6(z,L) = IZEZ(Z,L) si k=2, (13)
12(-1)%"Lk-1)1 E‘k*(z,L) si k=23.
T - .
g(z,L)-zsz(L) YD z si k=1,
E:(Z,L) = plz,L) +5,(L) si k=2, (14)

k
('1) (k_z)(Z,L)

&-1)1 p si k=3
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Pour z =0 , dans (12) on remplace la sommation du 2&me membre par
celle sur les wel , w# 0 ; de méme dans ((z,L) et p(z,L) : ¢(z,L)

doit étre remplacé par ((z,L) —-;' et plz,L) par p(z,L)—Lz- dans (14).
z

1.4.2. Soit y un caractére d¢ conducteur 8g - On note g le p.p.c.m.

de gy et § . On définit un nombre algébrique en posant

L () = <12ﬁe<g>g)'1(1-1%3)v<b(g))2v<cfllog 9,(C) st k=0

et _ _ (0) 45 (o) 3
1 N k-1) 1 (T e (g)) ! (1 KR 5
N(p)
-k

....k _ )
) Ez(p(g),ﬂ g si k>0,

i ® o
cf. notations de 1.1 ; dans la premiére somme C parcourt Cl(g) et
log désigne le logarithme dans U_)p (prolongé en posant log p =0).

Dans la deuxiéme somme 8 parcourt un systéme de représentants de
Cl(g) et on vérifie que la somme ne dépend pas du choix du systéme.

Soulignons par contre la dépendance des choix de p et E

Le caractére y se décompose en une partie modérée < (pour p)
et une partie sauvage 1§ totalement ramifiée en p d'ordre une puissance
de p ; on voit facilement qu'il existe un caractére d'ordre une puissance

de p, m:2Z¥—7T% tel que

p p
O = To <¢K> .
1 K
Avec les notations de 1.2.2, on a aussi n(¥) = n(a) /h(K) pour YEI ,
U premier & p . Pour k€ Z , on pose cpk=q;-g)_"k ¢V =v.g_k . On
peut montrer :
ILEMME 1. - Il existe un unique entier i tel que le conducteur

de o, scit premier 8 p et vérifiant 0<i<p.

On introduit alors

p ; 1
) = 2 o twn o &

A=1 m
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oud p™ désigne le conducteur de whem , et C‘m la racine de 1'unité

image par n~! du point &(p(p™)Q

w0

) de E m (identifié au point cor-
P

respondant de E).

En reprenant les constructions de [5] , on obtient ainsi une
série fE(T,cp) € A'[[T]] (et dépendant de o !) . On pose alors, aprés
avoir choisi un générateur ¢ de 1+pr ,

1-s

LE(s,v) = fE(ﬂ(C)c -1,0)
THEOREME 1. - On a

k

L (1kv) = (0 1y )7

k) -Lk(vk)

Soient 8 le conducteur de ¢ et y le p.p.c.m. de 3, et §

on déduit du théoréme 1 que 1'élément

B, = Zo®) E (plg) 8 e’

avec j =1 (resp. j=p) si i#1 (resp. si i=1) est dans A' et

ne dépend pas modulo p du choix du systéme d'idéaux ® représen-

vip) ¥ (p)

tant Cl(g) . Comme (1--—5——) est inversible dans A' , on obtient :

Np

COROLIAIRE. - Pour que la série fE(T,cp) soit inversible dans

A'[[T]] , il faut et il suffit gue BE(cp) ne soit pas dans p.A'

1.5. SUR IE CHOIX DE E

Pour définir LO(\)) , on a sommé sur Cl(g) . La sommation sur

) garde un sens. Ainsi, en posant

$0) = (128elgag 1-5EN Vsl Tv(cT oy, (©)

0

Cllg
on déduit de [9] §2.3 que

Lyv) = £(v)-v(p(g)p( go ]'l' | (1-v(q)) . (15)
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PROPOSITION 1. - Pour chaque caractére ¢ modérément ramifié

en p , on peut choisir H et E (cf.1.3) de fagon gque

T‘_] (1-p(q)) soit non nul.
qif

La démonstration de la proposition 1 est faite en 1.5.3 et 1.5.4.

1.5.1. Conséquence de la proposition 1 : soit ¢ un caractére modéré-
ment ramifié en p ; on suppose que ¢ n'est pas d'ordre une puissance
de p (sinon cf. 1.6 ; ¢ est alors non ramifié en p). Considérons

alors la série

¢(y(a))
_ olp(g)) (1+T _ e(q)
H (T, o) —a&f@-i——%—(—m o T] (-ala)(1+1)7'%)

(1+T) q s
ol, pour B idéal de K premier & p , £@®) est l'entier p-adique dé-
fini par l'égalité

(by = @) h(K)

h(K)

avec b générateur de 1'idéal principal ® ; ainsi on a n(®) =ﬂ(c)2(§B).

Si E et H sont choisis comme dans la proposition précédente HE(T,cp)

est inversible : si on pose

f (T, o)

HA{T, o)

£(T,q) = L5 - f(n(c)c' 5-1,q) | (16)

alors f(T,p) est toujours dans A'[[T]] , et de plus

fn(o)-1,9) = L (1,v) = ORI (17)

Ceci prouve en particulier que la fonction Lp construite ci-dessus ne

dépend plus de E (plus précisément, partant de deux courbes elliptiques

E et E' vérifiant les conditions de la proposition,. on constate qu'elles
deviennent isomorphes sur A' ; en utilisant cet isomorphisme pour rendre
compatible les choix de n , les séries £(T,¢) associées coincident.
puisqu'elles prennent les mémes valeurs pour (-1 , ( racine de 1 d'or-

dre une puissance de p)

Remarque. - Partant de E et H comme dans 1.3.1, on déduit

de (15) et (17) I'égalité f,(T,y) = HE(T,q)-1(T,q)
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1.5.2, Dans la situation de 1.3.0, considérons un modéle

y2 = 4x3—g2x—g3 de E , avec g2 et g3 dans @(H) et posons

A= gg—27 gg . Soit 1 un idéal premier de H , premier & 2 et 3
IEMME 2. - La courbe elliptigue E a bonne réduction pour |

si et seulement si la valuation l-adigue de A est divisible

par 12 ; dans tous les cas, cette valuation est divisible par 12/£.

Démonstration. - Tout modéle de Weierstrass de E est de la
forme

2 3 4 6 12

— 3 - 1 - 1 e ] - , ] —_ t i = .
% 4x 9,x-g, avec g, =ug, 95 ug, e A'=U A (18)
12

Si E a bonne réduction en | , on peut trouver u € H tel que A'=u 4
soit premier & | ; la réciproque se démontre en utilisant l'intégralité

de l'invariant gg/A de E . Dans tous les cas, E posséde une H-forme
E' (cf. [10] théoréme 9, corollaire 1) qui a bonne réduction en I
on peut choisir un modéle (18) avec A' premier & | et on vérifie alors

que u® est dans H , d'ol la fin du lemme.

1.5.3. Cas ot K=Q(/-1) ou @(/-3) . Choisissons une courbe elliptique
E , admettant ©(K) comme anneau de multiplications complexes, définie
par une équation de Weierstrass avec g, et 9, dans @(K) ; on suppose
que E a bonne réduction pour p et les diviseurs premiers de 2 et 3
Considérons l'ensemble {ql,...,qr} des idéaux premiers de K o0 E

a mauvaise réduction et vérifiant cp(qi) =1 . Soit q un idéal premier

de K , premier & 2,3 et p , et vérifiant (q) # 1 . Choisissons des
générateurs q , ql,...,qr de q,ql,...,qr . On peut trouver des éléments
q'l,...,q; ¢ K , premiers & 2,3 et p , engendrant des idéaux premiers

ql,...,ql'r et vérifiant

cp(q)'cp(q'i) = Cp(qi) =1 (19)
q-q'i

9

3

= 1 mod e



Posons alors @a = I_I —) , ou n, est tel que la valuation qi—adique

de A soit ni-12/e (cf. lemme 2), et u = eﬁ . Définissons E' par
son modeéle (18). De (20), on déduit que l'extension K(u)/K est non ra-
mifiée pour les diviseurs premiers de 2 et 3 dans K , ce qui entrafne
la bonne réduction de E' (compte-tenu de celle de E ) pour ces divi-
seurs. On déduit alors du lemme et de (19) que les idéaux premiers g
de K ou E' a mauvaise réduction sont premiers & 2,3, p et véri-
fient o(q') # 1 . Les conditions de 1.3 sont clairement vérifiées par

H =K et la courbe elliptique E' : si on choisit g2 et g3 avec p

premier @ A , p est encore premier & A'

1.5.4. Cas e =2 . Choisissons une courbe elliptique E , admettant

oK) comme anneau de multiplications complexes, définie par une équa-
tion de Weierstrass avec 9, et g3 dans G(H(l)) ; on suppose que E

a bonne réduction pour les diviseurs premiers de 2 et 3 (cf. [11], chap.5
et [10] théoréme 9, corollaire 1). Soit gq un idéal premier de K dé-
composé dans K/Q premier & 2 , 3 et A , et vérifiant ol(q) # 1 . On

choisit un point t non nul de Eq . D'aprés [11], 7.8.8, on peut

énoncer :
IEMME 3. - Il existe une courbe elliptique E' définie sur Hq
et un isomorphisme E — E' tel que l'image t' de t soit ra-
tionnel sur Hq . Dans ces conditions, les points de torsion de

E' engendrent sur Hq des extensions qui sont abéliennes sur K .

Représentons E' par (18), 1'élément u correspondant & l'iso-

2 3
morphisme E —E' : (x,y) = (uU'x,u'y) . Comme t' appartient & Hq ,
on en déduit immédiatement que H(l)(Eq) =Hq(u) et que u? appartient
a Hq . Soient I un idéal premier de Hq , premier & 2,3 et q , et

1'idéal premier de H(l) au-dessous de |

(1)
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LEMME 4. - Les conditions suivantes sont éguivalentes

i) la valuation [-adigue de u2 est _impaire,

7

ii) 1 est ramifié dans H, (E )/H
(1)( q)/ q

iii) E a mauvaise réduction en |

{1) ’

iv) la_valuation |, .-adique de A est congrue & 6 modulo 12

(1)

La partie difficile est ii) « iii), cf.[1], lemme 4. La partie

iii) e iv) provient du lemme 2.

LEMME 5. - Soit E' comme dans le lemme 3 ; alors E' a

bonne réduction pour tous les idéaux premiers de Hq premiers & q

Démonstration. - Soit | un idéal premier de Hq , premier a q
Si | divise 2 ou 3 , l'assertion résulte de l'isomorphisme entre E et

E' sur H (FE ), de la non ramification de | dans H _(E)/H et de la
()& (&g

bonne réduction de E en | . Si | est premier 8@ 2 et 3 , il suffit

12

d'appliquer le lemme 2 a E' et A'=u"“.A : si la valuation Il—adique

¢
de A est congrue & 0 (resp. 6) modulo 12, la valuation I|-adique de
ul est paire (resp. impaire) donc la valuation I-adique de A' est

congrue & 0 modulo 12

Pour démontrer la proposition, il suffit donc de remplacer E et

H(l) par E et H=Hq

1.6. COMMENTAIRES.

1.6.1. Replagons-nous dans la situation de 1.4.2. Remarquons que pour
tout idéal 8 de K premier 3 § , on a wK(ﬁ)»W) = N(®8) ; en effet
les deux membres ne différent que par une racine de 1 (car, cf. [11],
pour ¢ idéal de H premier au conducteur de g « l'élément \pK(iu)
de K engendre l'idéal NH/K(QI)) et sont tous les deux réels >0 . Ceci
permet de démontrer les formules

-k

[v(n(a)) ¥ (5(a)) pla) ™1 Lk, 5-75)
[v(y(g)) ¥ (5(g)) plg) ™7 (O, v~ 1

®)E*(o(y), 870

Tve) ¢ @Y

Il

_k)

14
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qui expriment nos sommes en termes de fonctions L attachées aux
grossencaractéres (définies en sommant sur les idéaux entiers de K
premiers & g) ; ceci fait le lien avec les résultats de [1] et les
constructions de [7], §9.4. Notons & ce sujet que si 6 désigne un
caractére de Dirichlet de conducteur divisible par § , on a HE(T,G) =1,
£f(T,p) = fE(T,cp) . Ceci généralise la situation o h(K) =1, H=K et

ou 6 décrit l'action galoisienne sur Ep , cf. [1], lemme 4.

1.6.2. Dans [5], nous avons fait l'hypothése que l'indice de ramifica-

80

(39 conducteur de ), divise p-1/e ; ceci nous a permis de construire

tion de p dans Fcp , corps associé au noyau de ¢ dans CI(

une série f'(T,¢) € A'[[T]] dont la valeur en m(c)-1 est
.,S‘,(\))-T(\))'l-\a(l;(go))"1 (T(y) désignant la somme de Gauss usuelle, cf.1.1).

Le lien entre les deux séries est donc
£(T, ) = £'(T, ) - T(ep;) cpi(b(go)) . (21)

L'avantage de f'(T,p) est son indépendance du choix de p , comparer
avec 1.6, ci-dessous. Sa construction n'utilise qu'une courbe elliptique

choisie indépendamment de ¢ . Ceci permet de définir encore £(T,cp)

lorsque ¢ est d'ordre une puissance de p (donc Fcp/K est non rami-

fiée en p), en conservant les formules (17) et (21).

1.6.3. Changement de n . On sait que M peut étre modifié par mul-

plication formelle par un élément b € Z; . Ainsi gm est transformé en
3 -i -1 s
2 3v) en WFTHE)TB)Y t(v) et m(0) en br'(0) . Ainsi £(T,q)

(et donc f£(T,y)) est multiplié par la série wi(b)(1+T)e((b)) (i1 suffit de

comparer les valeurs en m(c)-1)

1.6.4. Changement de p . Avec les notations suivant le théoréme 1,

dans la définition de LE n'interviennent que les valeurs de

olgp™ = plg) +o(p™) pour me N

1.6.4.1., Changement de p(g) . Comme p(g) n'intervient que par sa

valeur modulo @(K) , on peut supposer que la nouvelle valeur est bp(g),
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avec b €K premier & ¢ . Ainsi p(gp™) devient b _p(gp™) (modulo G(K))

p
m
avec b =1 mod pm , b =D mod g . En reportant dans le formule du

théoréme 1, on voit que LE(l—k,v) est multiplié par

¥ (b )Yk
v (o)) (b N /bE = v((bm>)<——’<—b-l;“—‘— = vl )) st m>0.
m

Compte-tenu de b /b = 1 modg , b_=1mod p™ ,

- - i b i b
Vb)) = g ()u (b ) = g ®)u (b)) (M) = eblw (T = pbl () .

Ainsi fE(T,Qp) est multipliée par cp(b)w_i(b) ; attention,en général

w(b) # w((b)) 1+ On vérifie a 1'aide de (16) le méme phénoméne pour f£(T,e).

1.6.4.2. Changement de p(pm) : on peut supposer que la nouvelle valeur

.. o m
est de la forme bmp(pm) , avec bme K, bm premier & p ; ainsi p(gy )

. 1 2 t t ! = m
est multiplié (mod O(K)) par bm avec bm 1 mod g , bm = bm mod p .
Ainsi on a _WK((bm)) = bm et Lk(\)) est multiplié par
v((b'm)) = (w'm(b}) = (win)(bm) . Ceci est compensé par le changement de

k-3

des p(p™)

¢, dans t(v) . Ainsi fp(T,p) et f£(T,q) ne dépendent pas du choix

2. -~ APPLICATIONS ARITHMETIQUES

2.1. FORMUIE p-ADIQUE DU NOMBRE DE CIASSES ET CRITERE DE
KUMMER.

Soient F/K une extension abélienne et A son groupe de Galois.
On suppose que p ne divise ni h(K) ni le degré (fini) [F:K] . Dé-
signons par K, la Zp-extension de K non ramifiée en dehors de p
et par F_ l'extension composée F:.K_ ; soit S Il'ensemble des places

de F au-dessus de p . Notons Fn la sous-extension de degré pn

®

dans F_/F , F;v son complété, UW le p-groupe de Sylow de G(F:j)*

n
pour chaqgue w€ S . Posons U_ = vV, Cc_ =C. (cf.(8) ; soit &
N e n n Fo

'application diagonale F —»]—[ FVW et désignons par O(Fn)* (resp.an)
wES



#*
la fermeture de u,n 6(G(Fn) ) (resp. u.n 6(Cn)) dan; Un . La formule
P My

p~extension abélienne, non ramifiée en dehors de p , maximale de F
n

suivante résume les formules de nombre de classes y désigne la

On note R le régulateur p-adique, A(Fn) le discriminant sur K , W

le nombre de racines de 1 dans F

PROPOSITION 2. - On a :
R(G(Fn)*)h(Fn) m
Wn'“/A(Fn) v#1

<

SIS o IS SN

L= . o
[U_:C (1+pZ)] ~ p o (AR

2

~ [Gal(M_/F))] ,

ol dans les produits Vv parcourt l'ensemble des caractéres # 1

de Gal(F /K) définis et irréductibles sur Eﬁp .

Soient A # 1 wun caractére de A défini et irréductible sur Q
et e ¢Z [A] l'idempotent associé. Comme U_/C_ et Gal(M_/F)
A p n” n n’ n

sont des Zp[A] -modules, on peut comparer leurs p-composantes :

THEOREME 2. - On a

[e, (U /C)T ~ Tr:] T] flc-1,¢) ~ [eAGal(Mn/Fn)]
Qp :1 C’p
ol le produit est pris sur l'ensemble des racines de 1 d'ordre

divisant pn et sur l'ensemble des composants irréductibles de

A sur Qp .

Notons C(Pn) le p-groupe des classes de Fn . Choisissons E

comme en 1.5 et BE(cp) comme en 1.4 {(avec E comme en 1.5).

COROLIAIRE. - Les affirmations

’

]
M / )] ']

iii) p divise BE(cp) dans A' pour au moins un_composant

i) p divise [e c(F )
ii) p divise [e Gal(

irréductible ¢ de £ sur Q, .

sont reliées par les implications 1) = ii) e iii)
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condition nécessaire relative & p

Question. - Le corollaire précédent est-il encore valide en rem-

plagant A par un caractére défini et irréductible sur CDp ?

2.2. STRUCTURE GALOISIENNE DE Y

~

Les considérations de 2.1 conduisent & introduire la limite

~

Y = lim Un/C—Jn (pour les normes relatives) et & penser que les modules

galoisiens Y, et GallM,/F)) , M, étant défini comme M, mais en

[e<]

substituant EF  a Pn , ont des structures galoisiennes voisines. C'est

ce qui motive l'étude de Y_ . Soit toujours ¢ un caractére de A dé-
fini et irréductible sur c“op . Notons e§> l'idempotent associé : le Zp[A] -
module eQZp[A] est simple. Si A désigne l'anneau engendré sur %p

par l'image de A par ¢ , le prolongement de ¢ induit un isomorphisme

Z = A .
s p[A]

En utilisant la décomposition en produit direct
Gal(F,/K) =~ Gal(E_/F)-a ,

on peut munir e@Ym d'une structure de A[[T]] -module : l'action de 1+T

a

est égale & la restriction de 1l'automorphisme de U H(Epn)/H(Ep) défini

nclN
par 3(p(p)Q ) — é(cp(pn)Qm) . ¢ choisi comme en 1.4.2.

Soit, pour we S , uw la partie de torsion de la réunion des
U:; on vérifie facilement que c'est un groupe fini. On peut considérer
('[—[pw)% comme un A[[T]] ~module fini. Comme ce' module est monogéne,
il est de la forme A[[T]]/G pour un idéal ¢ de A[[T]] . De [6] ,

on déduit que le A[[T]] module eéU est isomorphe &8 (¢ . De méme,

soit ® 1'idéal maximal de A[[T]] si € Gn admet de la torsion (ce

qui n'arrive que si ¢ est le caractére défini sur G)p décrivant l'action

galoisienne sur p_f ; la torsion dans e, C se réduit alors au groupe
$ 'n

engendré par pA/T) et A[[T]] lui-mé&me sinon.
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THEOREME 3. - Il existe une série g(T,q) € A[[T]] ne différant

de f(T,¢) gque par une unité dans A'[[T]] telle que G contienne

g(T,p)® et _que

e@Ym ~a/9(T, )8 .

n
Désignons par W la série (1+T)p -1

COROLIAIRE 1. - On a un isomorphisme

eé(Un/C_n) ~ 6/(9(T, 98w )

si olp) # 1 et _une suite exacte

0 — ALTI} /(G(T, ) /T) — e, (U /C,) — e (U /S) — 0
sinon.

La complication @G # A[[T]] arrive effectivement méme dans des

cas oud @® = A[[T]] , cf. cas anormal de [1]

Remarquons que si ® n'est pas inclus dans @ ,.la série g(T,q)
n'est pas inversible ; des théorémes 2 et 3, on déduit donc , en notant

A la somme des conjugués de o sur Q@ , le corollaire suivant.

COROLIAIRE 2. - S ® n'est pas inclus dans @ , les groupes

e@Y et eAGal(Mm/Pm) sont infinis.

Exemple 1. K = @(/-3) , E d'équation y2 =x3—5 , p=37 et

¢ =6 (cf. 1.6.1).

Exemple 2. Soit yx le caractére de Dirichlet correspondant &

l'action galoisienne sur pﬁ et c73= ch—l . Si @ est non trivial et

vérifie o(p) = 1 alors ona @ ¢ & = A[[T]]
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