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Séminaire de Théorie des Nombres IX.1
1978-1979

Grenoble

STRUCTURE GALOISIENNE DE LIMITES PROJECTIVES
C'UNITES LOCALES

par Jean-Pierre WINTENBERGER

1. - INTRODUCTION

Soit p un nombre premier et CDp le corps des nombres p-
adiques. Soit K une extension finie de Q)p . Soit K_ une extension
abélienne de K . On note G le groupe de Galois de K, sur K
On suppose que G est le produit direct d'un groupe A d'ordre pre-
mier & p et d'un groupe T isomorphe a %; , pour r entier =1
On note Uco (respectivement Zw) la limite projective des groupes
des unités fondamentales (resp. des complétions p-adiques des groupes
multiplicatifs : pour la définition voir 3) des extensions finies de K
contenues dans KOo , les morphismes de transition étant induits par
la norme. Les groupes Um et Z_ sont de maniére naturelle des mo-
dules sur l'algébre JA des mesures p-adiques sur G (l'algébre A
est aussi souvent appelée algébre d'Iwasawa de G). Pour r=1,
la structure de ces modules a été étudiée par Iwasawa, cf. § 12 de
[1]. Notre probléme est d'étudier cette structure pour r =z 2 . Notre
réponse est partielle, mais nous semble suffire pour les applications
concernant les extensions abéliennes des corps quadratiques imaginaires

~

(cf. un travail de Yager & paraftre).
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C'est avec plaisir que je remercie J.-M. Fontaine pour ses nom-
breux conseils. Mes plus vifs remerciements vont aussi a J. Coates pour
I'intérét qu'il a porté A ce travail et pour ses remarques lors de la ré-
daction. Je tiens & signaler que Coleman et Yager ont obtenu séparément

des résultats (non publiés) sur le sujet.

2. - L'ALGEBRE ) DES MESURES p-ADIQUES SUR G

Pour tout entier n= 0 , on pose Gn =G/p™T" . On a :

A= lim Z [Gn] , ol Zp[Gn] est l'algébre sur Zp du groupe fini

nelN
Gn . On identifie G & un sous-groupe du groupe des éléments inver-
sibles de A

On pose A=ZP[A] . Comme A est d'ordre premier & p ,

les idempotents e§ associés aux différents caractéres irréductibles

de A & valeur dans CDp , appartiennent & A . Si pour chaque 3§ |,

on pose A@ = eéA et /\@ = eQ/\ , les algébres A et A se décom-

posent respectivement en les produits |—[ A@ et ﬂ[‘é . Pour chaque
® )

8, Q®_ A est l'extension non ramifiée de @ de degré le degré %
PZ, ¢ p

et A@ s'identifie & 1l'anneau de ses entiers. Soit G110y sees O, des
générateurs de I’ (en tant que module sur Zp) ; on pose Ti = Oi—l
pour 1 <1is<r. . L'algébre 1\@ s'identifie & 1'algébre des séries for-

melles A@[[ T/ Ty e, T

Pour chaque § , on munit A@ de la topologie %@—adique,

ol 77(§ est 1'idéal maximal de 1\§ . La topologie produit sur p = ﬂ I
&
coincide avec la topologie limite projective A = lim Zp[Gn] , les

nelN
Zp[Gn] étant munis de leur topologie p-adique.

Si M est un A-module, on pose MQ = eQM . On a

M = H M@ , et pour ¢ # &' l'action de A@ sur M@' est triviale.
®
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3. - LES A-MODUILES U t Z

OO - [oe]

Si F est une extension finie de C[)p , on appelle complétion

p-adigue du groupe multiplicatif de F et on note I—m le groupe

t
lim F¥/F*P" | la limite projective étant prise pour les applications évi-
teIN A

T# , ,
dentes. Le groupe F est clairement un module sur Zp ; 81 m est
. P
. , ¢ Z + <
une uniformisante de F , on a o~ m P x UP ol U; est le groupe

des unités fondamentales de F .

Pour tout. n € IN , on désigne par Kn le corps des points
P

fixes de Km par pnI“ . On a ZO‘> = li_rp K':; , les morphismes de transi-
nelN A

tion étant induits par la norme, Pour chague n , le groupe Kz est de
maniére naturelle un module topologique compact sur Z [Gn] . Par pas-
sage a la limite projective, on en déduit une structure de A-module to-

+
pologique compact sur Zw . Clairement, U°° = l_iln UK est un sous-
n€lN n
A-module compact de Zcao

4, - ENONCE DES RESULTATS.

On note X le caractére de A & valeurs dans les racines
p-1-iéme de 1l'unité de CDp , donnant l'action de A sur les racines
p-iéme de 1'unité de Kc°

Si F est une extension de CDp , on note \ w(F) le groupe

P
des racines de l'unité de F d'ordre une puissance de p .

Si u (K ) est infini, pour tout n € N , on note “pn le
p [--]
groupe des racines pn—iéme de l'unité de Km . On note T(up,,) le mo-

dule de Tate limu n - Pour chaque n , le groupe u oa(Kn) est un
neN P p
module sur A par l'intermédiaire du quotient Zp[Gn] . Par passage a

la limite projective, on en déduit une structure de A-module sur T(u _) .
. P
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Les homomorphismes d'augmentation : Zp[Gn]_»Zp , définis-
sent un homomorphisme de A dans Zp . On note encore Zp le

groupe Zp avec action de A & travers cet homomorphisme.

THEOREME. - On pose d = [K:(Dp] . On note @O le caractére

trivial de A .
i) Supposons r=2 ., Le A@—module Zm " est libre de rang
, bour tout caractére irréductible % de A si

d

H oK) = {1} , et pour tout & # X si u K ) # {1} .
p

S

P
Si u L(K_.) est infini, et si p#2 ou p4cK , On_a une
p
suite exacte de Ai.—modules :
() 0——2 _—L_—T{ .)—0,
*,X X p°°
ot L_ est libre de rang d sur A_ .
X X
ii) S8i r=3, le Aé—module Zw 3 est libre de rang d pour
tout & distinct de @, et de X .
iii) Pour r guelconque, on a Z = U , pour tout ¢ si

, d ©,
le corps résiduel de K‘=° est infini, et pour tout & # @O

si le corps résiduel de K, est fini, Dans le second cas,

et pour % = éo , On a une suite exacte de A. -modules :

QO

11 0 — — 7 — Z — 0.
1D Vo, @, 8 p

Remarques.

1) Pour r=2 , uw(Km) infini, et p#2 ou u, CK , la

4
suite exacte (I) décrit entiérement la structure de VAY -module de Zm 5
-1 '
On voit facilement que l'on a Zoo < s Q@A; , o @ est l'annula-

teur dans A_ de Tt &)
X p

2) De méme, supposons r=2 et le corps résiduel de Kcn fini,

Si upm(Km) = {1} ou si “pw(Km) £ {1} et ¥ # 38 (c'est-a-dire si
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U oK) = {1} ), la suite exacte (II) décrit entiérement la structure de
d-1 . N
‘A‘q? -module de Um’<§ :on a leé ~ Jo,é ®A¢ , ou Jo est l'idéal
o o o o o

de A engendré par T et Ty

3) Si r=3 , le A@ -module Zco " n'est pas libre (voir la
remarque du (5.5.1)). © ©

PROPOSITION. - Notons JO 1'idéal de A engendré par les

Ti our 1 <is<sr ,

i) Pour r gquelconque et & # éo , le novau de la projection
~
7 #
de 8 dans Ko,@ est Jozm'Q
ii) Pour r=2 , le novau de l'homomorphisme de Z /3 7
co,@o o) co,@o
dans Kg 5 induit par la projection est isomorphe & Zp .
%0
5. - DEMONSTRATIONS.
(5.1) Interprétation par la théorie du corps de classe local . On se

fixe une cléture algébrique de CDp et tous les corps considérés sont
des sous-corps de cette cléture algébrique.

A\
Si F est une extension finie de G)p , on pose Z(F) = ¥

Si F' est une extension finie de F , la norme induit un homomorphisme
de Z(F') dans Z(F) ; on le désigne par NF'/F . On note M(F) la
p-extension maximale abélienne de F . L'application d'Artin définit un

isomorphisme :

(1) : Z(F) — Gal(M(F)/F)

lbF
De plus, si F' est une extension finie de I , nous avons le

diagramme commutatif classique :

U
Z(F') —— Gal(M(F")/F")
Vg
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ol la fléche verticale de droite est 1'homomorphisme naturel défini par
l'inclusion M(F) < M(F') . Supposons de plus F'/F galoisienne. Comme
M(F')/F est alors galoisienne, Gal(F'/F) opére sur Gal(M(F')/F') par
automorphismes intérieurs (si o € Gal(F'/F) et x € Gal(M(F')/F') , alors
0.X = yxy_l , ol vy est un quelconque élément de Gal(M(F')/F) dont

l'image dans Gal(F'/F) est o ). D'autre part, le groupe Gal(F'/F)

opére sur Z(F') de maniére naturelle. Il est bien connu que WF' est
un Gal(F'/F)-homomorphisme.

Si F est une extension algébrique quelconque de @ , on note
toujours M(F) la p-extension maximale abélienne de F : on pose

N

Z(F) = l<iln Z(E) , o0 E décrit les extensions finies de CDp contenues

dans F et oi, pour EcCE' , l'homomorphisme de transition est NE'/E
Par passage a la limite, les faits rappelés ci-dessus concernant les ex-

tensions finies de CDp s'étendent aux extensions algébriques quelconques

1

de CDp . En particulier, nous avons l'isomorphisme (1) et pour F < F

le diagramme commutatif (2), ol NF'/P est induit par les homomorphis-

es N , ou E écrit les extensions finies de contenues
m E/ENF d e (Dp o u

dans F'

2N

Revenons & notre extension K, . Notons comme précédemment I

1'idéal de A engendré par Tl’TZ""’Tf . Soit N le corps des points
o

lienne de K, , on a (c-x)x"1 ¢ Gal(I\/I(Km)/M(KO)) pour tout o€ et

tout x € Gal(M(K_)/K_) . Par suite Ik (JOZm) c Gal(M(Km)/M(KO)) , et

donc :

fixes de MI(K_) par g (9.2,) . Comme M(K,) est une extension abé-

K, c K, M({K,) « N ¢ M(,)

Pour tout 1 avec 1 <1is<r , choisissons dans Gal(N/KO) un

o)
est l'extension maximale abélienne de KO contenue dans N , on voit

élément 7, dont l'image dans T = Gal(Km/KO) est o, . Comme M(K )

facilement que Gal(N/I\/I(KO)) est engendré sur Zp par les 6§, .. ou,

. : -1 -1
pour 1si<i'<gr : 81 T T T
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Remarque. Il est vrai, mais plus délicat & prouver, que les

1

Si g forment une base du Zp—module Gal(N/M(KO)) . Pour r=2

cela résulte de la proposition du §4.

(5.2) LEMME. - Soit F et F' deux extensions de K contenues

dans K avec Fc F' et Gal(F'/F) = %p . Soit o un élé-

o]

ment de G dont l'image dans Gal{}'/K) est un générateur de

Gal(F'/F) . Alors :

i) le novau de NF'/F : Z(F') — Z(F) est (o-1)Z(F')

7

ii) si Z' est l'image de N alors le guotient Z(F)/Z'

F/F
est isomorphe, en tant que A-module, & %p (cf.4) ,

iii) la_multiplication par o¢-1 est injective dans Z(F')

Démonstration du i). Soit P le corps des points fixes de

M(F') par Y., {(c-1)Z(F')) . Il s'agit de montrer que P = M(F) . Claire-
ment, M(F) € P , Tout revient donc & montrer que P/F est abélienne.
Soit T un élément de Gal(P/F) dont l'image dans Gal(F'/F) coincide
avec celle de o . Pour tout vy € Gal(P/F') provenant via l'application
d'Artin de =z € Z(F')/(o-1)Z(F') , le commutateur 'ryT—ly—l provient de
(0-1)z , qui clairement est nul. On voit donc que T commute & tout
élément de Gal(P/F') . Comme le groupe Gal(P/F) est engendré par

T et les éléments de Gal(P/F'), il en résulte que Gal(P/F) est com-

mutatif. Cela prouve le i).

Démonstration du ii). On a la suite exacte :

Puisque F'/K est abélienne, G agit trivialement sur Gal(F'/F)

et la suite exacte ci-dessus donne la suite exacte de A-modules
0 — 2 —»Z(P)—»%p—»O .

Cela prouve le ii).
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I_)_ézn_o_rls_t_rgt_ig_n_g_u__ii_il. Supposons tout d'abord P/C[)p finie.
Dans ce cas, le résultat découle immédiatement du théoréme d'Iwasawa,
cf. th. 25 de [1], donnant la structure de Z(F') en tant que module sur
l'algébre des mesures sur Gal(F'/F) : si u _(F') est fini, le module
Z(F') se plonge dans un module libre (avec upn quotient isomorphe &

U oo (F') ), si u o(F') est infini, le module Z(F') est somme directe

d'un module libre et du module de Tate T(u ).

[ee]

p

Passons au cas général. Choisissons Eo et E;) extensions de
K avec E /K finie, E <F , E CE < F , ' OF = E, et E'F=F",
o o) o) o) o) o
Pour chaque extension finie E de EO contenue dans F , il résulte
du cas particulier précédemment traité que la multiplication par c-1
est injective dans Z(E(’JE) . Comme Z(F') = lim Z(E Eé)) , il en résulte
que la multiplication par c¢-1 est injective dans Z(F') . Cela achéve

la démonstration du lemme.

(5.3) Démonstration de la proposition.

Démonstration du i). Raisonnons par récurrence sur r . Pour

_________________ ~
1 4 —XK est T
0 ® ©

r=1, le novau de N Zm , ci, i) du lemme

K, /K 1

précédent. Cela prouve le résultat dans ce cas,

Supposons r =2 , Notons F le corps des points fixes de K(=°
par o et 2Z' l'image de Zm dans Z(F) . Le novyau de

N 12 —Z(F) est TZ , cf. i) du lemme précédent. On a donc
/1‘ ] r o

VAN Zw/Ter . Comme, cf. ii) du lemme précédent, le quotient Z(F)/Z'

est isomorphe & Zp en tant que A-module, on a Z(F)é = ZI@ , pour
tout & # 3, . Alors, Z(F)@ ~ Zoo,é/Tcha,@ et :
Zm,@/”gozm,a ~ Z(P)@/le(F)é ot T 2(B)

Comme, d'aprés 1'hypothése de récurrence, le noyau de la pro-
S

jection de Z(F)@ dans K¥ est TZ(F)@ +...t Tr—

0.5 ) Z(F) , on en

1 &



R ! S
déduit que le noyvau de la projection de 7 dans KkK* est 4

@, 0, ¢ O =,¢%
Cela prouve le i)

Démonstration du ii). Soit F le corps des points fixes de K.

par ¢, . Notons 2' l'image de Z_ dans Z(F) . On a, cf. ii) du

lemme précédent, la suite exacte

0—*4—>Z(F)—>Zp-—>0

La multiplication par T1 est injective dans Z(F) , cf. iii) du

lemme précédent. On déduit alors de la suite exacte ci-dessus, la suite
exacte

0 —~2z,— 2'/T,2" — Z(F)/T2(F) — Z,— 0 .

D'aprés le i) du lemme précédent, l'homomorphisme NK /F induit
[e 9]

un isomorphisme de Zm/T ZGD sur Z' ; de méme, NF/K induit une
o]

I

injection de Z(F)/TIZ(F) dans KO Par suite, la suite exacte ci-

dessus donne

—- —_— " s + P
0 Z V4 /T] T2 K

On en déduit que le noyau de l'homomorphisme de Z 8 /JOZ 5
"o %

DN
dans k¥ est isomorphe & Zp . Cela achéve la démonstration de la

130
proposition.

(5.4) Un lemme concernant les modules sur les anneaux de séries for-

melles.

LEMME. Soit p un nombre premier. Soit B un anneau de va-

luation discréte d'idéal maximal % . On suppose que p € %

Soit S =B[[X1,X2,...,Xk]] l'algébre des séries formelles &

coefficients dans B et en les k indéterminées XI'XZ"“'Xk

Pour tout entier j avec 1<j<k et tout née IN , posons :

n

s, j = (1+Xj)p -1 . Soit ® l'idéal maximal de S . Soit M

un module sur S , séparé et complet pour sa topologie Ti-

adigue. On suppose gu'il existe un entier h tel gue, pour tout

n € IN , le B-module M/sn,1M+Sn,2M+'”+Sn,kM est libre de
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rang hpkn . Alors M est libre de rang h sur S

Démonstration. Soit Xl'XZ""’Xh des éléments de M relevant

21\/I+...+Xkl\/I en tant que module sur B . Un

raisonnement par approximations successives facile montre que les X4

engendrent M , en tant que module sur S . Considérons alors l'homo-

une base de M/X1M+X

morphisme surjectif i de S-module de Sh dans M , qui &
i=h
(al,qz,...,ah) associe ¥ aX, - Pour tout n e IN , il induit un homo-
i=1
h
i iecti i + .+
morphisme surjectif i de (S/sn,ls +Sn,ZS Sn,ks) dans

M/snllM+sn12M+...+snlkM . Pour 1sjsk , le polynbme s est

n,j
un polynéme distingué de B[[XJ-]] , le théoréme de préparation de

Weierstrass montre alors que S/sn 1S +sn

S+"'+Sn,ks est libre de
k

.2

sur B . Par suite (S/Sn,18+sn,28+"'+Sn,ks)h est libre de

Il en est de méme de M/Sn,1M+sn

n
rang p

nk

rang hp M+‘“+Sn,kM par

,2

hypothése. On voit donc que les in , dont on sait déja qu'ils sont

surjectifs, sont des isomorphismes.

Une récurrence facile montre que, puisque p €% , on a
Sn,j Ea’ﬁn+1 . Comme S et M sont séparés et complets pour leur topo-
logie M-adique, on en déduit que § = lim S/Sn,ls ts
nclN
M =£gl1\] M/Sn,1M+Sn,2M+"'+sn,kM . Comme les i, sont des iso-

morphismes, il en résulte que i est aussi un isomorphisme, et M =

,ZS +"'+Sn,ks et

h

Cela prouve le lemme.

t ii) du théoréme.

(5.5) Démonstration des i)

Pour tout ne¢IN et tout i avec 1<is<r , on pose
n

= (1+Ti)p -1 . Pour tout ne¢ IN , on note Jn 1'idéal de ' en-

n,i
gendré par les w, ; Pour leisr

’

(5.5.1)LEMME. - Soit ne IN . L@_A@-module z, é/,gnzm s est libre

de rang dplrlr dans-les cas suivants: si r =2 et up (Kw)z{l}
pour tout ¢ , si r=2 et “pm(Koo) # {1} pour tout & # ¥ ,

si r=3 pour tout & distinct de ¥ et de ®



Si r=2 , lerang sur A_ de Z _/487Z modulo torsion est
X — o, ne=,X

Démonstration. Pour tout n ¢ IN , notons Zn l'image de Z
[ea]

dans Iq . 81 M est un module de type fini sur un anneau principal B,

désignons par rgB(M) le rang de M modulo torsion.

~

Appliquons la proposition & l'extension de groupe de Galois

n" A . 4 A ey f ; M =
P IX4A rpour rz2 et § # ¢, » on a Zn,@ Zm,é/élnif{,@ ; pour r =2,
le noyau de l'homomorphisme de Zm 8 /Jan 8 dans K:: est isomor-
"*o "Fo
phe a Zp . On a donc :
4 Z =
rg, (zmlé/sn w5 = "9 @, )« pour &7 g,
$ )
(I):
. = +1 =
= (Zmlé /ancn,é ) rg, (Zn,é ) , pour r=2
%, o) o @O o)

Le groupe Zrl est isomorphe, par la théorie du corps de classe,

3 Gal(M(Kn)/Kw) et donc le quotient @/zn a Gal(Km/Kn) . Par

suite
g, @ )=rg, K ) . si 845 .
A§ n,@ A@ nl@ ) O
(I1) o~
rg, (an%) = 19y (Kz,%) -r
?, %

n n
unités fondamentales de Kn . On sait qu'il existe un sous Zp[Gn] -

Soit Cq l'anneau des entiers de K et U le groupe des

module \/’n de U d'indice {fini tel que le logarithme p-adique induise

n
un isomorphisme de V, sur un sous-Zp[Gn] -module d'indice fini de On .
On a alors : 9y (Un,Q) = rg%p(vnlé) = rgZp(Gn,q)) = dlm@p(Kn,é)
Comme Krl est libre de rang d sur CDp[Gn] , on en déduit que
m m
= : , d'ou : U =d et :
(9o (Un,é) d[Qp®Z A@ CDp]p ou rg, ( n,<1>) P
p p ®
%N\, _ .rn .
rgAé(Knlé) = dp TN N
(I1I) - PN
ra, (K* ) = g m
5 n,. e
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De (I) , (II) et (III) résulte immédiatement que

(z /J Z )= dpm , pour tout § si r=2 , et pour tout § # %

rg
A@ o, n o,3 o

si r=3

Pour upm(Km) = {1} ou pour ppm(K ) # {1} et & :é';( , le A@—
module Zn 8 est sans torsion. Il en est de méme de Z /J Z 8 si
¥#%, ou r= 2 , puisque Z’m,@/Jan,@ - Zn,@ si g # @O et que pour
r=2 , on a la suite exacte

0 —Z — 2 /3 Z — Z — 0

p ml@o n ODI@O nléo

Cela achéve de prouver le lemme.

Remarque. On voit facilement que, ccmme le rang sur Zp du

. %
noyvau de l'homomorphisme de 2 /gnZ dans Kn est r(r-1)/2 , cf.
-1){r-2

remarque du (5.1), on a rg,, (Z /8 Z ) = dpm+(—r——-)—(r—-—) Il en

Z ©,$ n «,3 2

p ) 0]
résulte que, pour r>2 , Z n'‘est pas libre sur 7

ml@o éo

®,

(5.5.2) LEMME. - Pour r=2 ou r=3 et @;écpo , le A@—module z

est de type fini.

Démonstration. Comme Z est compact et que, d'aprés le

———————————— ©,

lemme précédent, Z /?7(é Zco 8 est de type fini sur Aé/mé , le lemme

résulte d'une version topologique du lemme de Nakayama {(voir par exem-

ple p.126 de [2]).

H
>

(5.5.3) Examen des cas r=2 et y (Km) = {1} , r=2 et %;

P
>3 et distinct de t de ¥ .
r et % istinc qgo et de ¢
Comme Z 5 est de type fini, il est séparé et complet pour sa
cx)I
topologie Z‘L,@—adique. Dans chacun des cas considérés, Z /an 5

est libre sur A@ de rang dp'® , cf. lemme (5.5.1) : le 1emme (5.4)

montre alors que Zm 5 est. libre de rang d sur A

1



(5.5.4) Examen du cas r=2 , Hpm(K ) infini, p# 2 ou by © et

2 =% -
On note ¥y le caractére de G a valeurs dans les unités de Zp

donnant l'action de G sur e (on voit facilement que ¥ est la res-
triction de yx & A) . On choisit les générateurs 0, et oy de T

de telle sorte que o engendre le noyau de la restriction de x a T .

1
mg .
On note p le cardinal de “pw(Ko) .

Pour n<€ IN , on note Pn le corps des points fixes de K_ par

n
le groupe engendré par S, et oII3 . (Donc Fo =KO ; on voit facilement
= t d 3 .
que ppm(Fn) upmo et que Fn(ppm) est le corps des points fixes de
n
p C s N
Km par 01 ). Pour m = mg la restriction a m+1 de la norme de
p P 2
Fn(u rr1+1) a Fn(p m) est : E—=C" , si p#2,et : Ere-f , 8i p=2

p
Dans tous les cas, on en déduit un homomorphisme injectif in de

T(p,pm) dans Z(Fn(ppm))

IEMME. - Pour tout n € IN , désignons par Z;l 1'image par

NKm/Fn(ppw) de Zm dans Z(Fn(upm)) et par fn 1'homomorphisme
1 -~
de Hom (T 2! ) dans Ext (T Z correspondant 3 la

suite exacte

anl
0—>2 ———2 — 7 —0

i) Ona i,(T( m)) c Z-'n

p
ii) D'aprés le i), on a i€ Hom/\(T(Hp“’)'Z;q) ; l'limage de i

par fn ne dépend pas de n

Démonstration. Montrons le i). Pour m > m, o désignons par Z'n
1

' % - = NF 4
'image de Z_ dans Fn(ppm) . Le quotient Fn(ppm) /an

m

est iso-

morphe, via l'application d'Artin, & Gal(Km/Fn(H m)) . Il est donc sans

p
torsion en tant que module sur Zp . Par suite y m est inclus dans
p : |
Z . Un argument de compacité facile prouve que Zn = 1<1_r_n Zn,m

n,m —
m=2me,



Il en résulte que in(T(u ) Z'n . Cela prouve le i)

Montrons le ii). Soit n un entier =z n

la multiplication par W, l/wn ) coincide avec

e diagramme suivant est commutatif:

T(Hp“’) — 2y 1%

(1) i AW l/wn,l
z /w., .Z
o n',1 «

Comme,

Fn.(u

p

sur F_(u )

m)/Fn(u )

Le diagramme suivant est commutatif et ses lignes sont exactes

Xwn 1
0 —Z_ L Zm — Zm/wn 1200-———-—» 0
1d X ',1/wn,1 Xw_, 1/wn11
XUJ 1
0 —_— Z n '1 > Z st Z /UJ . IZ — 0
Par suite
fn
Hom (T(n ),Z fv_ .Z ) ———Ext (T(u ),Z )
© [ n,l -] A © =]
p p
X W ',l/w 1 Id

De (I) on déduit alors que f (i) =f .(in.) . Cela achéve la démons-

tration du lemme.

Soit L l'extension de T(u ) par Z,

fn(in

libre de rang d sur A_ . Pour cela :
X

IEMME. - Pour tout entier n = 0 :

correspondant aux

) . Le reste de cette section est consacrée d prouver que L- est
X

i) 1'homomorphisme de L/JnL dans L/JnHL induit par la

multiplication par Wn+1,1%%n+1,2

/W
n,

ii) on a la suite exacte

1

X

n,?2

est injectif,



+
( (1) Ker(L“—l'L>L) =0
X o
(2) Ker(L-——B—lLE»IJ =0
X +
(3) Ker (L/w p o2 g L) = o
n+l,1 +1,1
(1 : 4
(4) Ke (L/ p 2 g L) = 0
f wn+l,1 wn+l,1
X W
ntl,1 , -
(5) Ker(L/wnHIzL L/anIzL) 0
(6) Ker(L/ p 2l |y L) = o
\ ( Yn+t,2 Wht1,2
Soit ne IN . D'aprés la définition de L , on a un homomorphisme
de L dans Z_ rendant commutatif le diagramme, cf.[3], chap.IV, §1
0 —Z - L T ) —0
® p
(I11) Id ‘ in
Xw, 1 '
0 —2_ -2 — 2 /0, 42 —=0
On en déduit, puisque la multiplication par W est injective
dans Z, , cf. iii) du lemme (5.2)
XWnh,1
0 —Ker(L 1) —T( )—>2 /9 Z—L/5 L —Tl )—0
p% o n,l « n,l p”
iy Id
Id
Zm/w 1Z = 7 /w IZC‘3

IX. 15

(K_)

n 0 !

- AR L/g L -

ou les trois fléches de droite sont obtenues en appliquant le

&) —

foncteur - ®, A/Jn d la suite exacte
0 —> 2 — L —>=T@H ) — 0,
pm

et ol le composé de la fléche de u (Kn) dans Zm/JnZoo

pco
dvec 1l'homomorphisme de Zw/Jan dans 123('1 induit par K /K

»/'n
est l'injection naturelle de u (Kn) dans K/i .
poo

i) , il
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Comme in est injectif, il en résulte que Ker(L —2 7)) =0 ; cela

prouve (IT),(1).

Soit ¢ un entier > 0 . La multiplication par est injective

2,2

dans le quotient de Z(Fn(upw)) par l'image de T(u co) , puisque, d'aprés

p
le théoréme d'Iwasawa, cf. th. 25 de [1], ce quotient est libre sur l'al-
gébre des mesures p-adiques sur Gal(Fn(u m)/Fn) . La multiplication par

4 est donc injective dans le quotient de Z_/w 4 par i (T(u )
2/2 o nll [« n pm

Comme elle l'est aussi dans T(ppm) . il résulte du diagramme ci-dessus

X
que Ker(L/wn 1L ____2_4_2_>L/wn IL) = 0 . Cela prouve (II),(3) et (II),(4).

z

Pour ¢ entier = 0 , on sait, cf. iii) du lemme (5.2), que la

est injective dans Z_ . Comme elle l'est aussi

“.,2 =
N *We 2
dans T(u ) , on déduit de (III) que Ker(L —'—»L) = 0 , et donc
p

on a (ID,(2).

multiplication par

Reste & prouver (II),(5), (II),(6) et le ii). Pour cela, comme la

multiplication par w

on déduit de (III)

est injective dans Zm/wn Z, et dans T(u ) ,

2,2 1 o

0 — Zm/uu

2 ——— Ly, )L ————— i yp ——— 0

212“’ 2,2

p
Id l l
X UJn

Z ——— 7 /u Z +y 2 —0
i © 2,2 = n,! «

——7 /u

D —— { Z
0 Zoo/“”z,z - o 2

Puisque la multiplication par w est injective dans Z /&
[s¢]

on
n,l

E,ZZoo !
en déduit :

X w
» n,l
0—>I(er(L/wg ,ZL —-———»L/u)elzL):

+ g — —_—
Cou mote > Loy G2 Ty (BT LA, pLrey (L b mee =0

p p

| |

Id
Z Z | = +¢ g
oo/we,Z mmn,lzm Zoo/wz,zzm wn,lzm
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La fléche de u , 44 dans Z /w
p © =t

en prenant le foncteur . % /\/we 2A+wn 1A . Il en résulte facilement

que si on la compose avec l'homomorphisme de Z /uo{2 2Z +y; 12 dans
/\ ” e ”

Fn(u 3+mo)* induit par la projection, on obtient l'injection naturelle de

Z +uw zZ se déduit de i
,2 n,l « n

7

p
Hop4m dans Fn(u 2+m )* . On en déduit que la fleche de u m.+¢ dans
o o 0
P p p
Z /w. .2 +w . Z est injective. Par suite
o 7,2 n,! «
, Xwo g
Ker(L/melzL ——-—»L/welzL) =0,

et on a la suite exacte

O*“pmo” T2y g7ty 12 T My pLre L — " Mot 0

Cela montre (II) (5) , (II)(6) et le il) et cela achéve la démonstration

du lemme.
Achevons la démonstration du i} du thiéoréme.

Prouvons tout d'abord que L_/cgnL‘)_< est sans torsion, en tant que
module sur Zp . Soit pour cela x ¢ L/gnL avec px =0 ; montrons que

x =0 . Considérons le diagramme

L/9 L ——T( )/3 Ty )=y jyyg —— O
2./9 7 —1L/3 L —»T(ppw)/Jn_'_lT(upm)& upn +m 41 —— 0

Les fléches verticales sont induites par la multiplication par

/W

X W ; en particulier, la fléche de . 4y  dans
n,l n,2 D o
W n+m+1 “est 1'élévation & la puissance p . On voit donc que l'image

p
de x dans L/JnHL appartient & l'image de Zm/3n+12m dans L/JnﬂL.

X
Wht1,1"%n+1,2

L'image de 2Z /Jn dans L/JnHL est sans torsion : cela résulte

+lzoo
facilement du diagramme ci-dessous, cf. ii) du lemme précédent
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0—>LL K ) —7Z /Jn Z ——»L/J L — (K
\/\

On voit alors que l'image de x dans L/JnﬂL est nulle. Comme,

cf. i) du lemme précédent, la fléche de L/JnL dans L/°9n+1L est in-

jective, c'est que x est nul. Donc L/JnL est sans torsion ; il en est

clairement de méme de L-/4 L_ .
x B X

D'autre part, il résulte immédiatement de la suite exacte du ii)

']

du lemme précédent que rg, (L_/8 L)) =rg, (Z _/8Z .) , et donc,
ATy Ty Ai ®, N o®,¥

cf. lemme (5.5.1), on a rg, (L./8 L) = dp2n . Comme L- est de
A"y "ny X

type fini en tant que module sur A- , il est séparé et complet pour sa
X
topologie mi—adique. Le lemme (5.4) montre alors qu'il est libre de rang

d . Le i) et le ii) du théorgme sont complétement démontrés.

I_D»_é_m_o_n_s_tge_at_ig_n_gg__ii_i_)_(j!._l_t_l’l_e’;_q_r_é_m_e : pour tout n € IN , notons v
1'homorphisme de IZE"I dans Zp induit par la valuation ; notons e
1'indice de ramification de Kn+1 sur Kn et Nn+1,n I'"homomorphisme

. U est le groupe des unités fondamentales de KX _,
r1+1/K n n
on a
2 Vn+
— s+ K > —-
0 Un+1 N+l Zp 0
N r
n+l,n n+l,n xp'/e
%
0 —TU ¢ D .z ~ 0
n n p

Avec un argument de compacité facile, on en déduit, passant a la

limite projective, la suite exacte
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0 — UOo Z >~ lim Zp—» 0
® neN

Si le corps résiduel de Km est infini, on a e, = pr_1 pour tout

ncIN et lim Z =0 . Dou Um=ZGD et U =7 pour tout §
nem ©,9 ©,$

Si le corps résiduel de K est fini, on a e, ':—plr pour n

grand et lim Z_ . = Z_ . Par suite : U =7 pour % # & , et
nelN b p =, 9 ©. 8 ©
on a la suite exacte de A_ -modules
o)
0 — U —_— 7 —_— Z — 0 .
mléo oo,éo

Cela achéve la démonstration du théoréme.
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