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Séminaire de Théorie des Nombres VIII.1
23 novembre 1978

Grenoble

SUR LA STRUCTURE GALOISIENNE DU GROUPE DES
UNITES D'UN CORPS ABELIEN DE TYPE (p,p)

par

J.J. PAYAN

L'essentiel de ce qui a été dit le 23 novembre 1978 est paru
aux Annales de l'Institut Fourier [1]. Il ne mangque que l'appendice ci-
aprés, mis en forme et rédigé par Dominique Duval & partir de notes
trés sommaires de l'auteur. Cet appendice vient naturellement a la

suite du §1 de [1]

Pour toute notion non explicitement redéfinie ci-dessous, le lec-

teur est prié de se reporter a [1].

NOTATIONS

p désigne un nombre premier et G un groupe isomorphe a

2/ 0% x ZpZ.

0 - M"— M — M' — 0 est une suite exacte de Z[G] -
modules, libres de type fini sur Z et réalisables (comme modules
d'unités) M' (resp. M") est supposé de longueur un (resp. r). On note
H le sous-groupe d'ordre p de G qui laisse les éléments de M'
invariants. On désigne par h un générateur de H et on pose
rT=G/H , T-= Hom%(M', M") , % = M/pM , %' = M"/(h-1)M" et

J = HOmIF (ml Imu)
p

On a vu dans [1], Prop. 1.3 que l'application restriction réali-
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sait un isomorphisme de H'(G,T) sur I—I'(H,T)G/H . G opérant sur T

comme cela a été défini au §1 de [1].

Rappelons encore que les classes d'extensions de M' par M"
d isomorphisme prés correspondent bijectivement aux doubles classes de

H'(G,T) sous l'action Aut " et Aut M'

Z[G] M Z[G]

Remarque 1.6. - H'(G,T) est isomorphe & T/(h-1)T ; cela se

~

voit facilement en montrant que le noyau de la multiplication par H

dans T est T lui-méme.

Propriété 1.8. - T/(h-1)T est Z[G] -isomorphe via la réduction

modulo p & J .

Démonstration. - Soit t e T , on peut écrire :

t(pM') = pt(M') ¢ pM" < (h-1)M"

on associe donc ainsi &8 t de T un élément olt) = 1t de J . Cette
application est évidemment un Z[G] -homomorphisme. Examinons son

noyau : t€ ker g o t(M') c (h-1)M" . Comme la multiplication par h-1
est injective sur M" , t(M') ¢ (h-1)M" équivaut & t = (h-1)t' avec

t' ¢ T c'est-a-dire & te€ (h-1)T . On a bien kereg = (h-1)T

Soit maintenant 1t dans J , en composant T avec la projec-

tion canonique de M' sur %' , on obtient un Z-homomorphisme de M!'

dans " . En utilisant le fait que M' est Z-libre, donc Z-projectif,

on obtient un t €T tel que (t) = 1 . ¢ est donc surjective.
Propriété I.9. - o' west un ]Fp[I‘] -module indécomposable de

dimension p-1 sur ]Fp .M est ]Fp[G] -isomorphe 3 IFp[I“]/l’pj‘:.

vy désignant un générateur de I , on sait, cf.[2], que M' est

CD(p)

isomorphe &8 o idéal de ., Y Qagissant comme la multiplication
par ( racine primitive p-iéme de 1 . 9 est donc isomorphe a a/pa .,

qui est lui-méme isomorphe, par localisation, & Zp[gl/p-%p[g]
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Lonc 7' est isomorphe, en tant que ]Fp[I“J -module, &
]Fp[?]/]FpF . Ce module est de dimension (p-1) sur ]Fp , et on voit
en regardant la décomposition de Jordan de la multiplication par vy ,

gu'il est ]Fp[l“] -indécomposable.

- I .
Propriété 1.10. - J° est ]Fp[I‘] -isomorphe au noyau de la mul-

tiplication par T dans %"

Démonstration. - La suite exacte 0 —F T — p[I‘] — % — 0
restr -
d 0 —H Comt) —H ~H FT,7) —
onne om]Fp[r] o on") Om]Fp[l‘] (]Fp[T] 7") OmIFp[ﬂ( pI‘ mn) 0

donc J" est isomorphe au noyau de la restriction, c'est-a-dire 3 l'en-

semble des f de Hom (]Fp[l‘],%;") dont la restriction & IF‘p1 est

F(r]
nulle, c'est-a-dire tels que f({) = Tf(1) est nul. Mais f — f(1) réa-
T

lise un isomorphisme de Hom (le[I‘] ") avec M' donc J  est

]Fp[r]

isomorphe & l'ensemble des x de 9" tels que .x =0

T

Propriété 1.11, - Si r<p , J est isomorphe a "
Démonstration. - Comme r <p , il existe un sous-groupe H'
distinct de H et H' € ¥ alors H' annule M" car H'M" c M"H' =0.

Il en résulte que T annule %" et on applique la prop. 1.10.

En rassemblant les résultats précédents on obtient le

Théoréme 1.12. - H'(G,T) est isomorphe au novau " de la
I

multiplication par [ dans 7" (égal & 7" lorsque r < p)

Terminons par une remarque pour indiquer la voie explorée qui

s'est jusqu'ici révélée peu praticable.

Remarque 1.7. - Les.classes d'extensions de M' par M" , a

isomorphisme prés, sont en correspondance bijective avec les doubles

classes de ~#" sous l'action des groupes G:1 et G2 ou G1 (resp. GZ)
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désigne le sous-groupe de Aut ") (resp. Aut]F T (m')) image de
P

]Fp[r]

(M") (resp. Aut (M')) par passage au quotient.

Autyreg vate)
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