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Séminaire de Théorie des Nombres II1.1
21 décembre 1978

Grenoble

UNITES ELLIPTIQUES ET UNITES DE MINKOWSKI

par
Roland GILLARD

1. - PRESENTATION DES RESULTATS.

Soient k un corps quadratique imaginaire, p un nombre pre-
mier impair et K/k une extension cyclique de degré p . Soit

G = Gal(K/k) . On note h (resp. h, ) le nombre de classes, E

K k K
(resp. Ek) le groupe des unités de K (resp. de k), b (resp. uk)
son sous-groupe de torsion et Wy (resp. wk) l'ordre de b (resp.

de pk) . On plonge tous les corps considérés dans € et pour tout

entier m , on pose gm = exp(2mi/m)

THEOREME 1 (¥), -

a) hK/hk est norme d'un idéal de Z[gp]

b) Pour que EK/“K soit Z[G] -monogéne, il suffit (resp. il

faut) que tout (resp. au moins un) idéal de Z[gp] , de nor-

me (hK-wk)/(hk-wK) soit principal.

Un théoréme analogue a été établi par A. BRUMER [1], pour
k =@ : la méthode suivie ici s'inspire d'ailleurs de celle de [1] . Le
résultat a) peut eétre établi directement et est connu dans un cadre

général.

(*) Ceci répond 3 une question de J.]J. PAYAN posée lors de la soute-
nance de thése de N. MOSER.
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La démonstration du théoréme 1 est faite aux §2 et 3 . Au §4,
on retrouve des résultats de N. MOSER, dans le cas ou K/Q est
diédrale. Au §5, on étudie le cas ou l'extension K est abélienne
sur @ . Si F est son sous-corps réel maximal, on compare la théorie

pour K/k & celle pour F/Q au moyen de [2].

Enongons tout de suite le lemme :

LEMME. - On a We =W, sauf si l'extension K/k est
CD(gg)/CD(g3) (on_a alors Wy = 3wk) ou CD(QZ)/CD(A/—‘B) (on_a
alors w, =28w ) avec ¢ =2p+l et ¢ premier.

K k

, ONn a

Démonstration. Si un nombre premier ¢ divise WK/Wk

Q(c) cK, dou 2=3 ou 2p+l ; le lemme en résulte aussitot.

2. - CAS RAMITIE.

Soient § le conducteur de K/ , f le plus petit entier ration-
nel > 0 contenu dans § et e(f) le nombre d'éléments de My
congrus & 1 modulo § . Désignons par I 1'idéal d'augmentation de

Z[G] et ] l'annulateur du Z[G] -module Hg - Posons

ou cpT(C) est défini comme dans [6, §2.2] ; le produit est pris sur
- le noyau de l'application de réciprocité CIl(j) — G , avec CI(§) groupe
des classes de rayon § de k . En étendant par multiplicativité l'ac-

tion de G sur E_, , on définit cpIL<1 pour u€ Z[G] . Si u est

K
dans INJ , cpE est une puissance d'ordre 12fe(f) dans EK ; posons
_ 12fe(5)  InJ
O = {XEEK\X EcpK } .

D'aprés [3] , on sait que [EK : p_KQK] = hK/hk et on voit que
[1:I1n7J] = WK/Wk . Considérons l'application Q[G] — CD[gp] définie en
envoyant un générateur g de G sur gp ; elle définit des isomorphis-

mes



III1.3

I = (¢ -1)Z[¢ , = (¢ -1)-
(gp ) [gp] Inj (gp n-g ,

avec ¢ idéal entier de Z[gp] , de norme WK/Wk . On a donc aussi

un isomorphisme

it r =1).
HKQK/PLK (k_,p )
envoyant la classe de cp;g_lsur 12fe(‘f)-(gp—1) . Cet isomorphisme se

prolonge de fagon unique en un isomorphisme

K K
norme de Q-BK est hK/hk , d'ol la partie a) du théoréme 1. La

avec 9 idéal fractionnaire de Z[gp] . Posons 8 =(gp—1)-91;<1; la

partie b) résulte de ce que EK/HK est Z[G] -monogéne si et seule-

ment si B est principal et de ce que la norme de @ est

K K
(hyw )/ (b W)
3. - CAS NON RAMIFIE.

Désignons par I 1'idéal d'augmentation de Z[G] et par ]

1'idéal {Z n(s)-s e Z[G] l ]—_| sn(s) =1} . Pour se€G , posons
8 (s) = TT &(C)

o &(C) est défini comme dans [6,§3.1] ; le produit est pris sur

toutes les classes absolues d'idéaux de k dont 1l'image par l'applica-

tion de réciprocité est s . Prolongeons GK par multiplicativité a
Z[G] . Pour uelng , éK(u) est une puissance d'ordre hk-wk dans
EK ; posons

h, .w

O = (x€Eg |x k ke&K(ImI)}

! & i . = p_l- . . .
D'aprés [6, §3], on sait que [EK : L‘kO‘K] 12 p (hK/hk) (Wk/WK)
et que [I:InJ] =p . D'aprés le lemme du §1 , on a ici Wk =wK .
Pour g générateur de G , considérons l'application de Q[G] dans
CD(gp) qui envoie g sur gp . Elle définit des isomorphismes

2
I ¢ -1)-Z , 1IN — (¢ -1)"-Z
— (,p ) [gp] J Co [gp]

On a donc aussi un isomorphisme
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“KQK/uK — (Qp-l)ZZ[Cp] .
envoyant la classe de 6K(g2-2g+1) sur hk-wk-(gp-l)2 . Cet iso-
morphisme se prolonge de fagon unique en un isomorphisme
dp EK/pK——» Y , avec Y idéal fractionnaire de Z(gp) . Posons
%K = (gp—l)-(lZ%[K)_1 . Ainsi, hK/hk est la norme de 8
By

le théoréme 1 dans le cas non ramifié.

K ; de plus
est principal si et seulement si EK/“K est Z[G] -monogéne, d'ou

4, - CAS DIEDRAL.

Supposons de plus que K soit une extension diédrale de Q@ .
Notons t la conjugaison complexe. Si K/k est ramifiée, avec les
notations du §2 , ona t-f=f et t-cpT(C) = cpT(t-C) si Ce Cl(§) ;

on voit alors que t-cpK = Qg d'ou

-1
S - . = _1. . = S
teepy (ts) Py (s™*-t) Py = Py
De méme dans le cas non ramifié, on a t:6(C) = &(t-C) pour

C classe absolue d'idéaux d'ou pour seG

t(6,(s)) = &, (s™1)

Ceci prouve que les isomorphismes § des §2 et 3 sont compatibles

K
avec l'action de t sur Ep et CD(gp) . Ainsi zuK est un idéal de

CD(gp) invariant par t . En identifiant la multiplication par un généra-
teur fixé g de G & celle par Cp ¢ on munit CD(gp) et ses idéaux

fractionnaires d'une action de Z(Gal(K/Q))

THEOREME 2. - Si K/Q est une extension diédrale, EK/“K est
+ +
Z(Gal K/Q))-isomorphe & (l—gp)e.mK-Z[gp] ol iuK désigne un

idéal du sous-corps réel maximum de G)(gp) et o ¢ vaut 0

ul . De plus ¢ wvaut 0 si et seulement si la puissance de p

dans (hK Wk)/(hk WK) est impaire

Démonstration. La structure de EK/UK provient immédiatement

des considérations précédentes et la valeur de ¢ s'obtient en considé-
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rant la norme de &uK

Ce théoréme redonne des résultats de [5].

5. - CAS ABELIEN.

Supposons maintenant K abélien sur @ , on a alors
EK/}_J.K = EF/{il} , cf.[4] Satz 24, ou EF désigne le groupe des unités
du sous-corps réel maximum F de K ; de plus l'extension K/k est
ramifiée. Il est donc équivalent de dire que EK/“K est Z[G] -monogéne

ou que EF/{i 1} l'est. La condition " est principal" est donc

K
équivalente & la condition analogue de [1] . Rappelons celle-ci. Soit
fo le conducteur de F et posons
( 3
= [N 1-¢
© I
Le groupe des unités cyclotomiques de F , «cf. [4], est & et on a

F
un isomorphisme

I
qui se prolonge a EF/{i 1} = EK/H( de fagon unique en un isomorphisme

1z . ) IS
avec Yp idéal fractionnaire de CD(gp) . Posons By = h"p 1) A, : sa
norme est égale au nombre hF de classes de F et EK/“K est mono-

géne si et seulement si @ est principal.

F

Soit 8 le caractére de Dirichlet défini par k/Q et f1 le

conducteur de K/@Q . D'aprés [2] corollaire du théoréme 2, on a
I . . -
Mg GO = HK'el(?m) “ avec a= ¥ als)-s7!;
seG
a .
)

on a posé «als) = B¢ ol Bl(X) = X-4% et ol dans la somme, a

1 f1
parcourt l'ensemble des entiers de 1 a f1 , premiers a f1 et tels
a . Lo
que la restriction @ K de l'automorphisme gf — gf soit précisément
1 1

s . On vérifie immédiatement que (IN]J)a est inclus dans I ; avec les
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notations du §2, 1'image de “KQK/HK par g, est x-(¢ -1)-8 avec

p
S N
x =2 alg)-¢
i=0 P
Ainsi o est égal & x fois le plongement By de EK/“K dans CD(gp)

utilisé au §2. On a donc B, = xB, , ce qui fait le lien entre la
condition du §2 et celle de [1]. On peut retrouver par un calcul direct

la valeur de la norme de x :

f1
N = TT( 2 xeats) =TT 3 Z x@5E)
x£1 * s€G a=1 1
(a,f1)=1
= x(h -w )/ thy-h -wp)

Dans la premiére égalité vy décrit l'ensemble des caractéres non tri-
viaux de G et dans la deuxiéme X1 décrit l'ensemble des caractéres
de Dirichlet impairs # 6 définis par K/Q ; la derniére égalité provient
de la formule analytique du nombre de classes, cf. [4], appliquée a

K et k

Remarque.

I
Mg eF/pKQK = Z[Cp] /(x )
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