DOMINIQUE DUVAL

Sur la structure galoisienne du groupe des unités d’un
corps abélien réel de type (p, p)

Séminaire de théorie des nombres de Grenoble, tome 7 (1978-1979), exp. n°2, p. 1-41
<http://www.numdam.org/item?id=STNG_1978-1979__7__A2 0>

© Institut Fourier — Université de Grenoble, 1978-1979, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire de théorie des nombres de Grenoble implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute uti-
lisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=STNG_1978-1979__7__A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire de Théorie des Nombres II.
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Grenoble

SUR LA STRUCTURE GALOISIENNE DU GROUPE
DES UNITES D'UN CORPS ABELIEN REEL DE TYPE (p,p)

(Suite du travail de Lyliane BOUVIER et Jean Jacques PAYAN [1,11]).

par
Dominique DUVAL
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I. RAPPELS ET NOTATIONS.

Dans tout cet exposé, on note :

p un nombre premier,

{ une racine primitive p®™€ de 1'unité, fixée (dans une clSture

algébrique de @ ),

-~

o®=ae) le p®

G le groupe (Z/pZ)

me

Pour tout groupe fini

de ZI[T]).

corps cyclotomique,

2

T, onnote "= 2 v (c'est un élément

DEFINITION, - Un %[G]-module M est dit réalisable (comme

module d'unités) si

un ®IG]-homomorphisme injectif de QIG] ® M dans

olcl/@.G

Remarque : Soit

de groupe de Galois T .

K

M est Z -libre de type fini, et s'il existe

v4lel!

une extension finie galoisienne réelle de

Q 1

Notons E le groupe des unités de K mo-

K

dulo torgion. On sait qu'alors les deux CD[I‘]—modules Qlr] ® E

olrl/0. T sont isomorphes.

z|[~] K

Donc, pour un Z[G]-module M , les deux propriétés suivantes

sont équivalentes :

i) M est réalisable.

ii) M est ZIG]|-isomorphe & un sous-Z|[G]-module du groupe

des unités modulo torsion d'une extension abélienne réelle

de @ de type

(p, p)

Soit M un Z[G]-module réalisable. On note alors ¥ l'en-

M

semble des sous-groupes d'ordre p de G tels que MH soit non

nul (ol MH est l'ensemble des points de M fixes par H ). On

note r le cardinal de

H

M

et

; on montre [1] que c'est la longueur de
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Qg ® M comme Q[G]-module.

zlG]

DEFINITION. - Le cardinal r de “I\/I est appelé la longueur
de M .

On a bien sir r<p+1

PROPOSITION [1]. - La somme des ZIG]-modules M (pour H

dans HM ) est directe dans M , et contient pM .

Conséquences :

g Si r=0, alors M =20 .

B Si r =1, notons §M={H} . Alors M=MH, donc M

~
est un Z[G/H]-module, annulé par G/H . Soit Yy un géné-
rateur de G/H . On définit un isomorphisme o de
7~ ~
z|G/H]/%.G/H sur Z[¢] en posant ¢(v modZ.G/H) = ¢

Cet isomorphisme fait de M un idéal de CD<p)

THEOREME [2,3]. - L'isomorphisme ¢ induit une bijection entre

l'ensemble des classes de ZI[G]-isomorphisme des ZI[G]-modules

réalisables M tels que JdM = {H} , et I'ensemble des classes
d'idéaux de CD(p)

De plus, changer de générateur y pour G/H revient & faire
agir un élément de Gal(Q)(p)/CD) sur le groupe des classes d'idéaux

de CI)(p)

B Si r=1, et si HE HM , alors I\/II_I est un ZI[G]-module

réalisable de longueur 1 , et ¥ ; = {H} . On peut donc
M

appliquer & MI—I ce qui précéde.
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II. PASSAGE AUX IFp[G]—MODULEs.

Dans toute la suite de l'exposé, on fixe :
- un entier r vérifiant 1 <r<p+1 ,

- un ensemble {Hl,HZ,...,Hr} de r sous-groupes distincts

dlordre p de G ,

- un ZI[G]-module réalisable 1\/Ii , fixe par Hi , pour tout i

de 1 a r.

On note 1\/[i le IFp[G]-module p_ll\/Ii/l\/Ii , U le groupe des

unités de CD(p) , et U, l'image de U dans Aut M. (en effet,
i I, (G174

d'aprés I, on peut identifier Mi a4 un idéal de @(p) : donc U agit
sur M, , et sur T/I_]L ; on définit ainsi U, , et on vérifie que U, ne
dépend pas du choix du générateur de G/I—Ii qui a servi & faire l'iden-

tification).

THEOREME. - L'application M—Q = M/ & MH induit une
HEH

bijection entre :

- l'ensemble des classes de ZIG]-isomorphisme des ZIG]-

modules réalisables M tels que ¥, = {Hl,HZ,...,Hr} , et

H.
tels que M ! soit %Z|G]-isomorphe & 1\/[i pour tout i de
1 a r,
r —
- et l'ensemble des classes des sous~IFp[G]-modules Q de @11\/[1
RO l:
tels que Q 0O I\/Ii soit nul pour tout i , modulo l'action de
—l_lui .
i=1
Démonstration
a) Soit M un Z[G]-module réalisable tel que HM = {HI'HZ"“’Hr}

N

H.
et tels que M ! = Mi pour tout i de 1 & r . On sait (cf. I)

r . ro - i
cu'alors ona €M leMc ®p 1M . Donc le quotient

i=1 i=1
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r H.
Q=M/@®M ! s'identifie & un sous—]’Fp[G]—module de

M,
i=1 i 1

o

Réciproquement, soit Q un sous—IF [G]-module de

s

M, , et
1 1
soit M 1'image réciproque de Q dans 69 p 11\/[ (par la projection
i=1
r —
canonique de @lp I\/Ii sur @ M ). Il est alors clair que M est
i i=1
un Z[G]—module réalisable, que ?ﬂ = {Hl,H

1

2'""Hr} , et que

H.
MiCM Cp Mi pourtoutidelér.

H.
De plus, pour chaque 1i , les ]I‘p[G]—modules M l/1\/[i et
Q ﬂﬁi sont isomorphes. Donc M 1= 1\/[i si et seulement si

Qni/x_i=0.

On vérifie enfin que les deux applications M+~ Q et Q— M

sont réciproques l'une de l'autre.

b) Si M et M' sont deux Z[G]-modules réalisables, avec

¥ =® = {H ,H H}, et si MU Ml
M T w7 tHye Ry By, et sl et

. . . . Hj Hy
& M, pour tout i, on identifie M, M' ', et M, par ces Z(G]-

sont Z[G]-isomorphes

isomorphismes. S'il existe un %Z[G]-isomorphisme 6 de M sur M' ,
) = M’ pour tout i , donc 8 induit un Z[G]-
r
automorphisme 6 de @ M, .

on a alors 8(M

r
Réciproquement, si 60 est un ZI[G]-automorphisme de '6911\/[1 ,
1:
il se prolonge de maniére unique en un Z[G]—automorphisme (encore noté

r —
6 ) de @ p lM , et induit un IF [G]-automorphisme 8 de @ M, .
© i=1 p o i=1 1
Il est alors clair que l'image de M par 90 est égale &8 M' si et

~

seulement si l'image de Q ' par GO est égale & Q' (ol

r Hl r Hl
Q=M/®&M 1, et Q =M/&M ),
i=1 i=1

I

Or on a Aut @ M = |_|—Aut

) ) lfl
z[G] & o Z[G/Hi]Mi , et si on identifie
idé (p) i
(comme en I) Mi avec un idéal de Q , il_vmt que AutZ[G/Hi]M
s'identifie a g : donc les automorphismes 90 sont exactement les
éléments de | | U
i=1

c.q.f.d.



I1I. QUELQUES PROPRIETES GENERALES DES IFp[G]—MODULES Q

Notations et définitions :

Notons I 1'idéal d'augementation de [IF [G] , c'est-a-dire 1'idéal

de IFp[G] engendré par les éléments (g-1) (pour g € G\{1} ). Pour
(i)

tout IFp[G]—module N et tout entier positif j , notons N le novau
de I’ dans N ;. autrement dit, N(]) est l'intersection des novaux des
endomorphismes | I(gk— 1) de N , lorsque {gk}lsksj parcourt

k=1

(G\{1})) . On a bien sar N0 o {0} , N - NG (3)

j+
N~ , et N (j+1)

c N

pour tout j

Considérons l'ensemble des entiers positifs j tels que N(J) = N
Si cet ensemble n'est pas vide, on dit que N est de hauteur finie, et
on appelle hauteur de N le plus petit élément de cet ensembie (on note

cet entier ht(N) ). On a bien sdr ht(N) = 0 si et seulement si N =0 .

r — —_
Soit Q un sous—IFp[G]-module de i(j)ll\/li tel que Q7 M, soit

nul pour tout i de 1 & r .

Remarque : Lorsqu'on identifie 1\/Ii 4 un idéal de CD(p) (comme

en I), on voit en localisant en p que Mi s'identifie & I[-"p[C]/(C,-l)p—1 ,
et ceci est indépendant du choix de l'identification, et de la classe de

1'idéal de CD(p) correspondant & M,

1

PROPOSITION., - Le IFp[G]—module Q vérifie la propriété suivante :

(#) Pour tout sous-groupe H d'ordre p de G , on a QHzQG )

Démonstration : Soient H un sous-groupe d'ordre p de G , et
i un entierde 1 & r . On a alors
. M;G si H#H,
1\/[i =4
M, si H=H, ,
i i

donc
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® M. si Hg{H, ,4.,.. ,H)
. \H j=1 1 17772 r
) e
i=1 @ M,| @M, si H=H,
i=1 1 o 1o
i#ig
24 H G )
On en déduit que Q = Q pour tout H £ {HI,HZ,...,Hr} . Si
H = Hio (avec ; ISiOSr), soient g dans QH et g dans G .
On note q= 2 q, , avec g Evi . On a alors (g—l)(qi) = 0 pour
i=1
tout i # io (par ce qui précéde), donc (g-1)g = (g-1)g; . Or ceci est
. C o

dans Q N Mio , ¢'est donc nul. Donc Q o - Q
c.q.f.d.

PROPOSITION, - Scit N un IFp[G]—module vérifiant la propriété (*).

Alors, pour tout entier positif j , et pour tout j-uple {gk}lsij

-
dans (G—{l})j , le novau de l'endomorghisme | | (g, -1) de N
. k=1
est égal a NU)
Démonstration : Par récurrence sur j . Le cas j = 0 est trivial,

et le cas j =1 est la propriété (*) . Supposons donc j = 2 , et
. , , . _ 1)
soient {gk}lsksj et {gk}lsksj deux j-uples de (G-{11})" .
S'il existe 2 indices k et k tels que gy = g , en appli-
% 1 o ky
)

et

quant l'hypothése de récurrence a (gk)lsksj ’ k?fko (gk 1ek= , k#k]
on voit qu'on a encore :
Ker | | (gk—l) = Ker | | (g]'<—1)
k=1 k=1
: P T t N ]
Sinon, on peut définir (gk)lsksj dans (G- {1})" en prenant
g-l- =g, . gIZ =g, . 9 quelconque pour k > 2 (c'est possible
car j=2 ). On a alors, par ce qui précéde,
Ker | | (g, - 1) = Ker | ] (gp -1) = Ker || (g - 1)
k=1 k=1 k=1

c.q.f.d.



PROPOSITION. - La hauteur de Q &est inférieure ou égale &8 r-1.

Démonstration : Il suffit de montrer que | | (hi—l) annule Q ,
i=1
ou hi est un générateur de Hi pour chaque i . Soit g un élément
r r
de Q , et soit g = Zqi sa décomposition dans ®1Mi . Comme
i=1 i=

(h.-—l)qi est nul pour tout i , et G commutatif, on a

(hi—l)(qr) ; c'est un élément de Q ﬂﬁr , il doit

donc é&tre nul.

c.q.f.d.

PROPOSITION. - La hauteur de Q est inférieure ou égale &8 p-1.

-1
Démonstration : Il suffit de montrer que (g-l)p

annule Q ,

pour un g € G\{1} . Or, pourtout g de G , et tout i de 1 &

~

r , g agit sur K/I__l (identifié a IFp[g]/(C—l)p_l) comme une puissance
de ¢ . Donc (g—l)p”1 annule ﬁl , donc il annule Q
c.q.f.d.

Pour tout IF [G]—module N , et tout entier positif j , notons

nj la dimension de N(]) sur IFp . Il est clair que, pour tout j >0

et pour tout g dans G-{1} , l'endomorphisme (g-1) de N induit

un homomorphisme de N(J+1) dans N(J) Si de plus N vérifie la
propriété (*) , alors (g-1) induit un homomorphisme injectif de

L . . -
N(] 1)/N(J) dans N(J)/N(J 1 . On a donc T

PROPOSITION. - Le IFp[G]—module Q vérifie la propriété suivante :

(3 %) nj+1 -0 < ny - nj—l pour tout entier j tel que 1 <j<ht(Q)

Démonstration : Notons a = ht(Q) . Pour j=a , il résulte de



la définiti o} ! - = - >

a définition de que l'on a na+1 nOL 0 , et nOL na—l 0

Pour les autres j (1<j<a-1) , on a déja 0<n -n £n, ,-n, ;
(j+1) a-1 j+1 j

il existe donc un élément g de Q gui n'est pas dans Q(J)

Soit g wun élément de G\{1} . On va montrer que, pour un certain g'
dans G\{1} , l'image de I'"homomorphisme injectif (g'-1) de
11 :

Cela prouvera la proposition,

dans Q(j)/Q(j-l) ne contient pas 1'élément (g-1) (q mon(j)) .

. r
Par hypothése, (g—l)J(CI) n'est pas nul. Si on note q = 2 g
— i=1
avec qi dans Mi , il existe donc un indice io tel que

(g—l)J(in) soit non nul. Et comme QN Mio est nul, il existe un

deuxiéme indice il , différent de io , tel que (g—l)j(qil) soit non
nul. Or g ne peut pas &tre 3 la fois dans Hio et dans Hil ;

quitte & intervertir io et i1 , supposons que ¢g n'est pas dans Hio .
et notons g' un générateur de Hj

0o

(j+1)

S'il existait un élément gq' de Q tel que (g-1)g et

(j-1)

(g'-1)q'" soient congrus modulo Q , alors on aurait
(g—l)](q) = (g—l)J_l(g'—l)(q') . Donc en regardant les composantes sur
-~ . j _ -1, \ 4y
Mj_ ., cela donnerait (g-1) (qio) = (g-1)" (g 1)(qio) . Or (g-1) (qio)
est non nul, et (g'-l)(qi ) est nul, car g' est dans Hio . On a

o . ,
donc montré que l'homomorphisme injectif (g'-1) de Q(J+1)/Q(J) dans

Q(J’)/Q(J'-l)

n'est pas surjectif,

c.q.f.d.
PROPOSITION. - On a n, <r .
, G G
Démonstration : Rappelons que n, = d1mIF Q . Or Q est
____________ 5
r —
contenu dans @ I\/Ii , qui est de dimension r sur IFp . On a donc
i:
) . ~G ) . L =G .
n, sr , avec égalité si et seulement si Q est égal a @ M, . Mais

1 j=1 &
GA=G .
ce dernier cas est impossible, car QN 1\/Ii est nul pour tout i

c.q.f.d.
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Iv., ETUDE DES ]Fp[G]—MODULES Q AYANT AU PLUS 2 GENERATEURS,

1. Q est IFp[G]—monogéne.

Notons {h,h'} un couple de générateurs de G . Alors

{(h—l)l(h'—l)1 }Osi i'<p forme une base de IFp[G] sur IFp , et

(h—l)l(h'—l)l = (0 dés que i ou 1i' est supérieur & p . Pour tout

entier positif o , notons }éa le sous-]}‘p—espace vectoriel de ]Fp[G]

de base {(h-1)'(h'-1)") Il est clair que X, estun idéal de

0<i,i'<p °
IFp[G] , que }CO = ]Pp[G] , que }éa contient Mo,+1 pour tout o , et
que ¥ = {0} pour tout j=2p-1 . Notons enfin R, le IFp[G]—module

monogéne IF [G]/K .
p o

LEMME. - Pour tout entier positif o« , l'idéal Moa est indépen-

dant du choix du couple de générateurs {h,h'} de G . Pour

0<as<2p-1, le H’p[G]—module ROL est de hauteur o et vérifie

la propriété (*), Pour 0<sa<p , R, vérifie la propriété (*#).

Démonstration : On voit que le produit }Cal X h’az est contenu
dans }Cal_mz pour tous @, , ) et que (g-1) _O&st un élément de
}(1 pour tout g de G\{1} . On en déduit que l |(gk—1) appartient

k=1

a }(& pour tout o et tout {gk} € (G\{l})OL . Ceci prouve,

1<k<a
d'une part que }COL ne dépend pas du couple de générateurs {h,h"}

[0}
£

choisi, et d'autre part que ROL est de hauteur au plus égale 3

Supposons de plus que 0 <a<2p-1 , et posons i = [%] (ol

[.] désigne la partie entiére d'un nombre réel), i' = [%] si a est
impair, et 1i' = [%] -1 si o est pair. On a alors 0 <i,i'<p et
i+i' = a-1 <a , donc (h-—l)l(h'—l)l n'appartient pas a }Ca . On en

déduit que la hauteur de Ra est égale & a .

Pour montrer que ROL vérifie (¥*) , il suffit de vérifier que (Ra)

est égal a (Roc)H dés que H et H' sont deux sous-groupes dis-

tincts d'ordre p de G . Notons h (resp. h') un générateur de
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H (resp. de H') . Alors {h,h'} est un couple de générateurs de G

Soit ) = 2 \. .,(h—l)l(h'—l)l un élément quelconque de TF [G]
OSi,i'<p 1,1 |8

(les )‘i [ étant dans IFp). Alors l'image de A dans ROL est fixe

! i+1

par H si et seulement si 2 X, ., (h-1) (h'—l)l appartient a

O<i,i'<p 1.1
h‘a , C'est-a-dire si et seulement si ) appartient & }Con—l . On a
H 1
donc obtenu (R ) =X /¥ , et de méme (R )H =K /¥ , donc
a a-1 a a a-1 a

R vérifie (%),
a

De maniére analogue, le noyau de (h-1)’ dans Ra est égal a
Ha—j/ua (pour 0s=<j=a). Donc n est égal a la dimension de
hoc—j/xa sur ]Pp , c'est-a-dire au nombre de couples d'entiers (i,i')

vérifiant 0 <i,i'<p et a-j < i+i' < a . On obtient donc

nj+1 - nj = inf(a-j,p) . Ceci prouve que la propriété (**) est vérifide
par Ra si et seulement si 0<a<p , et qu'on a alors nj+1_ nj =0-j
(pour 0<j=<a).
c.q.f.d.
LEMME. - BScit o wun entier vérifiant 0 <a<p , et soit R un

IPp[G]—module monogéne de hauteur o vérifiant (#%), Alors R est

isomorphe & Ra comme H’p[G]—module (donc R vérifie (%)),
Démonstration : Notons q un générateur de R sur IFp[G] ,
et X le noyau du IF‘p[G]-homomorphisme surjectif 6 de IF[G] sur

R défini par 6(1) = g . Puisque R est de hauteur o , ¥ contient

}{OL . Comme on a supposé 0 =<a<p , cela prouve que l'on a :
+1
(1) dim.. ¥ » p2 - 2ofD)
IE 2
p
Puisque de plus R vérifie (#%*), on a nj+1 - nj = a-j pour tout
j de 0 & a-1, et la somme de ces inégalités donne :
afa+1
(2) dim_ R > Mot
I 2
P
Comme on doit avoir dim_, ¥ + dim__, R = dim_, F[G] = p2 , on
Ir IF E p

p p p
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voit que les inégalités (1) et (2) sont des égalités ; donc ¥ est égal

4 K , et R est IF[G]-isomorphe & R
o p o}

c.q.f.d.

Pour tout entier i de 1. & r , tout générateur Yi de G/Hi ,

et tout j dans 1IN , le noyau de (yi—l)J dans Ml est égal a _I\—/_I—i(]) .

La hauteur de M, est égale & p-1, et l'on a M_i(j+1)/ﬁi(j) o~ IFp
pour 0<js<sp-2

Pour tout élément qi de Mi , on définit la hauteur de qi

comme le plus petit entier j de IN tel que qi appartienne a 1\—/1.10) .

r
PROPOSITION., - Soit q = Eqi un élément de © M, . On
i=1 i

NG
—_

note o = ht(g,) , a= Max o, , et Q = FI[G].q . Alors
1 1 1<i<r 1 p

QN 1\/[i est nul pour tout i d 1 &8 r si et seulement si le

nombre d'indices i tels que C(.i = O est strictement supérieur

A

4 o . Si ces conditions sont réalisées, alors Q est IFp[G]—

isomorphe &8 R

a

Démonstration :

a) Supposons que Qﬂﬁi soit nul pour tout i ; alors Q
est de hauteur o , et (par III) Q vérifie (*) et (**), Donc par le

lemme qui précéde, Q est IFp[G]—isomorphe a Rc, .
Supposons de plus que le nombre des indices 1 tels que oci =qQ
soit inférieur ou égal & o . Quitte & modifier la numérotation, on peut

alors supposer que l'on a cci € -1 pour tout i>a . lallais alors, si

.=1)(q,) =0

hj désigne un générateur de Hj pour tout j , on a | |(hJ ;

j::z
pour tout i # 1 ; en effet, pour 2 sis<a , cela vient du fait que G

est commutatif et que (hi_l)(qi) est nul ; et pour i>o , ce&a vient

du fait que a, est inférieur 8 ao-1 . Donc | | (h, -1)(q) = _|(hj—1)(q1) ,
i=2 j=2

et c'est un élément de Q N —1\_/1—1 ; donc il est nul, et Q est égal &
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a-1 . , , .
Q( ) . Mais on a montré que ht(Q) = o , donc ceci est impossible.

b) Supposons maintenant que le nombre des i tels que ai = Q
soit strictement supérieur & o , et soit io un indice quelconque

(0 < io < 1) . Quitte & modifier la numérotation, on peut supposer que

&i=a pour l<i<a+l , et ioza+1 . Pour montrer que Q I M
o

est nul, il suffit de montrer que, si A est un élément de ]Pp[G] tel

que )\qi soit nul pour tout i de 1 & o , alors Ad; est nul,
o)

1

Pour tout i de 1 & «o , notons hi un générateur de Hi

et hi un élément de G\Hi . Alors {(hi-—l)j(hi—l)k} forme une

OSj,k<p
base ® de ]I-‘p[G] sur IFp (pour chaque i ).

Nous allons montrer, par récurrence sur £ , que )\ Vérifie,

pour tout € de 1 & o+ 1 , la propriété suivante

(Pe) Il existe un élément My de IFp[G] tel que 2\ =

(mod }éa) .

La propriété (Pl) s'écrit A = 9 (mod }ca) , donc elle est vérifiée

en prenant )\1 = A\ . Supposons (Pe) vérifiée, avec 1 =8 <0 , et dé-
composons X, dans la base ®, de ]Pp[G] sur T_Fp : soit
A, = 2 x . . (h —l)J(h' —1)k cette décomposition. L'hypothése
8 Osj,k<p e:J/k 8 e
2_
A ] . T v k —_—
)\.qe = (0 s'écrit donc : llzl (hi-l) o$k<zc‘/x-e+1>\@,0,k(h€ 1) a, 0 (car
e-1 a-¢+1
(he—l) annule q8 , ainsi que (I l(hi—l))(h'p—l) ). Or les éléments
. i=1 e
e-1 . '
(i_l (hi~1)) (he—l) ql8 0<k<a— 941 sont IFp—llnealrement indépendants dans
K\/I_; , car ht(g,) = o . Donc )\e 0.k est nul pour 0sk<a-£+1 , et
£ [ 1 Vo,
y I .
l'ona \ = 1|_l(hi—1))\€+1(mod }(a) , pour un k. dans ]Pp[G] . Autre-

ment dit, la propriété (P€+1) est vérifiée,
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On a donc montré en particulier que la propriété (Pa+1) est
vérifiée, or cette propriété signifie que ) est dans ¥X_ . Mais alors
mi est nul, car o = a .

o o)
c.q.f.d.
 —

COROLLAIRE. - Soit Q un sous—IF‘p[G]—module de '®1Mi , tel

l:

que QHK/I—i soit nul pour tout i de 1 & r . Si Q est

est déterminée

i
IFp[G]—monogéne, sa classe modulo | |Aut
i=1

de maniére uniqgue par la donnée d'un r-uple (ai)lsisr dans IN

, les deux propriétés suivantes :

M,
IFp[G] i r

vérifiant, si on note o = Max q,
l<i<r 1

m o < inf(r-1, p-1) ;

® le nombre des indices i tels que oni soit égal & o est

strictement supérieur &3 o .

Démonstration : C'est une conséquence immédiate de la proposition

précédente, en prenant pour oni la hauteur de la composante sur M,

1)

d'un générateur de Q , et en utilisant le fait que Mi(l)\-ﬁi(r forme

une seule orbite sous l'action de Aut _1§/I_ , pour tout j dans NN
]I‘p[G] i

c.q, f.d.
2. Q a deux générateurs sur ]Fp[G] .
On montre seulement le résultat suivant :
LEMME. - Soit o un entier vérifiant 0<a<p , et soit R un

IFp[G]—module de hauteur o admettant deux générateurs et vérifiant

(*) et (**), Alors tout sous—IFp[G]—module de R wvérifie (¥). Si

l'on suppose de plus que tout sous—]}“pk;]—module de R vérifie

(#%), alors R est de la forme R'+R" , avec R' ”ROL ,

R"—”—RB ., R'NR" ZRY , et 0sysBsa . De plus, les nombres

B et vy sont déterminés de maniére unique par R .
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Démonstration : Si R vérifie (%) , et si ht(R) = «

, il est
clair que tout sous-IFp[G]—module de R vérifie (*) , et est de hauteur

inférieure &8 a .

Notons {g',q"} un systéme générateur de R sur IFp[G] ;
notons R' = IFp[G]q' et R" = IFp[G]q" . Puisque R' et R" vérifient
(*), (**), et ht(R') (resp. ht(R")) < o < p , d'aprés (IV,1) il existe
deux entiers o' et ao" vérifiant: 0=<a',a" € o, R' = Ra, , et
R" = Rq,, . De plus, ona R =R'+R" , donc Max(a',a") = a . Quitte
a modifier les notations, supposons que o' = o , et notons a" = B ;

onadonc 0<B8<a .

Notons vy le plus petit entier tel que R' N R" soit contenu dans

(v)

7

(v)

R (donc vy < B ) ; il existe alors un élément g™ de R'NR"OR

gly-1)

tel que g™ n'appartienne pas a D'aprés (IV,1) on a alors (en

notant R" = IFp[G]q"' ) R™ = RY . Et bien sdr R™ < R'NMN R" . Il reste

a montrer que R™ = R'NR" , et que B et Yy sont déterminés par R .

Notons &, = (n, -n; - (n,, B -
j ( j J—l) ( j+l
On a 6j > 1 pour tout j de 1 & o , par la propriété (*3%*), D'au-

tre part, on doit avoir 6j=1 pour 8<jsa ; 6j=2 pour v <j <8 ;

nj) pour tout j de 1 & o .

et 6j31 pour 1 <j<vy . On en déduit que 6j=1 pour 1< js<sv,
donc que R™ est égal 8 R'NR" , et que B et Yy sont déterminés
par la suite des 6], , donc par la donnée de R .

c.q.f.d.

@

Remarque : Soit Q un sous—]}"p[G]-module de _1\/—11 , tel que

_mmmmees i=
Q N'M,; soit nul, Alors tout sous—IFp[G]—module Q' de Q est un

r — —
@ 1\/[i tel que Q'N Mi soit nul. Donc (par III)

sous-IF_[G]-module de
P i=1

Q' vérifie (%),
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3. Application.

Nous sommes maintenant en mesure d'énumérer les structures de
IFp[G]—modules possibles pour Q lorsque r € {2,3,4} . Elles sont

données par le tableau suivant :

r fo! (nj —nj_l)lSjSOL structure de Q sur ]Pp[G]
2 0 [0 0
1 (1) I,
3 0 o) 0
1 (1) ]I‘p
(2) TF2
2 (2,1) R2
(sip=3)
4 0 0] 0
(sip=3) 1 (1) IFp
2
(2) 11—"%
(3) ]I‘p
2 (2,1) RZ
(3,1) Ry ® I,
(3,2) R2+R'2 avec R'ZBR2 et RZDR‘ZLVIFp
3 (3,2,1) R3
(sipz5)

Le seul point non évident dans ce tableau est le fait que, pour

des entiers (r,a,(n.-n, .). . ) convenables, la seule structure pos-
j Ti-1"1<jsa

sible pour Q sur IFp[G] est celle qui est indiquée. Regardons par
exemple le cas ot r=4, a =2, n1 =3 , n2 -n1 =2 (les autres
cas se traitent de maniére analogue).

r — —
@M, tel que QN M, soit
i=1 1 1

nul pour tout i , et tel que Q corresponde & ces données. Soit g

Soit Q@ un sous—]IFp[G]—module de
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)

un élément de Q(Z)\Q(1 (q' existe car n, >n.) . Notons

2 1
Q' = IFp[G]q' . Alors Q' est un sous—]]-“p[G]—module de Q , et Q'

est isomorphe & Ry d'aprés (IV,1). Considérons maintenant le sous-
1
espace Q( ) +Q'(2) de Q(Z) ; comme dimIF Q(l)
dimIF Q'(Z) = 3 , et comme Q(l)ﬂQ'(z) = Q'(l;)) est de dimension 2 sur
(2)
) =

(1)+Q. @ _ ¢

=3 et

Ty

Il existe donc un élément qg" de Q

P
]Fp , on obtient dim_, (Q 4 , alors que dim]P Q

p
(2) (2)) . Notons

veWegr
Q" = IFp[G]q" . Alors Q" est un sous—IFp[G]—module de Q , et Q"
est isomorphe & R2 d'aprés (IV,1). De plus, Q' et Q" sont dis-
tincts. D'aprés (IV,2), l'intersection de Q' et Q" est de la forme
RY avec vy € {0,1,2} . Si y =0, alors Q'+Q" =Q'® Q" , et
dimIF (Q'+Q")(1) = 4 ; ceci est impossible, puisque (Q'+Q")(1) est
contepnu dans Q( ) qui est de dimension 3 ., Si vy = 2 , alors les
dimensions de Q'NQ" , Q' , Q" (sur IFp) sont les mémes, donc
Q'NOQ" =Q' = Q" , ce qui est contraire & la construction de Q' et
Q" . Onadonc y =1, et dimIF (Q'+Q") =5 = dim]:F Q , donc

Q' +Q" est égal & Q P P

)

Remarque : Soit une famille d'entiers f{r,a,(n }  vérifiant

-------- j
r<p+l , a <inf(r-1,p-1) , et

l<j=a
< - < < - < - < < - < <
0 nOL nq—l nj'+1 nj nj nj_1 1'12 n1 n1 r.
Considérons les problémes suivants : existe-t-il un sous—IFp[G]—module
r — _
Q de '®1Mi , tel que QDN 1\/Ii soit nul pour tout i , de hauteur o ,
= R (j)

et tel que r1j soit égal a diml‘FQ pour tout j de 1 a o ?

Si un tel module Q existe, estlil unique a IFp[G]—isomorphisme prés ?

On verra en VI gu'un tel module Q@ existe lorsque r £ 4 , et

on peut sans doute montrer que c'est encore vrai pour r = 5

D'autre part, le tableau ci-dessus montre qu'un tel Q est unique

a IFp[G]—isomorphisme prés lorsque r < 4 . Il est facile de montrer que

ce n'est plus vrai pour r = 5 , Prenons par exemple r 25 , o =2,
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n1 =4 , nz—n1 = 2 ; on peut alors avoir pour Q , a IFp[G]—isomor-

phisme prés :

- ou bien R2 ® R2 , avec R2 = R2 ;

_ 1 + ' LI | o
ou bien (R2 RZ) @]‘_F‘p , avec R2 R2 et RzﬂR2 IFp

V. ETUDE DES IF‘p[G]-MODULES Q DE HAUTEUR 1 QU 2

1. Q est de hauteur 1

Autrement dit, Q est fixe par G et non nul, ou encore Q est

IFp[G]-isomorphe a ]1-";1 , avec 1 sn<r (cf, III).

LEMME., - Soit n run entier tel que 1 <n<r . Le nombre de

r —
classes, modulo | |Ui , des sous—IFp[G]—modules Q de '®1Mi
i=1 i=

tels que QN Mi soit nul pour tout i d 1 3 r , et tels que

Q soit fixe par G et de dimension n sur ]Fp , est égal au

nombre de classes de matrices &8 n lignes et r colonnes, &

coefficients dans ]Fp , dont toutes les matrices extraites & n

lignes et (r-1) colonnes sont de rang n , modulo l'action de

L (IF) 3 h Diag*(IF) a ite.
G n( I:)) d gauche et de 1agr( p) a droite

(On note Diag:f(IFp) le groupe des matrices carrées d'ordre r ,

diagonales, inversibles, & coefficients dans ]ZFp ).

Notons N ce nombre.

Irl

I' —
Démonstration : Par hypothése, Q est contenu dans ® M

Or MiG est un IFp—espace vectoriel de dimension 1 (pour tout i ).
—G
Notons {mi} une base de Mi
I —G
un sous-espace vectoriel de @ M de dimension n . En associant

i=1 i

sur IFp pour chaque i . Soit V

3 toute base ® de V sur IFp la matrice A de 772n r(IPp)



I1.19

(matrices & n lignes et r colonnes & coefficients dans E‘p ) dont la
.éme .. . ) .&me
j ligne est formée des coordonnées du j vecteur de ® dans la

r —
,®1M1G , on voit que la donnée de V cor-
l:

respond 3 la donnée d'une classe, modulo GLn(IFp) , de matrices de

mn 1p(IFp) de rang n .

1

base {ml,mz, ...,mr} de

Dire que V ﬂMiG est nul équivaut a dire que le ]Fp—espace vec-
toriel V +M1G est de dimension n+ 1 , ou encore que la matrice ob-
tenue en ajoutant & A la ligne (0,0,...,0,1,0,...,0) (ol le coefficient
1 est dans la ie colonne) est de rang (n+1) . Il est clair que ceci
équivaut & dire que la matrice obtenue en enlevant &8 A sa iéme colon-

ne est de rang n .

Enf%n, Ui agit sur MiG comme IF‘p* , donc les classes de Q

modulo | IUi correspondent aux classes de matrices modulo GLn(]}“) et
i=1 p

Diag*®(IF )
r p

c.q.f.d,

On va mainteant calculer Np rn ol r et n sont deux entiers

I I
vérifiant n<r <ptl . On aura besoin pour cela des notations suivantes :

pour tout couple (r,n) d'entiers vérifiant n<r , on note €& n I'ensem-

’

ble des familles § = {Ij} ou Ij est un sous-ensemble non

l<jsr-n '
vide de {1,2,...,n} pour chaque j , et ol la réunion des Ij
(1<j<r-n) est égale & {1,2,...,n}
Pour tout élément § = {Ij}1Sj£r-—n de € | , on note
r-n 22(3) 2%(3) 2n(%)
c(3) = 2 Card(l) , et &%) = Z_\/ e L1, ol ¢ +1(3)
j=1 ) =1 83=8)  =fy-g K

désigne le plus petit entier j tel que Ij ne soit pas contenu dans
{1,2,...,k} (pour tout k de 1 & n-1). Enfin, on définit une rela-

tion d'équivalence (notée ~ ) sur l'ensemble des éléments de J§ par :

Ij ~ 1., , s'il existe une suite d'indices jo = j’jl'”"je = j' , tels
que I, N Ij soit non vide pour tout i de 1 & ¢ ; et on note

Y1 i
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v(§) le nombre de classes pour la relation ~ dans § .

On peut alors énoncer :

PROPOSITION. - Le nombre N est égal a L (HN ,
p,r,n s=n+1 S p,s,n
ou 'p est défini par
c{I)+v(G)-s
N L= D s@e-nBE)
12 Sees,n
Démonstration (faite avec l'aide de Claude Moser) : Si Ni‘) s n

désigne le nombre de classes de matrices de Wzn S(IFp) , dont tous les

7

vecteurs colonnes sont non nuls, et dont toutes les matrices extraites a
n lignes et (s-1) colonnes sont de rang n , modulo l'action de GLn(]Fp)
a gauche et de Diag':(IE‘p) d droite, alors il est clair que l'on a

r
r

N = 2 ()N .
p.,r,n s=n+l1 S P,s,n
Il suffit donc de montrer que N" = N' , pour tous les
p,s,n p.s,n

triplets (p,s,n) convenables.

-~

Soit A une matrice de ‘772n S(]ZFp) : notons AJ_ le jeme vecteur

colonne de A (1<j<s) , et supposons gque Aj est non nul pour tout

j , et que le rang de (Aj)ISjSS est égal & n pour tout jo . Définis~
J'ifJ'o

sons la permutation O de {1,2,....s} de la maniére suivante :

OA(l) =1, OA(k) = le plus petit entier j tel que Aj n'appartienne
k-1

pas & L IFA . (pour 2<k<n) , puis

i=1 P 0,(0) (n+2) < ...< c,(s)

< g
(n+1) A

A A

(1'existence de o© est due au fait que A est de rang n ). Par cons-

A
truction, la matrice (A (.)) est inversible : notons AA son in-
A ) 1<j<n

verse (c'est donc un élément de GLn(IFp) ). Il est alors clair que la

matrice AAOA est indépendante du choix de A modulo GLn(IFp) , et

détermine de maniére unique la classe de A modulo (J‘Ln(IFp)

D'autre part, notons PA la matrice de permutation d'ordre s

correspondant a Op i c'est-a-dire que PA est définie par
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A-P, = (A ) . La matrice A,°AoP, est de la forme (I A') ,
A o (3) 1<j<s A A n

ol A' est un élément de mn S_n(IFp) . Et les hypothéses faites sur
A sont équivalentes au fait que chaque colonne et chaque ligne de A

est non nulle,

Etant donnée une telle matrice A' , notons ai j ses coefficients

’

(l<isn , 1<j<s-n) , et IAl j l'ensemble des indices i tels que ai

soit non nul (pour tout j de 1 & s-n ). Il est alors clair que la

’

famille §,. = 516 -
amille 3p {IA',j}ISjss—n est un élément de 8s , ¢ €t que le nom

?

bre de classes modulo GLn(IFp) de matrices A "convenables" donnant

la matrice (InA') par le procédé décrit ci-dessus est égal & £(%. )

Soient maintenant A et B deux matrices de mn S(]Pp) "conve-

n : ¥*
nables", congrues modulo GLn(IFp) et Dlags(]Fp) . Alors Py et PB

sont égales, et les matrices (InA') et (InB') correspondantes sont

congrues modulo GLn(IFp) et Diagz(ﬂ—“p) , ce qui équivaut & dire que

les matrices A' et B' sont congrues modulo Diag;(IFp) a gauche, et
3 ’\\‘ N !t .

Dlags_n(IFp) a droite

Or, étant donnée une matrice A' = (ai,j)ISiSn de mn,s—n(IFp) ,

1<j<s-n
dont toutes les lignes et toutes les colonnes sont non nulles, le nombre

de matrices B' du méme type, qui sont congrues & A' modulo Diagz(IFp)

4 gauche et Diag:_n(IFp) 4 droite, est égal a (p—l)n+(s_n)/CA, , ol
CA' est le cardinal de

1<i<s-n V(3A-)
11 est facile de voir que CA' = (p-1) , donc le nombre des matri-
ces B' cherchées est égal a (p—l)s_v(SA')

Enfin, étant donné un § dans 85 n o le nombre de matrices A'

i

(comme ci-dessus) telles que SA' soit égal @ § est bien sdr égal a

c\4
(p—l)c(‘s) On a donc obtenu

v = B e Be@e-ns)

p.,s,n o
JE&SIH



I1.22

c'est-a-dire N" = N'

p,s,n p,s,n °
c.q.f.d,
Exemples :
Np,s,l =1 (pour 1<s<p+l)
s-2
' s 2 — ( E 223—2"2)
o =l 2-k
S- _ s-2- oo o o
14 E(p—l)k 1(5—1—k+ 5 028 2-2 k(z(s 2 €)+(s 2-20

(pour 2<s<p+l)

[} = S
Np,n+1,n 1 (pour n<p)

2. Q est de hauteur 2 .

Dans ce cas, Q est une extension, sur IFp[G] , de -Q/QG par
QG ; et Q/QG est fixe par G et non nul, De plus, cette extension

est une "sous-extension" de l'extension

W _, L@ L@ 50
' i

r
0 — @ )
i i=1 1 i=1

M,
i=1 1

au sens suivant : le diagramme de IFp[G]—modules

0— Q% —~ Q

L

—_ r
M, — @
1 ! i=

0_—‘> __>0

i

e

est commutatif, et ses lignes sont exactes (les inclusions "verticales"

r
sont induites par l'injection de Q dans .6911\/11 ).
l=

i .
Notons maintenant 0 —>Y1 — Y J, Y2 — 0 une suite exacte

de IFp—espaces vectoriels de dimension finie, et s une section fixée de

j . On identifiera Y, et son image i(Yl) dans Y .

)

Soit X un sous—]}“p—espace vectoriel de Y . Notons X, (resp. X

1 2

)
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les sous—IE‘p—espace vectoriel de Y, (resp. Yz) égal & XﬂY1
(resp. & j(X)). Alors le diagramme suivant de IFp-espaces vectoriels

est commutatif, et ses lignes sont exactes :

Jx
0 —>Y1 Y b, Y2 —0
Notons sX une section quelconque de j]X (donc SX : X2 -X ), et
kX un IPp-homomorphisme quelconque de Y2 dans Yl dont la restric-
tion a X2 soit égale a S|X2 - sX . Enfin, pour tout couple (Yl’YZ)
ol Y'l (resp. Y'Z) est un sous—IFp—espace vectoriel de Y1 (resp. YZ)’
désignons par /7, la relation d'équivalence sur Hom_, (Y, ,Y.) dé-
Yl,Y2 IFp 271
finie par : k /¢, k' si et seulement si (k-k')(Y!) < ¥' . Et notons
Yy, Y 2 1
v ~
kX la classe de kX modulo LY

LEMME 1. - L'application & définie par &X) = (Xl’Xé’E);) ,

est une bijection entre l'ensemble des sous-IF -espaces vectoriels

de Y et l'ensemble des triplets (Y'l,Y'z,E) , ou Y'1 (resp. Y'z)

(resp. Y et k une

est un sous-IFp—esgace vectoriel de Y 2) ,

1

classe de HomIFp(YZ’Yl) modulo
IL'application réciprogue @_1 est définie par
—1 1 1 1 = 1 - 1

) (Yl’Y k) Y1 @ (s k)Y2 ,

~/
Yy, Y,

oii k est un représentant quelconque de k dans HomIF (YZ’Yl)
' p

Démonstration : La démonstration de ce lemme est faite d'une

o -1
suite de vérifications faciles ; vérifier que & et & sont deux ap-

plications bien définies, c'est-d-dire que kX ne dépend pas du choix

de s ni de celui de kX , que Y' N (s—k)Y'2 est nul dans Y' et

X 1
que Y'l @ (s—k)Y‘2 ne dépend pas du choix de k ; puis vérifier que
- -1 —~ —
671 8(X) = X , et que @08 (Y|,Vy,RK) = (¥|,¥y.,R)

c.q.f.d.
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Soit maintenant { un IFp—automorphisme de Y laissant stable

Y (c'est-a-dire tel que f(Y,)cY

1 1

phisme fl (resp. fz) de Y1 (resp. YZ) isioyy est dans Y1 ,

alors fl(yl) = f(yl) ; et si y, est dans Y2 , alors fz(yz) = )°fos(y2) .

Notons enfin hf le IFp—homomorphisme de Y2 dans Yl égal
-1

s - fcsof2

1 ). Alors f induit un IFp—automor-

Qs

LEMME 2. - L'application ¢ définie par V¥(f) = (fl,fz,hf) , est

une bijection entre l'ensemble des IFp—automorphismes de Y lais-

sant Y1 stable, et l'ensemble des triplets (fl’fZ’h) ou f

1
(resp. fz) est_un ]I‘p—automorphisme de Y, (resp. YZ) , et h un

1

]Fp—homomorphisme de Y2 dans Y1

. , . -1 .o
L'application réciproque est définie par

(ML )y () = £(y,) + (s-h)(5,(y,)

)

ol ' (resp. yz) est un élément quelconque de Y, (resp. Y

1 2
-1
Démonstration : Il suffit de vérifier que (fl,fz,h) est bien
un IFp-automorphisme de Y , puis que { et w— sont des applica-

tions réciproques l'une de l'autre.

c.q.f.d.
LEMME 3. - Soient X,X' deux sous—]}“p—esgaces vectoriels de Y ,

et f u_n]l’p—automorghisme de Y laissant Y1 stable. Notons

3% = (X, X,k . elX) = (X}.X,, %) , et W) = (f,f,,h) . On
a alors f(X) = X' si et seulement si f (X,) = X' , f (Xz) = X'2 ,

&%y 1 2
et (flok - k'ef, +hof2)(X ) <Xy

2

Démonstration : Si f(X) = X' , alors f(XﬂYl) = X'ﬂY1 , autre-

ment dit f(X.,) = X' : et jofos(Xz) est contenu dans jof(X) = j(X') = X!

1 1 2
de méme jof_los(X'z) est contenu dans X2 , donc fz(Xz) = X'2
Supposons maintenant que fl(Xl) = X1 et fZ(XZ) = X2 On a
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alors dlmrF X1 = dlm]I‘Xl , et dlmIF X2 = dimIP X'2 , donc
p p p p
dimIPX = dim]I, X", et f(X) =X' si et seulement si f{X) ¢ X'
p p
Or, pour tout x dans X et tout x dans X

1 1 2 2 7
f(x, +(s-k)x,) f(xl-kx2 +sx2) £, 2) + (s-h)(fz(xz))

1
fl(xl) + (s—k')(fz(xz)) - flo k(xz) + (k'=h)o fz(xz) :
et ici fl(xl) + (s—k‘)(fz(x2

donc f(X) < X' si et seulement si (flok - k'ofz + ho fz)(Xz) c X'

, resp. hef

on a .

) (x1 - kx

)) appartient a X'1 + (s—k')X'2 =X . On a

Or, l'image de Y par floh (resp. k'of ) est contenue

2

dans Y1 ; et X'I’WY1 est égal a X'l

2 2

c.q.f.d.

Supposons maintenant, de plus, que Y est un IF [G]-module (pour

un groupe fini quelconque G ), que Y est égal a vG , et que Y

1 2
est fixe par G . Alors la suite 0 —»Yl —-Y —LYZ —- 0 est exacte sur
IFp[G] . Notons T = HomIF (YZ’YI) , et 6 1'homomorphisme de G

dans T associé & cette suite exacte ; autrement dit, 6 est défini par
+g! = + +g'
gly, +s'y,) = (v, ngz s'Y,)

pour tous g de G , Yy de Y1 . Yy de Y2 , et toute section s'
de j sur ]Fp . (cf. [3], et utiliser le fait qu'ici on a

Hl(G,T) = Hom(G,T) , car T est fixe par G ).

LEMME 4., - Soit X un sous—]’Fp—espace vectoriel de Y , et
3(X) = (Xl,X k) . Alors X est un Sous—I_Fp[G]-module de Y

2[
si et seulement si, pour tout g de G , on a eg(x ) < X1

2

Démonstration : Pour tous g de G , X de X et x de

X. , ona g(x, +(s-k)x,)) = Xy + Bg(x

c.q.f.d.
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LEMME 5, - Soit f ggIFp-*gutomorphisme de Y laissant Y1
stable, et soit V(f) = (f,f,,h) . Alors, f est IPp[G]—linéaire
si et seulement si, pour tout g de G , on a ego fz = flo eg .
De plus, pour tout ]ZFp—automorphisme_ f1 de Y1 , il existe au
plus un ]Pp—automorphisme f2 de Y2 tel que l'on ait, pour tout
Q = f [e] .
g dans G , eg fz 1 eg
Démonstration : Pour tous g dans G , vy dans Y1 , y2

dans Y, , on a f(g(Y1+sy2)) = fl(y1+ egyz) + (s—h)(fz(yz)) ., et
g(f(Y1+SY2)) = fl(Yl) + Ggo fz(yz) + (S—h)(fz(yz)) , d'ol la premiére partie

Soient maintenant f et f'2 deux ]Fp—automorphismes de Y tels

2 2
que l'on ait, pour tout g de G , ego f2 = egof'z . Alors l'image de
f. - f! est contenue dans ( () Ker6 ) =Y nyG = v-NY, = 0 ; donc
2 2 g€G g 2 2 1
f2 = :E2

c.q.f.d.

Oublions momentanément le groupe G , mais supposons donnés :
un entier r strictement positif, et pour tout entier i de 1 & r une
suite exacte de IFp—espaces vectoriels de dimension finie

. r
0—Y, ,—Y, Ji, ,— 0 . Supposons que l'ona Y = @ Y, ,
1,i i 2,1 =

’ ’ r il 1
r r ———
Y = @Y , Y. = ®Y, ., , et j= j. , et que la section s
de j est choisie de la forme | |si , ol s, est une section de ji
i=1

pour chaque i .

LEMME 6. - Soit f un ]Pp—automorphisme de Y laissant stable

Y1 , et soit (1) = (fl,fz,h) . Soit i un entier entre 1 et r .
Alors f laisse stable Yi si et seulement si f1 (resp. fz)
laisse stable Y1 i (resp. Y, i) , et h(Y2 i) est contenu dans

Yl,i )
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Démonstration : 8i f(Yi) c Yi , alors

£ = f = ' _

l(Yl,i) (Yl,i) f(YlﬂYi) c f(Yl)ﬂf(Yi) c YlﬂYi Yl,i ,

f = jo fo jo i =
et 2<Y2,i) (Jo f S)(Yz,i) < f(Yi) c ](Yi) Y2,i .

i f

Si l(Yl,i) c Yl,i et fZ(YZ,i) c Y2,1 , alors, pour tout yl,i
de Yl,i et tout y2,i de Y2,1 on a :

f + = f + =

(y1 S,Y, § ) 1(y1 ) + (s=h)( 2(Y2,i)) fl(yl,i) + Si(fZ(YZ,i))

- h( 2( )) 7

RS + f 1 -~ ]
ou fl(yl,i) Si( 2(y2,i)) appartient a Yi . On a donc f(Yi) < Yi si

et seulement si h(Y, ) c Yi . Or, par définition de h

2,1
h(Yz) c Y1

, on a toujours
c.q.f.d.

Supposons de plus que chaque Yi est un ]Pp[G]—module (pour un

groupe fini quelconque G ), que Y1 i = Y? , et que Y2 i est fixe
par G . Alors Y vérifie les hypothéses du lemme 4, et si on note,
pour tout i , Ti = HomIFp(YZ,i’Yl,i) , et ei 1'homomorphisme de G
dans Ti correspondant a la suite exact$ de IFp[G]—modules

i e ._ii_> e =—
0 Ylli Yi Yzli 0, on a He

LEMME 7. - Soit X un sous—IFp[G]—module de Y, et i un

entier entre 1 et r . Soit &) = (X1'X2'E) . Alors XﬁYi

est nul si et seulement si XlﬂY1 i est nul, et alors XzﬂY2 i

est nul,

Démonstration : Comme XlﬂY1 | = (XﬂYi) N Y1 , il est clair que
XlﬁY1 ; est nul dés que XN Yi est nul,

Inversement, supposons que Xlﬂ Y1 ; soit nul. Comme on a,

- L g

pour tout g de G , eg(xanZ,i) XlnYl,i , on en déduit que
X NY. < N Ker® . Or, on a déjd vu (dans la démonstration du

2 2,1 g€eG
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lemme 5) que () Ker 8§  est nul. Donc X,NY. ., est nul.

Or, j(XﬂYi) est contenu dans X,NY, . , donc j(XﬂYi) est nul.

2 2,1
On a donc XﬂYi c Y1 , c'est-a-dire XﬂYi = XlﬂY1 i qui est nul par
hypothése. Donc XﬂYi est nul.
c.q.f.d.
Supposons de plus qu'il existe r sous-groupes {Hi}lsisr de

G , a quotients cycliques d'ordre p , tels que pour tout i on ait Yi

fixe par H, , et que 8, soit un isomorphisme de Y, ., sur Y. .
1 1,95 2,1 1,i

pour un relévement 9 dans G d'un générateur de G/Hi .

r I
LEMME 8. - Soit f = |_| fl,i un élément de |_| Auty, Y,

i=1 _r _ri=l p
Alors il existe un é&lément f, = | |f, . de | |Aut_.Y tel que
l'on ait ego fz = flo Gg pour tout g de G .

-1
Démonstration : On pose, pour chaque i, f, ., =8, of 00,
_____________ 211 l/gi 111 llgl
On a alors 8, of =1 o8, pour tout g de G ; en effet, si
i,g 2,1 1,i "i,g

g est dans Hi , chacun des 2 membres est nul ; et si g n'est pas
dans Hi , alors e.’g est de la forme aei,gi avec un o dans IF"
donc 1'égalité provient de la définition de f2,i

c.q.f.d.

En groupant les résultats obtenus dans les lemmes 1 & 8, on ob-

tient le résultat suivant (avec toutes les hypothéses sur Y )

PROPOSITION. - L'ensemble des classes des IFp[G]—sous-modules

Xr de Y tels que l'on ait XﬂYi = 0 pour tout i , modulo

T—I_Aut Y, , est en bijection avec l'ensemble des classes des

triplets (Xl'XZ’k) , ou X1 est un sous—IFp—espace vectoriel de

Y1 tel que l'on ait XlﬂY1 i = 0 pour tout i ; ou X2 est un
sous—IF‘p—espace vectoriel de Y2 tel que l'on ait Gg(Xz) c X1
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pour tout g de G ; et od k est un ]I'p—homomorphismg de
Y2 dans Y ; modulo la relation d'égquivalence ~ définie par :
(Xl’X k) ~ (X'l,X'2 'Y si et seulement si il existe un élément
i _r
f, = =|f1,i dans |_| Rutp Y, ;. et un élément | | , dans
i=1 i=1 i=
_r L
1 3 f =
|_| Hom (YZ,i , Yl,i) tels que l'on ait, (en notant f, |=| f2,1
i=1 p i=1
-1
f = o o f = X! = X!
et b7 0, %0, ) BKD =X B =X L et
o —_ 'o + o !
(f1 k -k fz h fz)(Xz) c X1
Remarque : On peut prendre en particulier dans ce qui précéde

2 ‘o2
G = (Z/pZ)” . Dans ce cas, tout générateur hi de I—Ii est le rele-
vement dans G d'un générateur de G/Hi' , si i et 1i' sont dis-

tincts. On en déduit le résultat suivant :

Si X1 est un sous-—I_Fp—espace vectoriel de Y1 tel que X1 N Y1 i

soit nul pour tout i , et si X2 est un sous—IFp-espace vectoriel de

Y2 tel que Og(Xz) soit contenu dans X1 pour tout g de G , alors,
pour tout couple (i,i') d'indices distincts entre 1 et r ,
® .
X, N (YZ,i YZ,i') est nul
En effet, on a déjd vu (lemme 7) que XzﬂY2 i est nul pour tout i .
1] -— P4 2 . . ffl

Soit X, Yy i +y2,i' un élément de XZH(Y2,1®YZ,1') ; il suffit de
montrer que Yz,i' est nul. Or ei,hi(yz,i) = 0 , donc

= i 6 , t
ehi(xz) 91 b, (y2 ) € XlnYl,i' , qui est nul, donc i,'hi(y2 l,) es

nul, ce qui prouve que Yy est nul ; d'ou le résultat.

VI. CLASSIFICATION DES ZI[G]-MODULES REALISABLES DE LONGUEUR
INFERIEURE A 4

D'aprés II, il s'agit maintenant d'étudier les sous—]Pp[G]—modules

Q de @M tels que Qﬂﬁi soit nul pour tout i de 1 & r

’

modulo TL[U , avec rs=4 .,
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r

I _r_ —

LEMME. - Pour r<4 , |[U, agitsur Q comme [ [Autp ;M
i=1 i=1

tout entier. P

Démonstration : Notons U' le sous-groupe de U engendré par

____________ a_

les racines 2p-&mes de l'unité, et les unités cyclotomiques

- -1
(pour a € {2,3,...,32—1—}). b

M +*
IFp[G] i

s) Onavudue Aut stidentifie & (E[c]l/(c-DP™H"

pour p <3 , il est facile de voir que l'homomorphisme cano-
nique de U' dans (]’.F‘p[C]/(C—l)p_l)* est surjectif (ce résul-
tat est faux dés que l'ona p=5 , et que p ne divise pas

(p) )

le nombre de classes du sous-corps réel maximal de @

(o)

b) Pour pr25 et r<4 , on a vu que Q=Qr,avec a<s3 ;
- T —(3)
i A M,
donc UAut]F [G]Mi agit sur Q comme I_I utIF c1Mi
i=1 p i=1 p
Or Aut —1\—/I-(3) s'identifie a (IF [ ]/(g—1)3)* et il est
IFp[G] i o) !

facile de voir que l'homomorphisme canonique de U' dans
#*
(]Fp[g]/(g—1)3) est surjectif,

c.q.f.d.

Lorsque Q est IFp[G]—monogéne, on peut donc appliquer le corol-
laire de (IV,1) : lorsque Q est fixe par G , on connait le résultat par
(V,1). Il reste donc & étudier les deux cas suivants : R, @]Pp , et

R2 + R2 avec R2 = R2 et RzﬁR2 == IFp (on notera simplement R2 + R2

ce dernier cas).

Pour cela, nous utilisons la proposition de (V,2), et les résultats
obtenus en (V,1) lorsque Q est de hauteur 1. Dans les deux cas

(R2 @IFp et R2 + R'z) , mous avons n, = 3 . Or (par V,1) il existe, &

4 — 4

l JAut M, prés, un seul sous-IF -espace vectoriel X de @ I\/I.(l)

i= IFp 1 p 1 i=1 1
(1)

de dimension 3 tel que l'on ait Xlﬂ Mi = 0 pour tout i ; et on
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1 001
peut supposer que X1 correspond a la matrice (0 10 1) ; Ou encore,
4 0011
qu'un élément y = Ly avec 'y, € IFp est dans X, si et seule-

=1
ment si l'on a y4 = y1 Yy + y3 (on rappelle que {mi} désigne une

~— (1)

base de Mi sur IFp , pour chaque i ).

laissant stable X

4
s T (1)
Les seuls éléments de 1|=1 AutIFp[G]Mi 1

sont les homothéties, donc la proposition (V,2) donne ici le résultat

suivant :
_4 —
l'ensemble des classes, modulo | |Aut (M  des sous—IFp[G]—

4 ___ i=1 e

modules Q de GalM tels que l'on ait Qﬂl\/[i = 0 pour tout i de
1_

1 &8 4, et tels que Q soit ]'_Pp[G]—isomorphe a R2® IFp (resp. a

R2+R'2) , est en bijection avec l'ensemble des couples (Xz,i) , ol

X est un sous—IFp—espace vectoriel de dimension 1 (resp. 2) de

N

4 — —_
® 2)/I\/Ii(l) tel que l'on ait eg(xz) © X, pour tout g de G,
i=1
.= (s 4 —(2) —(1) 4—()
et ot k est un élément de Hom @ M, /M,", @ I\/I . modulo
Fo\i=1 1 1 i=1
la relation d'équivalence 2% deflme par : k = k' s'il existe
X1, Xy X1, X9
. “(2) — (1) —=(1)
un élément h de l | Hom (Mi /Mi ,Mi ) tel que l'on ait
i=1 p
(k—k'+h)(X2) c x1

A

D'autre part, la remarque faite & la fin (V,2) et 1'étude faite en

(V,1) lorsque Q == IF‘p (resp. Q = ) montrent que les seuls sous-
(

(1)

4 ___
IPp—espaces vectoriels X de @ M, /M susceptibles de véri-

2 i=1 1

fier eg(x ) € X pour tout g de G correspondent aux matrices

2 1

(xl,xz x3 ,0) et & ses 3 autres conjuguées par 64 , ou (>\ x )\3,>\4)

resp. )\1 X )\3 )\4 avec W €T -{0,1} (les A, sont tous
0 )\2 >\3 uX4 p i

dans IFp* ). Par ailleurs, il est clair que l'on a Sg(Xz) c X1 pour tout

g de G , dés que c'est vrai pour g = h1 et pour g = hZ (comme
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d'habitude, hi désigne un générateur de Hi ). Or eh. =

avec B, =0 , et B8, est un isomorphisme de M,
],hj 1,hj i i

—(1 . .
Mi( ) pour i #j ; en choisissant une base pour chacun de ces espa-

ces, cela donne 91 h € IF: pour i #j . De plus, on peut choisir
7

ces bases de sorte que l'on ait : ei h, = 1 pour i€ {2,3,4} et
1]
ellhz = 1 . Alors e3,h2 et 94'h2 (notés respectivement t3 et t4)

3
sont deux éléments distincts de IFp

Ainsi, la propriété eg(Xz)CX1 pour tout g de G est équiva-

lente & l'existence d'une solution pour un systédme de 2 (resp. 4) équa-

. e . N . 3
tions linéaires homogénes & 4 inconnues (les xi) dans IPp

,\.,0) , ce systéme est

Lorsque X, correspond a ()\1,)\2 3

2

%0 Ay * g

0 )\1 + t3)\3

Il a donc une solution unique modulo ]T: , et le seul X2 convenable

correspond & (-t,,-1,1,0)

3
Lorsque X2 correspond & (xl,xz,x3,x4) , Cce systéme est
x4 = xz + x3
tyhg = M TN

11 a donc p-3 solutions modulo IF; , et les X convenables corres-

2

pondent & (t A -t A-1,1,) , avec 1\ € IFp— {0,1,t3/t4}

4 3

Lorsque X correspond & ()‘1 0 )‘3 )‘4 ) , Ce systéme est

2
0 X 3 u)\4

tyhgy = 2 T i3l

Mhy = hy * g
t4u)\4 = t3x3
Si u # t3/t4 , il n'a pas de solution. Par contre, si u = t3/t4 , il a

une solution, unique modulo IF; , et le seul X2 convenable correspond
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X (t4-t3 0 1 1 )
-1 -1
0 t3t4 -1 1 t3t4
Montrons enfin que, pour n'importe lequel de ces X2 , et n'importe
quel IPp—homomorphisme k de Y2 dans Y1 , il existe un élément
_4 4
h = I_I h; dans I_I Hom,, (YZ,i ’Yl,i) tel que l'on ait (k+h)(X2) <X .
i=1 i=1 p
En effet, pour tout élément X, de X2 , on a (k+h)(x2) € X1 si et
seulement si :
RiXy, 1 T hyXy o The%y 5 -hyx)
= - (b)), + (klxy))y + (k) ) + (k(x,),
_4
Donc il existe h = | |hi tel que (k+h)(X2) c X1 si et seulement si
i=1

un systéme linéaire de 1 (resp. 2) équations & 4 inconnues (les hi) dans
]1-“p a une solution., Or ce systéme a pour matrice la matrice obtenue en

remplagant, dans la matrice correspondant & X2 ., la 4e colonne par son
opposée. C'est donc toujours une matrice de rang 1 (resp. 2), et h

existe toujours.

D'ou le résultat pour Q =R @IFp , et Q =R, +R!

2 2 2

Ces résultats sont résumés dans le tableau suivant (lorsque r = 2

ou 3, on retrouve bien les résultats de L. Bouvier et J.J. Payan [1,11]).
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structure de Q | {a.}, . nbre de classes
- <i<
f Oy Diggea | e ElG] | LS lde #IG]-iso-
P morphisme de M
2 ¢ 0 0,0 1
1 IF 1,1 1
p
3 ¢ 0 0,0,0 1
1 IF 1,1,0 3
P
1,1,1 1
2
2 IF 1,1,1 1
P
2,1 R2 2,2,2 1 (si p=3)
4 ¢ 0 0,0,0,0 1
(si p=3) 1 E 1,1,0,0 6
1,1,1,0 4
1,1,1,1 1
2
2 IF 1,1,1,0 4
P
1,1,1,1 p+7
3 ]P3 1,1,1,1 1
P
2,1 R, 2,2,2,0 4
2,2,2,1 4
2,2,2,2 1
3,1 R, ®IF 2,2,2,1 4
27p
2,2,2,2 p-3
3,2 R2+ R2 2,2,2,2 1
3,2,1 R 3,3,3,3 1 (si p=5)
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VII. APPLICATION A L'EXISTENCE D'UNITES DE MINKOWSKI,

Soit K/®@ une extension abélienne de type (p,p) (réelle si
p=2). On note :

G = Gal(k/Q) ~ Z/pB)% ;

Hl’HZ""’Hp+1 les sous-groupes cycliques d'ordre p de G ;

ki le sous-corps de K fixe par Hi (pour tout i de 1 & r) ;

E (resp. Ei) le groupe des unités de K (resp. ki) modulo torsion.

Il est facile de voir qu'on a ici

H.
E! =E,
i

DEFINITION. - On dit que K admet une unité de Minkowski si

E est Z[G]-monogéne.

On sait que cela équivaut & dire que E est Z[G]-isomorphe &
Z[G]/%.é (cf. N. Moser [9], prop. I1.3).

Notons M le Z[G]-module Z[G]/ZG . 1l est bien sdr réalisa-

ble, au sens de (I).

PROPOSITION. - Le Z[Gl-module réalisable M = Z[G]/ZG est

de lonqueur p+1 ; pour tout i de 1 & p+l , le Z|G/H, |-

H' 1
module M ! s'identifie & un idéal principal de CD(p) : le IFp[G]—
p+l H.
module Q = M/ ® M ' est IF[G]-isomorphe & R ; et si
i=1 P p-1
p+1
q = 2 q, désigne un générateur de Q , avec q, dans

j=1 1

-1, Hj Hj . .
p M 1/M pour tout i , alors la hauteur de q; est égale &

p-1 pour tout i .

Qr

Démonstration : Il est facile de voir que, pour tout i de 1

~ H. ~—
ptl , ona HM = M 1= Z[Gs/Hi]/Z.G/Hi (cf. [9], prop. 1.4). D'autre

part, Q est IFp[G]—monogéne car M est ZIG]-monogéne. Donc Q
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est IF [G]l-isomorphe & R, avec a = Max _a, (ol a, =ht(g,) )
p a 1<isptl i i i

(d'aprés IV,1). Il reste donc & montrer que a, est égal & p-1 pour
tout i de 1 & p+l . Or ceci est une conséquence du fait que

H.
HM = M ! pour tout i, et du lemme ci-dessous.

c.q.f.d,

LEMME. - Pour tout %Z[G]-module réalisable M , et tout Hi

M 4

de Q sur Mi parallélement a i'@lMi'

' MHi/ﬁ'M = p-1 i
dlmIFp( i )+0,i—p— .

dans ¥ notons oni la dimension sur IFp de la projection
—_— r —_—

. On a alors

r —
Remarque : Si Q = IFp[G]q , avec q = Eqi , et q €M, pour
""""" i=1
tout 1 , alors oni est la hauteur de qi
X . . . Hy
]_Dgp_o_r}_s_t_gggg_r_l ¢ Puisque Hi agit sur M comme p , on a les

. Hy =~ H; X
inclusions pM c Hil\/I c M . D'ou
~ H; H; H; H; f~
0 — AMAM T~ MM~ M VM0 .

On a donc

H. /~ ~ H, H, H; .
i 1 1 1 = i 1 1 = -
dlmle(M /HiM) + dlmIFp(HiM/pM ) dlmIFp(M ADM ) p-1,

et il suffit de montrer que l'on a

~ H,
— ; 1
a, = dlmIFp(HiMAM )

Appliquons le lemme du serpent au diagramme commutatif a lignes

exactes suivant : ~
H. Hi—p
0 — M ! > pM——0
CoT L
roo-1 0t Hy
0—MN @ p M > M *HiM——*O
i'=
it#l
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c'est-a-dire

~ H, H, roo_1 Hj
HiMA)M 1===M/M 'o (Mﬂ'@p M 1)

i'=1
i'#A
D'autre part, oni est par définition la dimension sur IF de
r —H,, Hl r -1 H.,
Q Qﬂ"®1M Y, qui est isomorphe & M/MNM '@ ®p M 1!
1= i'=1
i'#i A

H, ~ H.
Or M contient M ! , donc les deux IFp-—espaces vectoriels HiM/pM !

r _H~|
et Q/QnN lGr)l\/I 1" sont isomorphes.

i'=1
i'#1 c.q.f.d.
THEOREME. - Une condition nécessaire pour qu'une extension

abélienne réelle K/@ de type (p,p) admette une unité de

Minkowski est que l'on ait :

it

(i) NK/k (E) =Ei pour tout i d 1 & p+1,

p+1 p(p_]-)
(i) [E:l—[Ei]=p 2
i=1

Si de plus p est égal & 2 ou 3 , alors ces conditions (i) et

(ii) sont suffisantes.

Remarques :

g La condition (i) est connue, et valable pour toute extension ga-

loisienne réelle (cf. N. Moser [9] corollaire de la prop. I1.4).

® La condition (ii}) est équivalente & la condition

p+1
p-1. _ 77T
o he=[lh
i=1
ol hK (resp. hi) désigne le nombre de classes de K (resp. ki) . En
effet, on sait (d'aprés H. Nehrkorn [10] et S. Kuroda [6]), que l'on a

la relation _+_1 1 : P_‘f_l
hK = l:E P Ei} .p |_| hi .
i=1
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B La condition (ii) est connue lorsque p = 2 ou 3 , ainsi que la
deuxiéme partie du théoréme lorsque p =2 (cf, L. Bouvier et J.J. Payan

[1], prop. III.2 et rem. III.2).

Démonstration : En notant M = Z[G]/ZG , on voit que la condi-

~ H;
tion (i) traduit H.M = M ! pour tout i , et la condition (ii) traduit

prl H;i _ p(p-1)
M/ ® M = . Donc la premiére partie du théorédme est

une conséquence immédiate de la proposition ci-dessus.

Montrons maintenant la deuxiéme partie du théordme ; lorsque p

(p)

est égal @ 2 ou 3 , le corps Q@ est principal, donc la donnée de

~

M a Z[G]—isomorphisme prés correspond bijectivement & la donnée de

p+1
Q a | |Ui prés (d'aprés II). Or, on a vu (en VI) que, pour p =2 ou
1 p+i ptl _
3 , on a Aut M
H llzi ile)

D'autre part, la condition (i) signifie, d'aprés le lemme ci-dessus,

que @ = p-1 pour tout i de 1 & p+1 ; et la condition (ii) si-

gnifie que dimgp Q = ﬂg_'_l_) ; donc Q est de hauteur p-1 et de
p

. . p(p-1) . . . .
dimension > , ce qui n'est possible (par IV,1) que si Q est iso-
morphe & R o Mais alors (d'aprés IV,1), la classe de @Q modulo
ptl P

| | Autn_, [G]Mi est déterminée de maniére unique par la famille des

i=1

(091 cicpt

On a donc montré que, pour p = 2 ou 3 , les conditions (i) et
(ii) sont équivalentes au fait que E soit Z[G]—isomorphe a Z[G]/Z.é .
c.q.f.d.

Remarque : Pour p quelconque, le nombre de classes de ZI[G]-

isomorphisme de ZI[G]-modules réalisables M vérifiant les conditions :

~ H.
(i) HM =M ! pour tout i de 1 & p+1,
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p+l .

(i)' dimp M/ @ M ' = p(;2>-1) )
o} i=1
Hy e s . L (p) .
(iii) M s'identifie & un idéal principal de Q@ pour tout i
de 1 & p+1 ,
. R p+1 N A .
est au plus égal & (vp) , ol \)p désigne l'indice de

I'tmage de U dans (E'p[g]/(g—l)phl)*

En effet, un raisonnement analogue a celui qui précéde, montre que

les deux premiéres conditions déterminent une et une seule classe de
p+l

IF [G]-modules a Aut

p “ ll | I, [G]

avec q=2qi et 9 dans M pl\M

prés, & savoir Q = E‘p[G]q ,
p-2)

(qui correspond a

- 3¢
(IFp[g]/(g-l)p 1) ) pour tout i . Ces deux premiéres conditions déter-
ptl
classes de T_F‘p[G]-modules Q,a | lUi prés.
i=1
Comme de plus la troisidme condition fixe les classes de ZI[G]-isomor-

+1
minent donc (\)p)p

H, .
phisme des modules M ! , l'ensemble des trois conditions est vérifié

)p+1

par au plus (vp classes de Z[G]-isomorphisme de modules M .

Exemple : Montrons que les extensions abéliennes de Q@ de type

(3,3) citées par L. Bouvier et J.J. Payan & la fin de [1] possédent effec-

tivement une unité de Minkowski.

Rappelons leur construction ; soient Py et P, deux nombres

premiers distincts, congrus & 1 modulo 3 . Notons k1 (resp. kz)

l'unique corps cyclique de degré 3 ramifié en Py (resp. pz) ; son

discriminant est égal a pi (resp. p%) (H. Hasse [13] ou M.N. Montouchet

(14]). Notons K le composé de k1 et kz ; c'est une extension abé-
lienne de @ & groupe de Galois de type (3,3) , et les nombres prémiers

ramifiés dans K/Q@ sont exactement Py et Py - Notons k3 et k4

les deux autres corps cubiques intermédiaires de K/Q@ . Leur discriminant

2 LY 6
est alors égal & (plpz)2 , et celui de K (sur @) est égal & (plpz)
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Ainsi, les extensions K/k3 et K/k4 sont non ramifiées, alors

que K/k1 (resp. K/kz) est ramifiée seulement en P, (resp. en p,)

1
Notons h.(3) la 3-composante du nombre de classes h., de k.
(3) _ . (3) (3) (3
(1<i<4) . On sait que h1 = h2 =1, et que h3 =3 et h4 > 3

(cf. G. Gras [4], 7. Martinet [(8]).

Supposons de plus que p1 n'est pas reste cubique modulo p2 ,

et que P, n'est pas ieste cubique modulo P, - Alors h:(f) = h513) =3
(cf. 4], [8]), donc ﬁh.(?’) = 32 . D'autre part, le fait que K/k3

i=1 1!

soit une extension cyclique de degré 3 non ramifiée, et le fait que

(3) _

h3 = 3 , prouvent que hK n'est pas divisible par 3 , d'aprés
H. Kisilevski [4] (voir aussi N. Moser [9], thm. C).
4

Mais alors, on a 3 hK = | |hi , ce qui équivaut, comme on l'a
i=1

vu, & la condition (ii) du théoréme.

Il reste & montrer que la condition (i) est vérifiée, c'est-a-dire que
1

I'ona N E:Ei pour fout i de 1 & 4, Lorsque i = resp.

i=2), l'iiilansion K/ki est cyclique de degré premier impair 3 , le
nombre de classes hi est premier & 3 , et seule la place finie Py
(resp. pl) se ramifie dans K/ki . Le résultat est alors donné par un
théoréme de S.N. Kuroda [7] (voir aussi N. Moser [9], thm. B1). Lors-
que 1 =3 ou 4 , la 3-composante du nombre de classes d'idéaux de
ki qui deviennent principales dans K est égale & 3 (puisque la 3-
composante de hK (resp. hi) est égale & 1 (resp. 3) ) ; d'autre part,
1'extension K/k;i est cyclique non ramifiée de degré 3 . C'est donc ici
un résultat de H. Yokoi [12] (voir aussi N. Moser [9], thm. B2) qui

permet de conclure,
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