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Séminaire de Théorie des Nombres VII.1
18 et 25 mai 1978

Grenoble

DISTRIBUTIONS p-ADIQUES
ET FONCTIONS ARITHMETIQUES

par

Gérard GOUT

§ 0 - INTRODUCTION

Les deux outils essentiels de la théorie analytique des nombres
usuelle sont la théorie des fonctions analytiques et la théorie de l'in-
tégrale de Riemann. En p-adique, la premiére théorie est bien avancée
tandis que la deuxiéme -& cause de l'absence d'une mesure de Haar
utile- ne fait qu'émerger depuis que Mazur a introduit la mesure qui
porte son nom. Pourtant, de nombreux auteurs -a travers l'utilisation
de formes linéaires continues sur des espaces fonctionnels- font de la
théorie de la mesure sans en utiliser le formalisme intégral ; notamment
Kubota et Leopoldt, avec leur définition des fonctions L p-adiques.

L'objet de ce travail est d'étudier les distributions sur %p afin
de dégager de facon la plus canonique possible, les plus intéressantes

d'entre elles du point de vue de la technique intégrale.

Au §1 , aprés quelques idées générales sur les distributions, on

introduit la classe des distributions formelles sur Zp dont les piliers
sont les distributions de Bernoulli (théoréme 1). Ce paragraphe est es-
sentiellement une ré-exposition des chapitres XII et XIII du livre de

Lang.



VII.2

Au §2 , on construit des mesures Ty de facon additive & par-

tir des distributions de Bernoulli (théoréme 2). Ces mesures ont des pro-

priétés agréables, en particulier elles vérifient un théoréme de "A-primi-
tives" (ces derniéres étant dé&jad apparues comme solutions d'équations
aux différences finies). Enfin, grace & cette intégrale, on définit une
fonction gamma p-adique proche de celle introduite par Morita, et oh en

donne trés simplement quelques propriétés.

Au §3, on retrouve les mesures M, de Mazur par la construc-
tion multiplicative bien connue (attention : par souci de simplification,
le paramétre c¢ choisi ici est l'inverse de celui des auteurs précédents).

En étudiant la fonction Glc) = IZ g(x) du.(x) , on met en lumiére un

p
lien entre ces mesures et celles du §2 , au moyen de la distribution %

(propositions 7 et 10). Tout ceci est appliqué aux fonctions L p-adiques,
comme dans le livre de Koblitz. On obtient cependant une forme intégra-
le plus simple (théoréme 7) et aussi un lien entre la fonction zéta p-

adique et la fonction log-gamma p-adique (corollaires 1 et 2 de la fin). (¥*)

§ 1 - GENERALITES SUR LES DISTRIBUTIONS p-ADIQUES

1. - DISTRIBUTIONS.

Soient X un espace compact totalement discontinu et Ouv(X)

l'ensemble de ses ouverts. Une distribution sur X , & valeur dans un

groupe abélien V , est une application p : Ouv(X) — V vérifiant la

(*) Aprés son exposé, l'auteur apprend que N. Koblitz -dans un article
a paraftre aux Transactions of the American Mathematical Society-
a déja établi ce lien. Il faut signaler aussi le travail de Diamond
qui construit une autre fonction gamma en se plagant sur le complé-
té q:p de la cléture algébrique de CDp
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propriété additive suivante

(A) l'image d'une réunion disjointe de deux ouverts est égale

a la somme des images de chaque ouvert.

Si K est un anneau (commutatif unitaire) d'opérateurs sur V

1

une distribution @ opére sur l'espace Esc(X,K) des fonctions locale-

ment constantes sur X , & valeurs dans K , de la fagon suivante

si U est un ouvert de X et fU sa fonction caractéristique, on
pose p(fU) = w(U) ; puis par linéarité, on déduit que, si f : X—~K
est constante sur les ouverts Ul"'Un , formant partition de X , on a
i=n
u(f) = £(x)-u(U;)  ob X; est un point de U;
i=1

Par référence au cas usuel, on note, cette somme sous forme intégrale

ulf) = fxf(X) du(x)

Si V est un K-module, Esc(X,K) également, et l'intégrale pré-

cédente définit une application K-linéaire sur cet espace. Réciprogquement

la donnée d'une telle application permet de redéfinir la distribution u

par la méme formule : (U) = plf_ )

U

Sous ces hypothéses, l'ensemble Distr(X,V) des distributions
sur X est un K-module sur lequel Esc(X,K) opére par la formule
(foug) = ulf.g) o f et g sont des fonctions localement constantes

sur X & valeurs dans K

Une distribution o sur X peut se transporter & un autre espace

Y totalement discontinu dans les conditions suivantes : si o : Y =X
est un homéomorphisme, on peut poser, pour tout ouvert U de Y ,
v(U) = ulp(U)) ; alors l'application vy : Quv(Y) =V est une distribu-
tion sur Y ; en notation intégrale on obtient, pour toute fonction f de

Esc(X,K) ,

J’ f(x)du(x) = ._f (fo @)(y) dv(y)
X Y

Si K est un corps valué complet et V un espace vectoriel to-
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pologique, on peut définir différents espaces fonctionnels sur X conte-
nant Esc(X,K) , il est parfois possible de prolonger une distribution p

sur X en une application linéaire continue : on dit alors que y est

une distribution sur l'espace fonctionnel en question ; lorsqu'il s'agit de
l'espace Cont(X,K) des fonctions continues, muni de la norme de la
convergence uniforme, on dit que u est une mesure sur X . Par den-

sité de Esc(X,K) dans Cont(X,K) on déduit

PROPOSITION 1. - Une distribution p sur X & valeurs dans un

K-Banach V est une mesure sur X si, et seulement si, il existe

une constante M > 0 telle que, pour tout ouvert U de X , on

ait )[p(U)HV < M . Alors, pour toute fonction f de Cont(X,K),

on a la majoration :

(RECENCIMERT

Un exemple classique de mesures est celui des mesures de Dirac

éa , définies, pour a € X et f ¢ Cont(X,K) par 6a(f) = f(a) . Lors-

que X est un groupe, on peut chercher s'il existe des mesures de

Haar, donc d'abord des distributions y vérifiant :

w(U) = ux.U) = p(U.x) pour tout ouvert U de X et tout x de X .

~

En appliquant cette condition & la famille des sous-groupes ouverts et

distingués H de X , on tire que u(H) = [X:H] !

u(X) . La proposition
montre alors que u est une mesure si, et seulement si, la famille des
\[X:H]\K est minorée par un réel strictement positif lorsque H varie.

C'est par exemple le cas de X = %p lorsque K est le corps des nom-

bres réels ou un corps de nombres g-adiques pour £#p

Comme dans le cas usuel, on peut donner un théoréme de conver-

gence des sommes de Riemann : si f est une fonction de Cont(X,K),

& toute partition de X en ouverts Ui , 1sisn , & tout choix de

i=x
points x; € U; , on peut associer la somme S(f,Ui,xi) = 7, f(xi) p(Ui) .
i=1

Une telle somme étant l'intégrale d'une fonction localement constante,

on a
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PROPOSITION 2. - Si u est une mesure sur X , les sommes de

Riemann S(f’Ui’Xi) tendent vers l'intégrale de f sur X lorsque

les diamétres des ouverts Ui tendent vers zéro.

2. - ETUDE DU CAS DE Zp

En utilisant la structure profinie de Zp , On se propose de mon-
trer comment les polynémes de Bernoulli apparaissent dans certaines dis-

tributions sur #Z

P
PROPOSITION 3. - Soit X wun ensemble profini, limite projective
d'un_systéme d'applications surjectives t, Xn+1—> X, ot X,

est un ensemble fini pour tout n €IN . Alors toute distribution u

de Distr(X,V) est donnée par une famille d'applications

p(n) : Xn—> V reliées entre elles par les formules
n+1
(B) : u(n)(X) = z p( )(y) . wxeX ., vn€lN
YEXn+1
t,(v)=x
Démonstration. - Si Iy : X —- Xn désigne la projection canonique,

on sait que, pour tout x¢ X, , rr'll(x) est un ouvert de X : on pose
donc p(n)(x) = p(fr_ll(x)) ; les formules se déduisent alors de la condition
d'additivité (A) pour p . La réciproque est immédiate puisque les

ouverts du type précédent forment une base de Ouv(X) =

Chaque application de Xn dans V est un élément du groupe

X
vV I . d'autre part, chaque application ty e Xn+1 — Xn se prolonge na-
) ) N Xn+1 Xn
tureilement en un morphisme de groupes tn(\/) vV -V ; les for-
. n
mules reliant les p(n) montrent exactement que la famille des p( )

N

est un élément de la limite projective des tn(V) ; d'ou :
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COROLLAIRE 1. - Sous les hypothéses de la proposition 3, le

groupe Distr (X,V) est isomorphe & la limite projective des appli-

X.4p X
cations tn(V) VA L. \Y

n
Lorsque X est un groupe profini et V un anneau commutatif,
X
chaque groupe V ' s'identifie au groupe additif de 1'algébre de groupe

V[X,1 : d'ol, avec un changement de notations

CORQOLIAIRE 2. - Scit G un groupe profini, limite des morphismes

surjectifs tn :Gn+1—> Gn et soit A un anneau commutatif. Alors

le groupe Distr (G,A) s'identifie au groupe additif de l'algébre de

groupe A[[G]]

Exemple. - Si A est l'anneau des entiers d'une extension de degré
fini de CDp , on sait que A[[Z-p]] est isomorphe a Zp[[T]]
Remarque 1. - La multiplication interne & l'algébre A[[G]] peut

s'interpréter dans Distr (G,A) par un produit de convolution : pour

X(n)( (n)

A . € Distr(G,A) et x€ G, on pose (A -u-u)(r;ll(x)) = 2 viu ' (z).

ytz =X

Désormais, on suppose que V est le groupe additif d'un corps

commutatif K de caractéristigue 0 et on se propose de construire ex-

plicitement des distributions sur Zp , considéré comme limite projective

des morphismes usuels tp : 2/pn+lz — Z/p"Z . On désigne par

s_ : Z/pPZ —~ Z, la section de rn:Zp—— Z/pPZ , s.(x) étant défini

n o

comme l'unique entier compris entre 0 et pP-1 tel que rn° sn(x) = X
s iy A n — ° x

Donc rn® Sy est l'identité sur Z/pZ et e, = sp°ry est a valeurs

dans IN . D'aprés la proposition 3, une distribution y sur Zp est

définie par des applications p(n) : Z/o"Z —~ K relides par les formules

(B) . Comme Z/p"Z est fini, on peut supposer qu'il existe, pour cha-

que n , un polvynéme P, de K[X] ., de degré au plus p™-1 , tel

que u(n)(x) = Pn(sn(x)) pour x €Z/pPZ . D'autre part, si tn(y) =x ,
on a spy1(y) = sp(x) +kp” ou k=0,1,...,p-1 . Les formules (B)
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k=p-1
- n
donnent Pn(sn(x)) kz=0 Pn+1(sn(x)+kp) ou encore
k=p-1 n n
(C) : Pn(X) = kZ=0 Pn+1(X+kp ) pour p!' valeurs de X
Pn étant connu, les p" relations vérifiées par Pn+1 ne déterminent

pas nécessairement ce polynéme. Une classe importante de distributions

sera constituée par les distributions formelles pour lesquelles les rela-

tions (C) sont des égalités dans K[X] . En utilisant la technique des
opérateurs de composition de Bourbaki ([Bo]), on peut déterminer l'ensem-

ble de ces distributions

THEOREME 1. - L'ensemble des distributions formelles sur Zp ,

4 valeurs dans un corps commutatif K , de caractéristique 0 , est

un K-espace vectoriel dont une base est constituée des distributions

B définies, pour chague entier naturel m , sur chagque ouvert

m
élémentaire (x+anp) de Zp , par

en(x)

(pn

s_(x+p'z) = pt(m-1)p )

m

-

eme

ou B, désigne le m polyndme de Bernoulli.

Les Bm sont appelées distributions de Bernoulli et 1'on peut re-

marquer que B, engendre le sous-espace des distributions de Haar.

Démonstration. - Soit D 1'opérateur de dérivation dans K[X], et

pour a € K , soit e@D  J'opérateur de translation P(X) — P(X+a) : les
relations (C) s'écrivent
k:p—l k n
_ p D
Pn = (k}”;o © )Pn+1

eaD—l

Pour a# 0 , l'opérateur vV, =

eP"D_1 ePP*1D_4
équivalente on a : |\—=—|PF = {—5—) B 4

est inversible ; donc, de fagon

D D

A une distribution formelle 1 , on a ainsi associé le polynéme
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M =V n-P , indépendant en fait de n . L'application M : yu — M
M p n M

est alors un K-isomorphisme de 1l'ensemble considéré dans le K-espace

vectoriel K[X] . Une base du premier peut s'obtenir par image réciproque

de la base canonique 1,X,...,X™... de X[X]. En posant Bm = M_I(Xm)

un calcul classigque montre que le ncme

Bm
n(m_l) _X- RS 2 ‘ n _
est p Bm(pn) d'ol le résultat puisque Bm(x +p Zp) = Pn(en(x)) "

polyndme Pn associé a

Remarque 2. - Pour une distribution formelle u , tous les polynétmes

associés Pn ont le méme degré, & savoir celui de M (X)

Remarque 3. - A une distribution formelle u , donnée par des
polyndmes Pn , on peut associer la distribution formelle dérivée '

donnée par les Pr'1 (les relations formelles (C) sont bien vérifiées) et

alors M , = M' . Par exemple, on a B' = m§$8
vl vl m m-1
La question se pose maintenant de savoir s'il existe des mesures
parmi les distributions formelles, dans le cas ol l'on n'a pas de mesures
de Haar, c'est-a-dire lorsque KX est un corps valué complet, extension

de @

Pour étudier le comportement "asymptotique" d'une distribution, on a

IEMME UTILE. - Soient My t My deux distributions de Distr(Zp,K)

vérifiant la condition : lim sup |u1(x+anp) by (% +anp)| =0
n-o XGZp

Alors “1 = “2

Démonstration. - Tout ouvert U de Zp s'écrit, pour n assez

grand, comme réunion finie d'ouverts élémentaires disjoints (xi+pn%p) ,

d'ou :

ul(U) - uz(U) =2 [u

n _ n
i (Xi+p Zp) uz(xi+p Zp)]

1

par 1l'inégalité ultramétrique on déduit :

[y (U) =, (U) | =< max |p1(Xi+anp) - uz(xi+anp)|

< xséuzpp\pl(x+pnz ) = p(x+pRZ )|
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a la limite on obtient ul(U) = pz(U) =

Ce lemme autorise l'usage d'équivalents pour 1'étude de p : on

dit que les applications cpn : Zp — K sont des équivalents pour u si

la condition suivante est vérifiée

lim su [p(x+anp) -

x)| =0

PROPOSITION 4. - Une distribution formelle u sur Zp a_valeurs

dans un corps K comme ci-dessus, admet pour chaque n

7

1'équivalent :
1 1

n
<+ / [~ - ]

ux+pZy) R Mu(en(X)) 5 Mu(en(X))

ou MH désigne le polynébme associé & u dans K[X] (cf. dém.

du th.1).

e (x)
. . n . _n _m m-1

En particulier, Bm(x+p Zp) = o 7 €5 (%)

Démonstration. - Si Mp est de degré m , on obtient au moyen
de vl

ph

m p 1 b b b -
p = 1 5 Sk pnk M(k) - v o+ 2w +—2'pnM" 4.4 prl(m I)M(m).
pn k=0 k! vl ph vl 1ty 2 v m! ol

Quand n varie, MH , ainsi que ses dérivées, sont des fonctions bornées

sur Zp . D'autre part, les nombres de Bernoulli by,...,b

lement. Donc, sur Zp , on a

m le sont éga-

1 by
n n pu 1 L

T

1 p .
Comme b = -7 et p(X"‘anp) = Pn(en(x)) le résultat s'ensuit =

CORQOLLAIRE. - Sous les mémes hypothéses, l'unigue distribution

formelle sur Zp gqui est une mesure, est la distribution nulle.

Démonstration. - Il faut vérifier que, pour né€IN et x = 0,1,...,pn—1,

l'ensemble des Pn(x) est borné ; avec l'équivalent précédent, et a cause

du coefficient 'lﬁ ceci revient 3 M (x) = 0 , c'est-a-dire & Mu= 0
p M
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§2 - LES MESURES ADDITIVES Ty SUR Zp

K désigne désormais un corps valué complet, extension de Q

1. - DEFINITION DES MESURES

Ta
N'ayant pas obtenu de mesures sur Zp , a partir des distributions
de Bernoulli, par le seul moyen des opérations vectorielles, il est natu-

rel, dans un premier temps, d'utiliser des opérations de transport par

translation : pour ac¢€ Zp , la translation x — x-a permet d'associer
a une distribution @ sur Zj , une autre distribution u, définie par

ua(x +anp) = p(x-a-l-pn%p) . On notera symboliquement ua(x) = u(x-a)

THEOREME 2., - Pour tout a € Zp , pour tout m € N* , les dis-

m
, . - 1 a- (m)
trib T = - + -a) + —a) hoot = | -
ributions , (x) Bm(x) Bm(x a) aBm(X a) o Sm (x-a)
sont des mesures sur Zp reliées entre elles par
T (x) = mxm—lr (x)
m,a 1,3
Démonstration. - Soit (P ) la famille des polynétmes associés

———————————— m,ni'n
a Bm ; la formule de Taylor montre que

T aXTPUZ) = B lep(x-a)tal - B fe (x)] ;

par définition de e, » on peut poser en(x—a) +a =¢e_(x) +pnfn(x,a)

n
x% !l ge PO,
m,n

|3

m
avec fn(x,a) € %p : en utilisant 1'équivalent }—% -
P
. . n m-1
=+ fay
on déduit que T a(x p Zp) mfn(x,a)er1 (

’

X) : ce qui montre que

T est une mesure sur Zp avec, pour tout ouvert U , la majora-

I

tion \rma(U)l <1

. -1

D'autre part, 1 , €étant une mesure, vix) = mx T, a(x) aussi,

et 1'on a vix+p'Z ) = J“ mtm_ldr (t) . Comme
n la
X+p Zp
n e vz

-+ =

Tl,a(x p Zp) f,(x,a) , on déduit 1'équivalence



+ 9t — + n ~ m_l_ m-= -
rm,a(x p Zp) v(x+p %p) j . m[t e (x)] d l,a(t)
X+p Zp

Or, cette intégrale est, en valeur absolue, majorée par

- m-1 -
sup |t™ l-er1 (x)| <p™ . D'aprés le lemme utile, on en déduit
tex+phZ
P
que T 4=V =
Toutes les mesures Tm.a S déduisent donc de Ty 5 7 par défi-

nition cette derniére est notée T, 5 ona donc :

. (x) =8B

a l(x-a) - Bl(x) + aBO(X)

ou encore

7 X +anp) = p 'ey(x-a) -e (x) +a]

Cas particuliers.

BT, = 0
T, = 60 mesure de Dirac & l'origine. (En effet on vérifie que
e_(x-1)-e_(x) +1 0 si x¢ p"Z
n . 'n n _ P
rl(X +p %p) = 0 = n
p 1l si xe€pZ_.
p
n-1
s T_ = &, pour n € IN* (par récurrence).
n =g I
Remarque 4. - La relation précédente peut s'écrire
n-1
= + - -
i>—:0 6i(X) nBO(x) 8, (x-n) 'Bl(X)

on en déduit, pour f ¢ Esc(Zp,K) , une relation de type Euler-Mac Laurin :

Z fli) =n ] f()dB (x) + fz [£(x+n) - £(x)] dB, (x)
1%
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2. - PROPRIETES DES MESURES <

a *
(i) T, est une forme linéaire continue sur Cont(ZpK) vérifiant

\Ta(f)\ < HfH .

(ii) ra(x—b) = ra+b(x) - =cb(x) ; en particulier, pour b =n entier

n-1
naturel non nul ona 2 &(x) =1 (x) - 1_(x-n)
i=0 1 a+tn a
(iii) Tpa(pX) = Ta(X)
. + a _
(iv) 7 )+ (=) 5, x)
Démonstration. - La 1lére propriété est conséquence directe du

théoréme 2. Les autres se prouvent par un calcul direct sur les ouverts

i1z . n .
élémentaires x+p Zp ; par exemple, pour la derniére, on a, avec le ler
membre

(x) —e_(-x)+1]

n _ n _ ™ _ _ -1) -
T &P Zp) 1y (-x+p7Z)) = pTiley(x-a) te (-x+a-1) -e n

comme (x-a) + (-x+a-1) = -1 , on a : en(x—a)+en(—x+a-1) = -1 (mod p") ;

prenant ses valeurs entre 0 et pn—l , la seule possibilité est

e_(x-a) +en(—x+a-1) = pn—l ;

nt
enfin, on vérifie que
0 si xe€ anp
x) +e_(-x) =
e x n

n .
p  sinon.

. n n n
"ol : + + -x + = +
d'ol finalement Ta(x P Zp) Tl—a( x+p Zp) éo(x p %p) o

Calcul d'une intégrale fondamentale.

j%p xmdra(x) = nTﬁ[Bm+1(a)_Bm+l(O)] pour tout entier naturel m .

Démonstration. - Avec les notations du théoréme 2, on a
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1
" m+l I:Pm+l .0

(e (-a)+a) -P (e (0)]

m+1,0 eo

comme eo=0 et P X) =B

m+1 . 0 m+1X) .+ le résultat s'ensuit =

La structure de la formule fait penser & un théoréme des primitives.

DEFINITION. Scoit f : Zp_' K , on appelle A-primitive de f sur

Zp , toute fonction F : %p — K telle que (AF)(x)=F(x+l) - F(x) = f(x)

sur %p

Si F est une A-primitive de f , F+c aussi pour tout c¢ Zp

PROPOSITION 5. - Toute fonction continue f:Zp K admet une

A-primitive et deux A-primitives de f différent d'une constante.

admet la base normale (2) , neIN , des polyndmes binomiaux ; or A

est un opérateur linéaire sur Cont(Zp,K) et continu puisque ||zf]] = |/fll ;
donc si f(x) = 2 a (X) , avec a,— 0 , on déduit
n=0 o°n

W) = Z a(*)= Z a )

n=1 m=0

ceci prouve que A est surjectif et que son noyau est constitué des

fonctions constantes =

THEOREME 3 (dit des A-primitives). - Soient f ¢ Cont(Zp,K) et

F une A-primitive de f sur Zp . Alors, pour tout a € Zp ,

on a .

'fZ f(x)dra(x) = F(a) - F(0)

°p
Démonstration. - Sur les fonctions-polyn6émes, on a
D
D e -1 s m e
L =e " -1 = D ° D , donc une A-primitive de x est une primitive
. 1 . s . . .
-au sens usuel- de Bm , soit —e Bm+1 . Le théoréme s'ensuit puis-

que les fonctions-polynétmes sont denses dans Cont(ZpK) &
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L b _ ., a
Applications. - [ (;)d7 00 = ()
X Ca—l
pour ce l+pZ_ , c#1 j ctdt (x) = ——
P 7 c-1
p
Démonstration. - La lére est immédiate puisque A()r;) = (m}fl)
La 2éme se calcule directement sur le développement binomial :
= Z (e-DN() m
n=0 n
3. - ETUDE DE IA FONCTION F(a) = j’z f(x)dra(x)
P
Cette fonction est définie sur Z lorsque f est continue et,

&
d'aprés ce qui précéde, T est exactement la A-primitive de f nulle

en 0
PROPOSITION 6. - Si f posséde l'une des propriétés suivantes
sur Zp : (i) continue, (ii) strictement différentiable, (iii)
localement analvtique alors F posséde la méme propriété sur Z
Démonstration. - Chacune de ces propriétés a une caractérisation
simple au moyen du développement binomial " f(x) = 20 a (X)
n-0 oM
(i) f continue e lim an=0 [Mah] :
n
(ii) f strictement différentiable e lim n[an\ =0 [We] ;
n
(iii) £ localement analytique « lim sup ,f} ]anl < 1 [Am]1
n
: X
Comme F(x) = 2 a (") dans les 3 cas, on vérifie que la suite des
m-1"m
m=z=1
a4 satisfait aussi la méme propriété =

COROLIAIRE. - Dans le cas (ii) ou (iii)

_ 1

la dérivée de F vérifie :

F'(a) = F'(0) +j f'(x)dra(x)

Zy,

Démonstration. - Immédiate, puisque F' est alors une A-primitive

de f' =
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Pour étre intéressant, ce corollaire nécessite un moyen de calcul
de la dérivée en 0 .Le cadre utile pour 1'étude des fonctions usuelles
est celui de l'espace Locan (Zp,K) des fonctions localement analy-
tiques. Lui-mé&me est la réunion, pour he¢IN , des espaces de Banach
Anah(Zp,K) , constitués des fonctions strictement analytiques sur les

boules (i+pth) s i=0,...,ph—1 (cf. [Am]l).

PROPCSITION 7. - Pour toute fonction localement analvtique sur
Z, on pose : t*(f) = lim % ‘j f(x) dr_(x) . Alors, pour chague
a~0 Z

p
he N , la restriction de <% & l'espace Anah(%p,K) est une

distribution vérifiant 1'inégalité :

EAGTIE

TCémonstration. - On se limite aux fonctions-polyn6tmes qui sont

denses dans Anah(ZpK) . Soit P € K[X] ; sur chaque boule i+phZp ,
k=m (k) ¢

2 Pk.(l) (x—i)k par la formule de Taylor, avec

k=0 -

m = degré de P ; d'ol, par définition :

on a Px) =

(k).
P\™/ (i) phk

[P, = max mﬁxl | avec Osisph—l et O0O<ksm.
i

k!
< PR N .
D'autre part, T*(P) =2 T 1 ‘f (x-1)"dt*(x) ; un calcul facile
, ! .._h
k i+p Zp
k phk a .
donne J‘ h (x-1i) dra(x) iy [Bk+1(_h_) - Bk+1(0)] d'ou, par dériva-
itp %p p
tionen a=20:
k
P™(i) h(k-1)
¥ -

ol by est le kM€ pombre de Bernoulli. On déduit 1'inégalité :

® ) nk-1

\T*(P)l < m?x max \E—k—.—— )bk\ < HPHh ph max [bk\

le résultat repose alors sur le fait connu que les nombres de Bernoulli
sont bornés p-adiquement : \bk| < p (voir par exemple p.15 de [Iw] ;

voir aussi le §3 , remarque 8 de cet exposé) =
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Remarque 5. - <% n'est autre que "l'intégrale de Volkenborn"

4. - APPLICATION A IA FONCTION GAMMA p-ADIQUE.

e

Il n'existe pas de fonction continue sur Zp satisfaisant a 1'é-

quation fonctionnelle classique : I'(x+1) = xI"(x) puisque la fonction
n — n! n'est pas continue p-adiquement. Par contre, il est possible de
définir un analogue de logI" au moyen de la relation :

~

logT({x+1) - logT(x) = logx , qui fait penser 3 une /-primitive du logari-

thme.
Le logarithme p-adique utilisé ici est la fonction définie par la
-1 _1yn
série usuelle : pour X ¢ 1+pZp , logx = 2, (_1)n (x ri) . On

n=1

~

peut la prolonger & Z; au moyen de l'application x — (X} olu (%)

\

désigne le représentant de Teichmiiller.

On définit une fonction gamma p-adique I‘p : Zp — 1+p Zp par la

formule

logl‘p(a) = ‘FZX log (x) dra(x)
P

Cette formule est valable puisque 1'intégrale est a valeurs dans pr ,
domaine de définition de 1'exponentielle.

Remarque 6. - Il v a une part d'arbitraire dans le choix de cette

fonction : d'abord en imposant que I‘p(a) € 1+pZp , ensuite en fixant

Z:; comme domaine d'intégration : ce qui expligue que l'on ne trouve

pas exactement la fonction de Morita.

Valeurs particuliéres : I‘p(O) =1 .Pour neN*, T (n)=¢
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THEOREME 4. - I] existe une et une seule fonction continue

I“p : Zp—’ CDp vérifiant les conditions suivantes : %(a) =1 et

rp(x+1) = (x)l‘p(x) pour XEZ}; , Fp(x+1) = I“p(x) pour xep%p

]_D_é_nlo_r}_s_t_rgt_i_op. - L'existence d'une telle fonction est une consé-

quence du théoréme des A-primitives ; l'unicité résulte du fait que les

" . ) , . 3*
conditions demandées déterminent la fonction sur IN" , dense dans Zp u

Certaines propriétés de la fonction gamma usuelle ont des analo-

gues p-adigues, par exemple, grace aux résultats du (3), on a :

PROPOSITION 8. - La fonction rp(a) est localement analytique

sur Zp et ses dérivées logarithmiques sont données par les for=-

mules suivantes

I''(a)
p -

-1
= -y +[ _x “dr x)
I“p(a5 p %g a

k-1 k

et pour k=2 : (Dklogl“ @) = -y (k) +(-1) (k—l)!f x ~dt_(x)
p p 7z X a
avec v, . Yp(k) des constantes données par : P
- _ *
Yp ﬁleog<x>dr (x)
p k 1-k . %

et pour k=2 , Yp(k) = (-1) (k—Z)!‘f . X dt™ (%)

Z

p
On peut dire que Yp est l'analogue p-adigue de la constante
d'Euler.

Formule des compléments : pour a € z, . rp(a)l“p(l—a) =1
A démontrer au moyen de la propriété (iv) de la mesure 1
Remarque 7. - On peut effectuer explicitement certains calculs : par

exemple, pour Yp , on obtient, avec les nombres de Bernoulli bk et

p_l -k
les nombres sy = S, i (k=0)
i=1
k-1
(-1) k-1
= - “1)0y + Sk - s.b
Yo log ((p-1)1) égl — P WP
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§3 - LES MESURES MULTIPLICATIVES Mo SUR %p

1. - DEFINITION DES MESURES Mo

La technique est la méme qu'au §2 en remplagant les translations

par les homothéties x — cx de Zp avec cC € Z; .

THEOREME 5. - Pour tout CEZ; , pour tout m € N¥ , les distri-

. — _~m -1
butions umlc(x) Bp(x)-c Bm(c x) sont des mesures sur Z

reliées entre elles par les relations :

-1
Hm c(x) - mxm “1 c(x)
P_é_rrlo_n_s_tfa_at_ig_n. - Par définition
n n(m-1) en(x) m en(c_lx)
+ = -
L'km,c(X P Zp) P [Bm( n ) C Bm( n )J
P P
d'ot 1'équivalent suivant
m m, -1
en®)  m -1 m en(c x) m m-1, -1
—Ee x) - ¢ T hn " 3e (c "x)
pn n D n

— n [P
On peut poser cen(c X) = en(x) +p gn(x,c) avec [gn[ <1, don

) . n - m-1 [_ 1_:(_:]
finalement : Mo c(x+p Zp) me (x) gn(x,c)+ 5 . On en conclut

7

(x) = [~g,(x,0) +=5] | e

que W est une mesure et que u 3
m-1

m,cC 1,c
méme raisonnement prouve que (x) = mx My C(x) "

’ ’

Toutes les mesures Mo o Se déduisent de la mesure My oo
1 ’

désormais be Donc on a : uc(X) = BI(X) - CBI(C—lx) ou encore

notée

pC(X'f'an) = 1-5—0 + p_n[en(x)—ce (c™1x)]

P n

2. - PROPRIETES DES MESURES Mg

Les mémes techniques permettent d'énoncer les propriétés suivantes :

(1) b est une forme linéaire continue sur Cont(%pK) vérifiant

g O = J1l] -



(ii) Mo est invariante pour la multiplication par p : uc(px) = u (x).

(iii) uc(x—a) = pc(x)+ra(x) -CcT (c

x) our a€Z et ceZ® .
-1 P p p
-1

cC "a

(iv) bucb "x) =pbc(x) - pb(x) pour b,c € %g .

Calcul d'une intégrale fondamentale : pour méIN on a :

b+
‘Jv deu (X) = (l_cm+1) ._&_1
7 C m+1
p
b
m _ N m+1, “m+l
‘r X duc(X) (1-p ) (1-c )_m+1
7
p
Démonstration. -
-1 R _ . mtl
XZ x du (x) = oA Mmoo p) e [Bm+1(Zp) c m+1(zp)]
p

d'od la réponse puisque Bm

[oxdu ) = [ x"du &) - [  xMdp )
7* c 7 c PZ c

p p p

dans la 2e intégrale on effectue le changement de variable x =py et

on utilise la propriété (ii) de p_ =

c
Remarque 8. - La propriété (i) donne la majoration U xmduc(x)l <1
Z
d'on lbm+1\' \_1;1:1—\ < 1 pour tout c¢ &€ Zp ; avec c¢ = l+p on déduit

que lbm+1| < p : cecil montre que l'ensemble des nombres de Bernoulli

vérifie la propriété pbm € Zp

En raffinant cette méthode, on peut démontrer les congruences de

Kummer et de Clausen-Von Staudt (cf. [Ko] p.44).

Etude de la fonction Glc) = J' g(x) dpc(x)

Zy

G est définie sur ZE chaque fois que g ¢ Cont(Zp,K)
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PROPOSITION 9. - lL'application g —G ci-dessus définit une

application linéaire et continue entre les espaces de Banach

Cont(ZpK) et Cont(Z;,K) .

Démonstration. - La propriété (i) de Mo montre que, pour c¢€ 7"
ona: |G(c)]| <]g|| don aussi ||G|| = |g]| . chacune de ces mesures
étant la borne supérieure des modules pour ce%); et respectivement
X € Zp : d'ou une application linéaire continue de Cont(Zp,K) dans
l'espace des fonctions F(Z};,K) . Le calcul fait pour g(x) = x™ mon-

tre que la fonction G, (c) associée est continue, d'ou le résultat par

m(
densité des fonctions polynémes dans Cont(Zp,K) &

La proposition 6 du §2 n'a pas son équivalente ici, cependant

on a .

PROPOSITION 10. - Si g est localement analytique sur %p .

G est dérivable sur Z;’; et l'on a :

G'(c) = -] xg(ex)dr¥(x)

Z
p
Démonstration. - Pour cEZ? fixé et b€ 1+pr on a, grace a (iv):
G(bc)-G
bc-c b 1 -[ g(cx) dub(x)

donc G'(c) existe si et seulement si la limite du 2&éme membre existe
lorsque b tend vers 1 ; or, pour gm(x) =x™ ot meN , le calcul

. 1
montre que lim b—_—-l—j’ gm(x)dpb(x) = -b = -j’ xgm(x) dt¥x) la pro-

b-1 Z, m Z,

position s'ensuit par densité des polyn®tmes dans les espaces Ana (Zp,K) a

h

2. - APPLICATIONS AUX FONCTIONS L p-ADIQUES.

Les seuls caractéres de Dirichlet, prolongeables par continuité a
Zp , sont ceux de modules une puissance de p ; par exemple, le carac-

tére de Teichmilller w , primitif de conducteur p(p#2) ou 4 (p=2)
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Pour un caractére x , primitif de conducteur f = pOL , calculons

pour k =1 l'intégrale : .f N ¥ (x) xk_ldpc(x)
zp
En explicitant Mo on trouve d'abord :

1 k-1 k
E(l-x(p)p )(1-x(c)c )j% X(X)dBk(X)

p
Sachant que x(x) est localement constant modulo p“Zp on tire

f-1 ,
5 (1) B, ()£
=0

1
‘y% x(x)dBk(x) =3 Ay

p
A droite, on reconnaft le kéme nombre de Bernoulli associé & % et noté

bk(x) (voir [Iw]). D'ou le résultat suivant : pour k=1 et c#1 , pour

¥ primitif de conducteur p%

-1, b
(1-x(p) p* ) —=

1 k-1
" y(x) x

-1 7*
x(c)c b

[}
T
o/-\
ka3
I

Le membre de droite est exactement la valeur en s = 1-k de la fonction
usuelle : (1-x(p)p °L(s,x) . On peut donc espérer définir un analogue
p-adique par interpolation des fonctions k — ak ol a &€ %? et kelN
Mais le prolongement par continuité de cette fonction n'est possible que
pour a € 1+pZp . Dans le cas contraire, on a, au mieux, un prolonge-

ment d partir d'une suite d'entiers k =i (mod p-1) ou i1i=0,1,...,p-2.

En effet, il suffit de prendre la fonction A — (a)swl(a) ol (a) = aw (a)
On notera cette fonction (a)is et on remarquera qu'elle est localement
analytique sur Zp , d'lordre 1 si a#1

THEOREME 6. - Pour chaque caractére primitif ¥ , localement

constant sur Zp , pour chagque suite d'entiers k = i+l(p-1) ou

i=0,1,...,p-1 , il existe une fonction méromorphe unigue

L .(s,x): z, - (Dp(x) vérifiant pour tous les entiers naturels k

p.l

de la suite : Lp i(l—k,x) = (l—x(p)pk_l)L(l—k,x) . De plus,

Lp i(s,x) est localement analytigue sur Zp si et seulement si
yx est distinct de w i1 Sinon, L_.(s,x) admet un p6le sim-

p.,1
ple en s =1 (on obtient alors une fonction zeta p-adique notée
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gp i(s)). Enfin, pour c#1 dans Z? , Lp i(s,x) admet la re-

présentation intégrale - analogue d'une transformation de Mellin :

- 1 -5
Lpli(s,x) = : = jz}; ¥ (%) (X)i duc(x)

avec s#1 éventuellement.

- i+1 1-
Démonstration. - La quantité cx(c)(c)is— 1 = (xml 1)(c)<cf\ 5.1

ne peut s'annuler que si s =1 et (Xwiﬂ)(c) =1 ; donc pour s #1 la

représentation donnée est définie quel que soit ¥ ; enfin, pour s =1
i+1 -
si le # % ¢ Of peut trouver un c € %}g tel que (xwl+1)(c) # 1

’

D'autre part, les fonctions s — (a)f , pour a¢€ Z; , sont dévelop-

pables en séries entiéres pour |s| <1 et l'on vérifie aisément que

l'intégrale et la quantité au dénominateur sont analytiques dans ce domai-

ne ; d'ol la méromorphie des Lp j‘(s,x)

4

Un calcul immédiat montre que 1'égalité voulue en s = 1-k est

satisfaite pour k = i+1(p-1) . Une telle suite étant dense dans Zp

ceci prouve que les Lp i sont uniques et que leur expression intégrale

1

est indépendante du c¢# 1 <choisi dans ZE. n

Bgr_n_@_rgt_lg_g. - Les fonctions d'Ilwasawa sont obtenues par interpo-

lation sur une suite d'entiers (1-k) avec k = 0(p-1) , donc pour

i =p-2 ici. D'oll avec ces notations

-1 -s
L (s,y) = L _ (xo” &) (x) "% du_(x)
P x(c) (c)1 °_1 ‘YZX ¢
et P
. -1 -s
¢ (s) = - | oo ®)x) Tdu (%)
P ey T8 'z ¢

i+1
Ces fonctions sont les fondamentales puisque Lp i(S’X) = p(s,xw )

7
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THEOREME 7. - Avec la distribution ¥ , on peut écrire :

_ i+1, 1 i+1 l-s , %
Lp,i(s,x) Lp(S,xw ) = | ] y kw™ )X (x) Tdr (x)
1 1-s
= = 3

gpli(S) gp(S) STT L (07 TdT*)

Z

P

Démonstration. - Dans le théoréme 6, la représentation intégrale

se présente sous la forme d'un quotient de j x ¥ (%) (x)i_1 duc(x) par

p

la quantité cx(c)(c)i-s—l , tous deux nuls pour c¢ =

1 . On passe a

la limite quand ¢ — 1 en prenant le quotient des dérivées par rapport

a ¢ , en c=1,; pour l'intégrale on utilise la proposition 10 u

La simplicité des expressions obtenues au théoréme 7 permet d'é-

tablir un lien entre gp et log rp .

T (-1)"log (x>

(s-1)"

COROLIAIRE 1. - gp admet le développement en série de Laurent
suivant, valable pour s € Zp :
1--p_1 n
s) = + + 2 a (s-1)
Qp( : s-1 Yp n=1 o
n
_ (=1) n #*
avec a = — I « log (%) dt¥(x)
Z
p
. ) 1-s
Démonstration. - Pour s € Z, , ona (x)

n=0

n! '

cette série de fonctions localement analytiques en x , d'ordre 1, converge

dans Anal(Zp,CDp) , donc on peut l'intégrer termes 3 termes au moyen de

#* . . _ a-l + 0
" . Si l'on pose sp(s) =T % 2 ayls-1)
n=1
voulue pour a, et en particulier :
* 1
a = j dt'(x) = 1-=
1 ZX p
P *
a, = —j" log{x)dt"(x) = y_ par définition =
z* P

P

, on obtient la forme
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COROLLAIRE 2. - Pour tout entier m=2 , m=1(p-1) on a :

<
2
@]
s

yp(m) est définie & la proposition 3.

Démonstration. - Immédiate.

Remarque 9. - Pour les fonctions L (s,Xx) on peut aussi obtenir

—————————— p.i
un développement en série au voisinage de s =1 ; par exemple, on a :
n+1

- n _ (1) n+1
Lp(S:X) = n§0 a (s-1)7 avec a = ) ‘YZX x(x)log  “(x)dt1*(x)

p
Mais ces intégrales sont plus difficiles & évaluer, a donnant d'ailleurs

L 1/
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3. - CALCUL INTEGRAL DE Lp(l,x)

Pour tout c ¢ Z’S tel que «x(c)# 1 , la remarque suivant le théoré-

me 6 montre que Lp(l,x) = nglm j (x)x_ldpc(x) . D'autre part, par

z> X
P
un argument d'analyse de Fourier sur Z/fZ , il est connu que
) B -ix . . .
x(x) = = 2 (i) g ol & désigne une racine primitive f-éme de 1'unité
i=1
£ j
et t(x) = 2 x(j)& la somme de Gauss associée.
=1
-1/p%  (p-1)
Comme |§-1| = p~*/P  WP7Y  tout revient & calculer l'intégrale :
_ X, -1 -
H(u,c) = j’xx ux dpc(x) pour ué€ (Dp tel que |u-1| <1
p

Dans tout ce qui suit, log désigne la fonction logarithmique définie

sur CD; comme dans [Iw]

-1 1
ILEMME 1. - Pour c¢€ 7° on a J’ x duy_ (x) =—(1-5) logc .
p T %x o]
p
Démonstration. - Cette intégrale donne H(l,c) ; en utilisant la

propriété (iv) de b, on obtient 1'équation fonctionnelle H(1,bc)=H(1,b)+H(1,c) ;

d'autre part, par dérivation par rapport &8 c¢ , on voit que

dH ISR 1
02 (1,0) = -(1-p)5 ;
d'ou le résultat =
-1/p-1
IEMME 2. - Pour tE(Dp tel que ‘t\ < p on a
_ 1 B c
urZ exp(tx) d“c(x) " explt)-1 exp(ct)-1
P

la formule étant vraie en t =0 par continuité.

© n_n
Démonstration. - Intégrer terme a terme la série 2. P—H}'E- et utiliser
____________ n=0 .
. m
. Yy Y -1/p-1
—_— = —— our 0 tel que <
le fait que X b a1 e =1 P y # q ly| <p
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PROPOSITION 11. - Pour CEZ; , H(u,c) est analytique pour uE(Dp

tel que [u—ll < 1 et admet l'expression :

o
uP -1 ut-

log( ) - log

1 L
P WP-1 u-1

H(u,c) =

la formule restant vraie, par continuité, en une racine p-éme de

1'unité.
Démonstration. - Pour u ¢ (Dp avec ‘u—l[ < 1 on a, uniformément
X _ 2 n X 1 oz . N
pour x € Zp :us = ZO (u-1) (n) , d'ol par intégration terme 3 terme
n:
H(u,c) = % (u-1)"a (c) ot a_(c) = J' x_l(x)dp (x) vérifie |a_(c)] <1 ;
n=0 n n ZX n o n !
on en déduit 1l'analycité de H(u,c) . P
1 _l/p_]-

Pour effectuer le calcul, on suppose d'abord que lu—l\ <p
auquel cas on a u¥ = exp(x log u) ; d'autre part, par dérivation on a
ﬁ(u,c) = o1 j' uxdp (x) = u"lj’ (ux—upx)du (x) ; le lemme 2 s'applique
ou X C e c

p p

avec t = logu ou p logu ; il vient :

oH 1 1 C 1 c

R R R I L]

uC-1 P oPor WP
d - au~!
par la formule de dérivation : -a-a[log(l—u 87 = on tire
u -1
1 upc—l uc—l . . ,

H(u,c) = h(c) += log ( ) - log( ) ou h(c) est une fonction que l'on

WP u-1

détermine en faisant tendre u vers 1 ; le lemme 1 donne alors h(c) =0

Dans la formule, les deux quotients figurant dans les log sont en
fait analytiques pour |u-1] < 1 ce qui explique que cette formule est

valable méme pour une racine p-éme de l'unitém

Remarque. - Un calcul immédiat montre d'ailleurs que le développe-

ment en série de H au voisinage de 1 commence comme suit

(p-1)(c®-1)

2
24 (U.—l) + ...

H(u,c) = —(1—'}1;)logc +



VII. 27

Application & Lp(l,X) .

Avec la proposition 11, appliguée 3 u = §l , on peut écrire :

(%)

’

f s
tle)-DL (1.0 = = T XWHE 0

ke’
’—h|

- T_(X)[ oy L ]
7 (8, Sc) p(Sp Spc)
f - -ia p
ot S, = 2 x(i)log(§""-1) . Ceci n'est pas défini si & =1 mais dans
i:
ce cas, par un argument de continuité, on voit que S S =7, x(i)logc = 0.
i
On peut donc supposer pour continuer que f = p% avec >1 . Alors il

-1
existe un entier j tel que j = l(pOL Z.) et j& l(p“Zp) et par un cal-

p
cul connu on voit que Sp = X(j)Sp d'ou Sp =0 . Méme chose avec Spc .
Le meme calcul avec l'unité p-adique ¢ montre que S, = y(c)S; d'ou
finalement (x(c)—l)Lp(l,X) = —-E-E-ﬁ(x(c)—l)sl c'est-a-dire :

f .
L = - & 3 X0 log(1-57)

i=1




