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Séminaire de Théorie des Nombres V.1
11 mai 1978

Grenoble

VAIEURS AUX ENTIERS NEGATIFS DES FONCTIONS L et FONCTIONS
L p-ADIQUES D'UN CORPS DE NOMBRES TOTALEMENT REEL

par

Pierrette CASSOU-NOGUES

Soit K un corps de nombres totalement réel et M une exten-
sion abélienne réelle finie de K , de conducteur § . Notons I,f . le
groupe des idéaux fractionnaires de K , premiers a § et PT le sous-
groupe des idéaux principaux engendrés par des éléments totalement po-
sitifs, congrus & 1 mod § (c'est-a-dire, les éléments o tels que
vp(a—l) > vp(‘f) , pour tout idéal premier p de K qui divise §). On
appelle le quotient IT/PT . le groupe des classes de rayon § et on
le note RT . L'application d'Artin g ;-»oa de IT dans le groupe de

Galois de M sur K , G(M/K) , induit un homomorphisme surjectif de
RT dans G(M/K) . On définit pour ¢ € G(M/K)

(1) Cvlo8) = Ng™% pour Re(s)>1
(g,7)=1
0g=0
ot la sommation est prise sur tous les idéaux ¢ entiers, premiers a § ,
tels que Og =g .
Siegel [10] a montré que pour tout entier k=0 , QM(G,-k) est

rationnel. On peut alors se poser le probléme de l'existence de congruen-
ces du type de celles de Kummer pour les valeurs aux entiers négatifs

de la fonction zéta de Riemann. On sait que ces congruences, légérement
modifiées, sont équivalentes a l'existence d'une fonction continue p-

adique qui coincide avec la fonction complexe sur les entiers négatifs.
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Dans le cas ot K =Q , ce probléme avait été résolu en 1964 par
Kubota et Leopoldt [6] . Dans le cas général, il a été abordé en 1972
par Serre [8] en utilisant des formes modulaires & une variable. En
1974, Queen [7] a généralisé les résultats précédents, mais dans les
deux cas, on n'obtenait pas toutes les propriétés conjecturées [3]
Coates et Sinnott [4] en 1974, les ont obtenues dans le cas ol K
est quadratique réel en utilisant une formule explicite pour gM(O,—k)
donnée par Siegel [11] . Plus tard, Deligne et Ribet [5] ont résolu
complétement le probléme en utilisant des formes modulaires de Hilbert,
ce quil nécessitait un apport important de géométrie algébrique. En fait,
grace & un résultat de Shintani 9] , on peut traiter ce probléme sim-

plement, & l'aide de propriétés de certaines séries de Dirichlet. C'est

ce que nous allons expliquer ici.

I. - EXPRESSION DES FONCTIONS ZETA PARTIELLES A L'AIDE DE
SERIES DE DIRICHILET.

Soit o un idéal entier de K , premier @ § . Nous définissons

¢ (7 ls) = 2 Ng™ pour Re(s) > 1
T (g,7)=1
g~al
ol la sommation est prise sur tous les idéaux g de K , premiers a § ,
dans la méme classe que o~! mod P_ . Alors g = o 1a) ol a est

un élément de o , totalement positif, congru & 1 mod § . Notons A
l'ensemble de ces éléments. On a donc
s

(@™1,s) = Na L ., N
acA mod E (¥)

[{a)

ol A mod E+(i) désigne un systéme de représentants des éléments de
. . + "
A modulo l'action multiplicative du groupe E (j) , des unités totalement

~

positives congrues a 1 mod ¥

Shintani [9] a montré qu'il existait un nombre fini de fonctions

linéaires affines, notées Lj %
7



L, (y) =x+vy.v,, +.+y , . v, ,.
joxY Vi1 7e() Vir(y)

possédant les propriétés suivantes

i) x» 0, x€a , x=1 mod §
(2) ii) Vii >0 , vij € a§ pour tout (i,j)
iii) U {Lj,x(m) ; mE]Nr(j)} forme un systéme de représen-
L « )
tants des éléments de A modulo l'action de E (§)

COn a donc

r -1 = 5
@ The =N Tz )
. J.X
ou
— -S
@20 e = T NG )

On a donc ramené l'étude des fonctions zéta partielles, a 1'étude de
séries de Dirichlet. Ces séries ont un prolongement méromorphe a C ,
avec une infinité de poles. Il est plus aisé d'étudier d'autres séries que

nous allons introduire maintenant.

Soit ¢ un idéal de K , possédant les propriétés suivantes
i) ¢ est premier 3 la différente p de K

(5) ii) (c,(vji)) = 1 pour tout (i,j)

iii) @K/c ~ Z/cZ ol c¢ désigne le générateur positif de ¢NZ.

1 .-1

Soit vy un élément de ¢ "5 tel que Trv = b/c avec (b,c) =1

(Tr désigne la trace de K sur Q). Posons
-1

(6) (leleus) = /;T(a_l,s) - Ne¢

On peut montrer [1]

Q_lc—lls)

gT(



THEOREME 1., -
-1 s c-1 u
(7) ¢ (et ,c,8) = Na~o Z Z (exp2miTr (uvx))Z(NL, X,§ /S)
? u:]_ L' }e
. J.X
ou
(8) Z(NL, L Es) = T NI (m)) ° gt
jx"7j me Nt jax j
et & =2¢ .8 _...E. . U
= 7j J1%12 ng(J)

ou les gji sont des racines primitives

c-iémes de l'unités, pour tout (i,j) .

Nous allons étudier maintenant ces séries de Dirichlet.

II. - SERIES DE DIRICHIET.

(1),%1

(1) ) “.(P(n)(x)_‘_x(n))an

THEOREME 2. - Soit PX) = (P 7'(X) +x

ou les P(i)(X) sont des polyn®mes homogénes du premier deqgré

~

a r variables, & coefficients réels positifs, les x(l) sont des

nombres réels positifs et les a; des nombres entiers positifs.

Soient 531..."5r des racines de 1'unité différentes de 1. Posons
. -g M _m
(9) Z(P,&,8) = L P(m) gll...grf.
mE]Nr

Alors Z(P,%,s) se prolonge & € en une fonction holomorphe

et pour tout entier k = 0

(100 2(®,2,-k) = REN)(E)
ot REX)T) = ¥ PmST™ .
me]Nr

La démonstration de ce théoréme se trouve dans [1]. C'est

une forme affaiblie d'un théoréme plus général [2] .

Remarques :

_________ ;\i(k) i
Gopi ov U

..ir sont différentes de 1 , on voit que la valeur R(Pk)(

4

i
...(1—1})r.
)

(1) On sait que REX)T) = T
1

Puisque

(VA1)
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(2) On peut montrer que si l'un des ii est égal a 1 ,

alors Z(P,Z,s) a un prolongement méromorphe sur € , avec des podles.

Soit maintenant K un corps de nombres contenu dans R . On
suppose, a partir de maintenant que les x(i) et les coefficients des
P(1) sont dans K . Alors pour tout entier k =0 , Z(P,€,-k) € K(§)

On peut alors montrer les deux théorémes suivants qui concernent ces

valeurs.

THEOREME 3. - Si p est un nombre premier tel que les ff.i
ne soient pas des racines de l'unité d'ordre une puissance de p ,
alors
k
|Zz(P,%,-k)| < sup |P(n)"|
neINT P

pour tout idéal premier p de K(él,...,ér) au-dessus de p

Soit p un nombre premier, CDp le corps p-adique élémentaire

et Zp son anneau de valuation. Soit (Ep le complété d'une cléture

algébrique de @ . On note F l'algébre des fonctions sur Zp a

valeurs dans un anneau g C (Ep et p l'idéal maximal de @& . Si

u € 1+p , on note fLl la fonction s —u® . Les fu engendrent un

sous -module L de F . On définit maintenant L comme étant
1'adhérence de L dans F pour la topologie de la convergence uniforme.

Les éléments de T sont appelés fonctions d'Iwasawa.

THEOREME 4. - Soit p un nombre premier et p un idéal pre-

mier de K au-dessus de p . On suppose que les :'ji ne

sont pas des racines de 1 d'ordre une puissance de p et que

pour tout i , x(i) € 1+p et les coefficients de P(i) appar-

tiennent & p . Alors, il existe une fonction d'Iwasawa unigue

7 (P,%,s) telle que pour tout entier k = 0




III. - APPLICATIONS ARITHMETIQUES.

D'aprés (7) et (8), on utilise le théoréme 2 avec

qi=1 pour
tout i et L

i, x et ses conjuguées. On a donc pour tout entier k=0
?

C"l k
(11) ¢ (le,-k) = Nak T & (exp 2mi Tr(uux))R(N(L, _)*)(zH)
T H:l L. ]lX
1.X
ol R(N(lex)k)(T) = 3 N(lex(m))kTm )

AL

D'autre part, on déduit du théoréme 3

THEOREME 5. - Si p est un nombre premier qui ne divise pas

c , gf(a'l,c,-k) est p-entier.

Ceci permet de donner une évaluation du dénominateur de ¢ (o,-k).

On définit [3], wn(M) comme étant le plus grand entier m tel que

G(M(pm)/M) ait un exposant divisant n , ou Mo désigne le groupe

des racines m-iémes de l'unité.

THEOREME 6. - Pour toute extension abélienne finie M de K
et tout o€ G(MAK) ,

wk+1(M) §.M(o,-k) est un entier.

Supposons maintenant que p soit un nombre premier tel que
§f soit divisible par tous les idéaux premiers de K au-dessus de p
Puisque les L, possédent les propriétés (2), on est dans les condi-

tions du théoréme 4. Pour toute Lj . il existe une fonction d'Iwasawa

unique Zp(NLJ. X,é,s) telle que pour tout entier k

Notons w le caractére de Teichmuller
Z -~ Z
p P

x — lim xP

N~

Soit 4§ le caractére défini sur l'ensemble des idéaux de K premiers



& p par 6(a) = w(Na) . 6 est un caractére d'ordre & ou
&

= [K(pp):K] . On note (Ng) = Nqa/6(a)

On peut définir une fonction d'Iwasawa

_ c-1
¢ @ ,e.8)=(Na¥ T % (exp 2niTr(pvx))Z (NL. _,z",s)
T'p =1 L, p RS
e P -
Enfin, on a le théoréme
THEOREME 7. - Soit ¥ un caractére non trivial de conducteur f§

divisible par tous les idéaux premiers de K au-dessus de p

Alors il existe une fonction Lp(x,s) continue sur Z_ , telle

b
que

i) pour tout entier mzx= 1

L (x,1-m) = L(x6™™, 1-m)

p(

1-s

ii) s (x(c) (N(c))

pour tout idéal ¢ vérifiant (5).

-l)Lp(x,s) est _une fonction d'Iwasawa
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