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Séminaire de Théorie des Nombres Iv.1
24 novembre 1977

Grenoble

DECOMPCSITION DU GALOIS-MODULE DES ENTIERS D'UNE p-EXTENSION
CYCLIQUE D'UN CORPS LOCAL

par

Frangoise BERTRANDIAS

Soit K un corps local de caractéristique 0 et de caractéris-
tique résiduelle p ; soit L une extension galcisienne de K , dont le
groupe de Galois G est cyclique d'ordre pn . On désigne par A 1l'an-
neau de valuation de K ; la cloture intégrale B de A dans L est
un A[G] -module de rang 1 . On sait [4] que B est somme directe,
d'une maniére unique, d'une famille fixée de sous-A[G] -modules indécompo-

sables.

On se propose de déterminer cette décomposition lorsque l'exten-

sion L/K est totalement ramifiée.

Dans le §1 , on étudie la décomposition des A[G] -modules de

rang 1 vérifiant une condition restrictive (H)

Dans le §2 , on montre que le A[G] -module B est décompo-
sable dans le seul cas de ramification presque maximale (en supposant que

(H) est vérifiée).

Dans le §3 , on détermine l'ordre associé & B dans K[G] ,
dans le cas de ramification presque maximale (l'indice e de ramification

de K étant supposé non divisible par p).



Iv.2

Dans le {4, on en déduit, sous les mémes hypothéses, la dé-
composition de B en somme directe de sous-A[G] -modules indécomposa-

bles.

Cette étude généralise au cas cyclique de degré pr1 des résul-
tats précédemment démontrés dans le cas cyclique de degré p . ([2], [3],

[4]).

1. DECOMPOSITION D'UN A[G]-MODULE DE RANG 1

On rappelle que G est un groupe cyclique d'ordre pn (avec

nzl) , et A l'anneau de valuation du corps local K .

1.1, - les caractéres irréductibles de G sur K

Soit, pour tout entier i=1 , Qpi (X) le polyndbme cyclotomique
d'indice pi . On a l'isomorphisme de K[G] -modules :

K[G] = K[X] /X-1xK[X] /@p(X) X ...x K[X] /% LX)
p

(o0 un générateur o de G opére sur K[X] par multiplication par X).

On notera : XO le caractére de la représentation triviale de G

(X) , pour lsis<n.

sur K , X4 le caractére de la représentation K[X] /% i
p

Les représentations irréductibles de G sur K sont les compo-

sants irréductibles des modules K[X] /3 i(X) , 1<si<n . Notons :
p

@pi(X) = Pi,l(X) Pi,Z(X) .. 'Pi,ri(X)

la décomposition de § i(X) en produit de polyn6tmes irréductibles de K[X] .
p

Le module K[X] /3 i(X) est somme directe des 1 K[G] -modules irréduc-
p

tibles K[X] /Pi j(X) » lsjsr .
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Le groupe G posséde donc 1+ r représentations (resp.

1

caractéres) irréductibles sur K . On notera IK l'ensemble des caracteée-

]

res irréductibles de G sur K

i
Notons : (I)p le corps des nombres p-adiques, Q)I(Jp) (resp.

i .
K(p )) le corps obtenu en adjoignant a G)p (resp.K) les racines p'-éme
de 1 ,
i
E = Kﬂag(p )
. P i i
) (p7) . (p) )

On remarque dJue les degres [CDp .Ei] et [K :K1 sont égaux (en

effet l'extension Cl)l(opl)/lili est galoisienne). Par suite, les polyn6tmes
Pi,j(x) appartiennent a Ei[X] et donc la représentation irréductible de
G de module K[X] /Pi,j(X) provient par extension des scalaires de la
représentation irréductible de G sur Ei de module 1.-3i[X] /Pi,j(x) . COn
a l'égalité : [Ei:CDp] =1, ; en effet, notant m, = [K(pl);K] , on a :

. i e
d @pi(X) = rm; , et [cplgp):cop] = [E;:Qm,

Le groupe de Galois de l'extension Ei/(])p permute transitive-
ment les polyn®mes Pi,j(x) (1sjsr) , et donc aussi les représentations

Ei/Pi J.(X) et leurs caractéres.

La suite des corps Ei est croissante (au sens large) ; notons
E = Erl . Le groupe Gal(E/(I)p) opére transitivement sur l'ensemble des
caractéres irréductibles x des représentations K[X] /Pi,j(x) s 1sisr
(caractéres dont la somme est Xi , et qu'on appellera les composants
irréductibles de Xi)‘ Le groupe Gal(E/CDp) opére donc sur l'ensemble IK
des caractéres irréductibles de G sur K ; il y a n+l trajectoires

{XO} , et, pour 1si<n , {x ;x composant irréductible de Xi} .

Remarque 1. - IK = IE , c'est-a-dire : le groupe G a mémes

) _ E,
d'od il résulte comme ci-dessus que les représentations irréductibles de

i
caractéres irréductibles sur K et sur E . En effet, EﬂCD}(op

G sur E sont les représentations E[X] /Pi j(X) et la représentation

triviale.



Remarque 2. - Les entiers ri = [Ei:CDp] sont donnés par :
i-1

rp , 81 iza
r = 1 , ol a est le plus grand entier tel que K
rpOL , Si iza

(p)

contie nne les racines p%-émes de 1 (ceci se déduit de 1'évaluation

. 1 i
[Q’;(Jpl):cbp] , en remarquant que [CD;(op ):@;pa)] = [K(pl):K(p)] , st izal).

1.2, - Décomposition d'un A[G] -module de rang 1

Soit M un A[G] -module de rang 1 , c'est-a-dire un A[G] -

module sans torsion sur A , tel que K®AM soit un K[G] -module libre

a 1 générateur.

On appelle ordre associé & M dans K[G] l'ordre @&(M) de
A dans K[G] défini par : (M) = {AcK[G] ; \Mc M} (cf. [7]). On

montre [4]

Soit S l'ensemble des idempotents primitifs de (M) ; le

A[G] -module M admet la décomposition : M = & eM ; les
e€s
modules eM sont indécomposables. Cette décomposition est

1'unique décomposition de M en somme directe de sous A[G] -

modules indécomposables.

Trouver la décomposition de M revient donc & trouver l'ensem-
ble S des idempotents primitifs de @&(M) ; on sait [4] que ces idem-

potents sont 2 & 2 orthogonaux et ont pour somme 1

D'autre part, pour tout caractére y de G sur K , on note :

X
et que {ex;erK} est l'ensemble des idempotents primitifs de K[G] ;

e = L 2 x(g_l)g . On montre que e est un idempotent de K[G]

de plus, tout idempotent de K[G] s'écrit comme une somme finie d'i-
dempotents ey (cf [4]). En particulier, pour tout i : 1<isn , ey est

i
la somme des eX , X parcourant l'ensemble des composants irréductibles

de X4
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1.3. - Action du groupe de Galois de l'extension E/Q)p sur l'algébre
E[G]

Posons, pour tout @ € Gal(E/@Q) et tout X = 2 a g € K[G]
P geG 9

cp(gEG agg) = g%G cp(ag)g

On montre facilement qu'on définit ainsi une action de Gal(E/CDp) sur
E[G] ; & tout ¢ de Gal(E/CDp) est associé un CDp— automorphisme d'al-

gébre de E[G] , qu'on note encore o .

Comme les caractéres irréductibles de G sur K sont 3 valeurs
dans E , (§1.1), les idempotents eX (o erK) appartiennent & E[G].

On voit facilement que : e ) = e et on en déduit :

X w{x)

PROPOSITION 1. - Le groupe Gal(E/CDp) opére sur l'ensemble

des idempotents eX ., ou x décrit l'ensemble des caractéres

irréductibles de G sur K ; il y a n+l trajectoires : {eX 3
0

et, pour 1lsi<gn , {eX ; X composant irréductible de xi} .

Soit M un A[G] -module de rang 1 et soit @&(M) son ordre
associé. On considére ©&(M)NE[G] , qui est un ordre de A dans E[G]
On supposera, dans le paragraphe suivant, que le module M vérifie la

condition suivante :

Hypothése d'invariance (H) : L'ordre o(M)NE[G] est globale-

ment invariant par tout élément ¢ de Gal(E/CDp)

1.4, - Modules M décomposables.

PROPOSITION 2. - Soit M un A[G] -module de rang ! décompo-

sable, et vérifiant 1'hypothése d'invariance (H) . Il existe un

idempotent e de (M) de la forme : e = 2 &, , avec
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Démonstration : Soit ¢ un idempotent primitif de @(M) et

soit F le plus petit corps intermédiaire entre (Dp et E tel que ¢

appartienne a F[G] . Si F =CDp , On a nécessairement : ¢ = eXO . Sup-
posons F # CDp . On a :
e = 2 b e.  ,ou &._  wvaut 0 oul
pelp 9 9 6

Quel que soit © € Gal(F/CDp) ., © non identité , o(c) est différent de ¢ ;
or ofec) est un idempotent primitif de @(M) ; par suite : co(g) = 0

On en déduit : & _6 = 0 , pour tout o € Gal(F/CDp) , ¢ non iden-

8
o
tité (8)

Ceci signifie que les idempotents € figurant dans la décompo-

sition de e avec un coefficient 1 appartiennent a des trajectoires diffé-

rentes, et de longueur maximum [F:C[)p] . Pour un tel idempotent ey s la
somme > cp(ee) est égale a la somme Zee. , ol 8' parcourt
cpEGal(F/CDp)

la trajectoire de 6 sous l'action de G(F/CDp) ; cette somme est donc

~

égale & l'un des e, (cf. §1.2). Par suite, l'idempotent e = > wle)

It G(F/D)
a la forme indiguée dans 1'énoncé. PeCH /CDP)

PROPOSITION 3. - Soit M un A[G] -module de rang 1 vérifiant

1'hypothése d'invariance (H) . On suppose que l'ordre @&{(M)

contient un idempotent e pour un entier i compris entre

Xi f
0 et n . Alors, il existe un corps Fi : CDp c Fi c Ei , tel que
les ordres (}(M)eX et Fi[G] eX aient les mémes idempotents.
i i

Démonstration : Soit Fi le plus petit corps intermédiaire entre

Q et ]EIi tel que Fi[G] contienne tous les idempotents de @{M)e

p X
i
Il existe un idempotent primitif e de O(M)exh tel que les éléments
i
wle) , o parcourant G(Fi/CDp) , soient tous distincts. Les éléments op(e)

sont primitifs dans G(M)ex. , 2 & 2 orthogonaux, et ils sont au nombre
i
de [Fi :CDp} . D'autre part, le nombre d'idempotents primitifs de

Fi[G] e

e
e
X est égal au nombre de caractéres 6 de G sur F compo-
i i

sants irréductibles de Xj . Soit, puisque Fi c Ei I CDL(DP) , & [Fi:CDp]
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(cf. §1.1). Les ordres c}(M)eX
1

et Fi[G] ey~ ont donc le méme ensem-
i

ble d'idempotents primitifs.

COROLIAIRE. - le corps Fi de la proposition 3 est le plus

grand sous-corps de Ei tel gue c&(M)eX contienne 1'ordre
i

maximal de 1l'algébre Fi[G] e

Xy

En effet, pour tout corps F contenu dans (Df)pn) , l'ordre
maximal de l'algébre F[G] est le AP[G] -module engendré par les idem-
potents ey - lorsque & décrit l'ensemble IF des caractéres irréduc-
tibles de G sur F (AF désignant l'anneau de valuation de TF) ; la

démonstration de ce résultat est analogue a celle de [4], §3.4, lemme 2.

2. MODULES D'ENTIERS DECOMPOSABLES.

On désigne par L une extension galoisienne du corps local K
de groupe de Galois G , et par B l'anneau de valuation de L . On
sait ("théoréme de la base normale") que B est un A[G] -module de rang 1.

Cn suppose l'extension L/K totalement ramifiée.

2.1. - Modules d'entiers vérifiant 1'hypothése d'invariance (H).

1 , tout module d'entiers B vérifie (H)

1l

Dans le cas n
(cf. [2]1, [3), [4]). Si n=2 , on ignore si (H) est vérifiée pour une

extension L/K quelconque.

PROPOSITION 4. - Si l'extension L/CDp est abélienne, le mo-

dule B vérifie 1'hypothése d'invariance (H) .

Démonstration : Soit ¢ un CDp—automorphisme de E ; o se

prolonge en un Qp—automorphisme cE de L , et on note encore o le
@ -automorphisme d'algébre de L[G] défini par : o( 2 a g) = T r;(a )g ,
P geG 9 g

ol a € L . Soit ) wun élément de @B) ; ) € K[G] , et pour tout x de
g
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B, xx¢cB . On en déduit : olx) €B ; or olx) = $0) o) ; comme &(x)
décrit B quand x décrit B , il en résulte : 6()\) ¢ ¢(B) . ¢{B) est donc
globalement invariant par tout CDp—automorphisme c~p de K[G] ; par

suite l'hypothése (H) est vérifiée.

2.2. - Notations.

On notera :

Lh le corps des invariants du sous-groupe G:ph ,

By, l'anneau de valuation de 1L ,

My (resp.w) une uniformisante de Ly (resp. K) ,

VL (resp. VK) la valuation normalisée de L (resp. K) ,
e = vK(p) l'indice absolu de ramification de K ,

o} un générateur de G

On pose, pour tout entier h , 0 <hs<n-1

1
e = 2 g,
h pn h gerh

on voit facilement que ey est un idempotent de CDp[G] , lié & la trace

de L/Lh par : pn_heh = Tr L/Lh . Les idempotents eh sont liés aux
idempotents ey dans K[G] par les relations :
h
eXO = e0
®x; T %17%
(1) _
e e, -e

Ces relations se déduisent facilement des valeurs prises par les caractéres
, valeurs données par :

0 , si pi—l/{/ h ,
= —p‘ , si pi'l\h et pi/{h ,

Xi

i i—- . 1
pl-p!™l , si pin .

On note tl,tz,...,’cn les nombres inférieurs de ramification de

l'extension L/K . Pour tout entier h compris entre 1 et n , on a [8]



h
p € . -
th s—-—-—p_l , et : th _*c1 mod. p
On désignera par a , 0<a<p-1, le reste de la division de 'c1 par p.
2.3. - Ramification presgue maximale.
PROPOSITION 5. - Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Pour h =1,2,....,n , ey € (B)
h
(i) Pour h =1,2,....,n , t = P
- h p-1
phe
(iii) Il existe h , 1<h<n :t = -1
E— h p-1

(iv) Il existe h , 1<shs<sn : e ¢ @B

Démonstration : La valuation de la différente de l'extension

L/Kh est donnée par (cf. [8])

n-h-1 nrh
= (p- + +...+ + -
(2) vL(.BL/K ) = (p-1){t_+pt _, +...4p the) tP-1
, ) L(-BL/Kh , .
Soit My [——B—_ ; on sait ([8]) que by est le plus grand entier
Mh . Vs . N
tel que Tr L/Kh C ﬂh B . Par suite, 1'idempotent e, appartient a

&(B) si, et seulement si My = (n—h)phe

La condition (i) est donc vérifiée si et seulement si, pour tout

h compris entre 1 et n , on a :

n-h-1 n-h n
- + + ..+ + - - .
(o-1)(t_+pt _, P t41) TP = (n-h)p“e ;
cette inégalité s'écrit aussi :
gne gn—le n-h-1 the
+1- + +1- +...+ +1-
(3) (t +1 p_1) plt _,+1 ool ) p 4 o1 120
he
Si, pour tout h , tk = p—_l—— 1 , il est clair que l'inégalité (3) est véri-
fiée. Réciproquement, si (3) est vérifide pour tout h , on montre, par
h pe-a-i.p
2 b e h
-1 tout = —
récurrence, que th = o1 pour tou h (remarquer que th o1
ou ), entier = 0).

h

On a donc montré ainsi 1'équivalence des conditions (i) et (ii).
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L'équivalence des conditions (ii) et (iii) se démontre en utilisant les re-

lations entre les nombres inférieurs de ramification données dans [5]

172
cation d'une extension cyclique de degré pn totalement ramifiée sont

Rappelons que les nombres supérieurs u, ,u ""'un de ramifi-

liés aux nombres inférieurs par :

tz—t1 tj—tj—l

Pour tout j=1,2,....,n-1 , on a :

e
a) si u, = , u, . =u‘-te ,
j p-l j+1 j
b) si u,< ° ou u = pu
i o p-17 j+1 j
_ pe
ou uj+1 p-1
ou pu, <u <P et u Z0 mod p
J j*1 ~ p-1' jt+l
pje
Supposons qu'il existe un entier j : 1< j<n tel que tj zB-:T-—l.

Si j<n , considérons l'extension Kj+1/Kj—1 ; cette extension,

. 2 e .
qui est cyclique de degré p~ , admet comme nombres inférieurs de rami-

fication tj et tj+1 . On voit que la condition a) est vérifiée pour le
ler nombre inférieur, tj , de cette extension ; on en déduit
fi j-1 o, e
—“ - +t, = t, + 'oll : t, =t, + -1 . On démontre
o tJ tJ p- e , dou ’cJ_|_1 pe = o1
Phe
aussi que, pour tout entier h=j , th = -1 -1

Si j>1 , considérons l'extension KJ./TKJ,_2 ; cette extension

est cyclique de degré p2 et a pour nombres inférieurs de ramification

. . e s s
tj—l et tj . Si t]._1 < p-1 : en utilisant la condition b) on trouve
t + < = ,
j-1 p p-1
d'ol
J j
p'e pe
t, €« == - (p-1)}t. < == -1,
i op-l P01 = b
ce qui est contraire & l'hypothése. On a donc : t,_1 P ——?—1 , et on en

déduit (condition a})) : tj~tiop = pJ—le , d'ol :
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_ i-1 p j-1 b e
t =t - 2 ——1 - e = -1
-1 j P P p-1
he
On montre ainsi que pour tout entier h<j , th > -g—_—l -1 , Ceci achéve

la démonstration de 1'équivalence des conditions (ii) et (iii).

Si la condition (iv) est vérifiée pour une valeur h , on a l'iné-
galité (3) pour la méme valeur de h ; par suite, la condition (iii) est
vraie pour un h' >h . D'autre part, il est clair que (i) implique (iv) .

Ceci achéve la démonstration de la proposition 5.

DEFINITION (cf.[6]). - Lorsque les conditions équivalentes de

la proposition 5 sont vérifiées, on dit que la ramification de

l'extension L/K est presque maximale.

Exemple : Si e=1 (par exemple si K=(Dp , cf.[1], [6]), la

ramification de L/K est nécessairement presque maximale, car t =a =1,

Remarque : Si la ramification de l'extension L/K est presque

maximale, les nombres inférieurs de ramification de l'extension sont donnés

par : h
_pe-a
th o1 , 1l<shs<n ,
et on a l'égalité : ehB = Bh (en effet Hy vaut alors (n—h)phe)
2.4, - Modules B décomposables.

THECREME 1. - On suppose gque B vérifie 1'hvpothése d'inva-

riance (H) . Le A[G] -module B est décomposable si et seule-

ment si la ramification de l'extension L/K est presque maxi-

male. Dans ce cas, pour tout entier i compris entre 0 et n ,

e appartient & @&(B) ; on _a la décomposition : B = & eXB
Xi O<izn ™1
Démonstration : Si la ramification est presque maximale, les

idempotents ey (0shsn-1), et donc aussi (§2.2) les idempotents ey
1

(0<i<n) appartiennent & @(B) . D'od la décomposition : B = & e B
i
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Réciproquement, supposons le A[G] -module B décomposable,

et la ramification de L/K non presque maximale.

LEMME. - Si la ramification de l'extension L/K n'est pas

presgue maximale, on a les inégalités

VL(eiHB) > VL(eiB) , pour i=20,1,2,...,n-2 .

En effet, posant v, = VL(eiB) ., ona (§2.3)
v, = pn_l(ui-(n—i)epi)

On en déduit
n n-i-
-— = + -— .
d'ou : n-i-1 -1
_pn i

n
Vi TVy > P e (p-D(tyy+p

Comme la ramification n'est pas presque maximale, on a :

i+le_a_
t < RS8P
i+l p-1
D'ou : Vitl "V > apn_l_1 , ce gqui entrafne le résuitat du lemme.

Comme le A[G] -module B est décomposable , et vérifie 1'hy-

pothése (H) , il existe un idempotent e de ©(B) de la forme

e = 2 é.eX , avec &,=0 ou 1 (proposition 2, §1.4).
O<isn = M !

En utilisant les relations (1) du §2.2, on trouve

e = 2 (61-6i+

)ei + 6n
O<i<n-1

1
Il existe donc dans @(B) un élément ) de la forme :

N = <S'iei , avec 6'1 =0,1 ou -1
O<ign-1

Soit i0 le plus petit entier tel que é'i # 0 , et soit x un
0

élément de B tel que VL(eiOX) = VL(eioB) . On a : VL(eiOB) < VL(eiB) ,

i i>i. , d'aprés le le e ; suite, e, < ) , Si i>i
si i>i, apré mm par sui VL(IX) VL(elx) st i>14
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On en déduit : VL(eiOX) = VL()\X) > 0 , et donc : (e; B) =20 , c'est-

VL 0

a-dire : eiO appartient & ©(B) . Donc, d'aprés la proposition 5, la
ramification de l'extension L/K serait presque maximale. Par suite, si
le module B est décomposable et vérifie (H) , la ramification est pres-

gque-maximale.

L'étude de la décomposition de B en somme de A[G] -modules

indécomposables nécessite la détermination de l'ordre associé @&(B)

3. ORDRE ASSQCIE A B

On suppose l'extension L/K totalement ramifiée, et de rami-

fication presgue maximale.

Pour déterminer l'ordre associé ©(B) , on sera amené (§3.3 et

§3.4) a supposer l'indice e de ramification de K premier 8 p .

3.1. - Les modules Bl.’l et leurs ordres associés @llq .

Pour tout entier h compris entre 0 et n , on note :
eXhB = Bh ' (}(B)eXh = 0

On montre facilement :

PROPOSITION 6. - Si_la ramification de l'extension L/K est

presque _maximale, le A[G] -module B (resp. le A[G] -module

oB)) se décompose en somme directe de sous-A[G] -modules :

B= @ B'h (resp. 0(B) = @& Oiu);
O<h<n O<h<n

B'h est le sous-module des éléments de Bh de trace nulle

dans K[Gle, .
X

sur Lh-l , et Oh est l'ordre associé a Bh
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La proposition 6 raméne !'étude du A[G] -module B et de son

ordre associé @(B) & celle des modules B! et de leurs ordres asso-

h

ciés c}h

On a : B‘0 = A et (}'0=A ; si h=1 , l'extension Lh/K
ayvant une ramification presque-maximale, 1'étude de Bil et o‘h se
conduit, pour le degré ph , comme celle de B‘rl et C};l ., pour le de-
gré ph
3.2, - La base (b;) de K[C]

Pour tout entier i compris entre 0 et p™~1 , on note il,
'12 ,...,irl les entiers compris entre 0 et p-1 tels que

. , 2, n-1,

i = 11 +pl2 +p 13 +..+p ln

On pose (o étant un générateur de G)

iz n"]. in

b, = (o—l)11 (oP-1) “... (6P -1

La _famille bi , Osispn—l , est une K-base de K[G] , puisque bi .

comme polyndme en ¢ , est de degré i

Considérons, pour tout h compris entre 1 et n-1 , la famille

b ph-l

4

ieX <1is ph ; c'est une famille génératrice de K[G] ey dont
h h
le cardinal wvaut ph—ph_l-l , C'est-a-dire la dimension sur K de

K[Gl e . Par suite, la famille be, . ph—1 <is ph
*h SN

de K[Gl]e
*h

, est une K-base

Pour tout couple (i,j) d'entiers compris entre pn—1 et pn-l,

on note
.. n-
. . [it- -1
s(i,j) = l‘*'J'[ P ](p-l)pn ,
n-1
(p-1)p

ol, pour un réel x , [x] désigne le plus grand entier < x .

-1
IEMME. - Les produits bibj , pn <i, j<pn appartiennent

34 l'anneau Z[G] nK[G] eX et vérifient dans cet anneau les
n

congruences
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bi+j mod pbi+j—(p—1)pn—2 , si i+ < p"
bb. = PPy (5,5 mod pbs(i,j)+pn-1 , si p" s i <2ph-2p"7!
) -pbs(i,j) mod prs(i,j)+2pn"1—pn , si 2pn—2pn_1s.i+j<2pn—pn_1
pzbs(i,j) mod pzbs(i,j)+p“’1 ; st s 2p0pnT
Démonstration : 8i izpn-1 , opn_l—l divise bi ; comme
(opn-l—l)en_1 =0 , (CJ'pn"l—l)eXn = cpn_l—l ; par suite, b appartient
a K[G] eXn

Scient i et j deux entiers. On note

i +j. = + =
L+ r ¢,p , avec

. 1 =0oul , Osrlsp—l,

€
et, si 2<ks<sn:

i+ e =71 + = -
b Jk €1 rk €kp , avec € 0oul, OSrksp 1

En utilisant les congruences : bpk = b 41 mod pb k + bour tout entier
p p p

k compris entre 0 et n-1 , et en remarquant que, si i<j , bi divise
bj , on montre, par récurrence sur k , les congruences

r. r rk

i +j +€, i i {43
bp o2 plp? K kTR K ke2’k+z Tntn
iy - T1op k=17 k k+1 P n-1
p p p p
i +j i +j i+
mnod pb b2 et p K+ Jk+1b1k+z 42 0 n
_ + _
17p pk 1 pk pk 1 ph 1
La congruence relative a l'indice k =n-1 , s'écrit :
r r i H te r r o+l i 4
bb =bl.b P lp? ™ Ml dppllp Tt oy D
i 1 n-2 n-1 1 n-2 n-1
p p p p

Si i+ < pn , on en déduit la congruence figurant dans 1'énon-

cé du lemme.

Si  i+j >pn , utilisant la congruence : bp = -pb mod pb
pn-—l pn-l pn—l
on trouve : f - rn+1_ 3 - rn+2
bb, = —pb1 ...D -Zb n-1 mod pb1 ...b —2b 1
v p7% p ph~¢ pn

L . L n n
le cas rn < p-2 équivaut a : i+ < 2p -2p et on a la congruence
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énoncée dans le lemme. Si ro= p-2 (resp. I = p-1), alors

-1 -1 -
an—an < it < 2pn--pr1 (resp. i+ zrpn—pn 1) , et on obtient le
résultat annoncé en remplagant bP par -pb mod pb2

pn—l pn-l pn—l

3.3. - L'ordre _maximal de K[G]

Soit 9 l'ordre maximal de A dans K[G] ; l'ordre % se
décompose en somme directe :

7= & chx,
0<h<n h

et 7%e est l'ordre maximal de A dans K[G] eXh

Xh
PROPOSITION 7. - On suppose, si n>1 , llindice e pre-

mier 8 p . Le A-module W(ex admet pour base :
h

[—C
biexh/m (p_l)ph-l , ph—l i< ph

Démonstration : Notons 'm'h le sous-A-module de K[G] ey
____________ h
[——E—)
(p-1ph™thel_y ik

engendré par les bieX /o ., P <i<p
h

Les algébres K[G] ey et K[X] /3 l_1(X) sont K-isomorphes
h p
(cf. §1.1). Comme e est premier & p , le polynébme § h(X) se dé-
p

compose en produit de r polynémes irréductibles (cf. §1.1, remarque
ona r = En:l_l- , avec m = [K(p):K] . Il existe un K-isomorphisme d'al-
h
gébres f : K[G] eX - (K(p ))r ; l'ordre 7e est l'image par 71 de
h *n h
)

b désigne 1'anneau de valuation de k(P
P P

h
Les composantes dans les corps K(P")  des f(bieX ) sont
h h h
pour valuation '1e(K(p )lQ}Ep )) (ot e (F'|F) désigne 1'indice de rami-

fication d'une extension F'/F). On montre :

2)



IEMME 1. - On note : m =

Alors les indices de ramification des extensions

K(p)/CD;p) sont_donnés par :

e(K(p) \K) =q , e(K(p) l(DI()p)) = g
R ie (ph)
Par suite, W[W] a dans K une valuation majorée
p-1)p

- i h h

par : qph 1___1_e_m = je' = ie(K(p )ICDI(JP )) ; on en déduit : f(??(il)c:(A )r ,
(p-1)p ph

et on a l'inclusion : '}ﬁh c mexh

, on note A(M) le discrimi-

Pour un réseau M de K[G] ey
, par rapport & la forme bilinéaire associée & la trace de

nant de M
K[G] ey - On a. : A(?heX ) = 8" , ol & désigne le discriminant de
h h
h

l'extension K(P )/K

LEMME 2. - Lahvaluation dans K du discriminant & de

l'extension K(p )/K est donnée par :

_]_ Y _
v (8) = d(p" Tq-1) + < ((h-1)p" ~hp" L+ 1)

Le lemme 2 se démontre en remarquant que les nombres infé-
rieurs de ramification de l'extension K(p )/K(p) sont égaux a (pk-l)e‘ ,
1<k <h-1 ; on en déduit la valuation de la différente de l'extension
h
h-1 h h-1
v h)(ﬁ(K(p KD = p" - 1+e ((h-1p -hp" Tl +1)
K'\P

La valuation du discriminant en résulte en prenant la norme.

¢

D'autre part, on a :

b)) = (A[G] NKIG] exh)m'zc ,

avec ¢ = > [—-i—(?——-—] . On montre :
ph=1iph  (p-1)ph!
h h-1

AALG] NK[G] ey )
h
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h, h-1_ . rd, h-1

c=%(p+p -1) 2(10 q-1)

On en déduit : A(W‘in) = A% ey ) , et par suite : ?731'1 = Mey -
h h

3.4, - Description des A[G] -modules Bin (cas a#0).

Pour tout entier i compris entre 0 et pn—l , on pose :

wn
—
[
S
1l

Lttt e(i) = 1+

3
Pam Y
-
=
I

i1t1+12t2+,,,+intn , T'(i) = T{) +ae(i)

On montre facilement les propriétés suivantes :
(1) T'(i) = a(S(i) +<(i)) mod p .

(2) Si x, 0Osxs<p-2 , désigne le reste de la division de S(i)

par p-1 , on a :

0 mod p , si x=

S(i) +e(i) =
X+l mod p , si x#0
Cr pie | (p-2)a S(i)-1
= + -
(3) T' (i) -1 oo a -1
N
en notant, pour tout réel x , x = x-[x]

PROPOSITION 8. - On suppose a non nul. Pour tout entier

compris entre 0 et p"-1 , on a : VL(biﬂz) = T'(i)

Démonstration : On remarque que

VL(b hx) = vL(x) +t,41 st VL(X) Z 0 mod p

1

v

v, (x) +tt 4y st vL(x) 0 mod p .

L

Il en résulte facilement :

vL(bini) = T'(i) , si S() s p-1

On_fait 1'hypothése suivante, gu'on suppose vérifiée si S(i) < h(p-1) :
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b) si S(i) = 0 mod (p-1) il existe des unités u et v de A
telles que : b, TT?I = ﬁi—(ll)/p (u+vr®) mod n'fl (i)+a+1

Soit i un entier tel que S(i) = h(p-1)+1 , et soit k tel que

ik >1 ; posons j = i—pk'1 . On a: S(j) = h(p-1) . En appliquant b)

pour la valeur j , on trouve :

a - a
(b, 7% vL(bpk_lbjn )

v = T() +a+ty

Utilisant alors la propriété (3), on montre

() +att, = T'()

Par suite, un entier i tel que S(i) = h(p-1)+1 vérifie a) ; on en dé-
duit alors facilement la propriété a) pour tous les entiers i tels que

S(i) = (h+1)(p-1)

Supposons alors S(i) = (h+1)(p-1) , et notons i* =max(il,...,in).

Montrons d'abord la propriété b) lorsque i¥ = p-1

Soit k le plus grand entier tel que ik = p-1

Si k<n , on pose j=i+pk—1 ; alors  S(j) = S(i)-(p-2) < (h+1)(p-1).

Ona: b.nd = nT (1)/p (ustu, m_+...+u ﬂa+...) , ol les wu, appartiennent a
in n-1 0 '1'n an i
un systéme de représentants dans A du corps résiduel de K . En remar-
T'(i)/p .
' +
quant que VL(bpk-lnn-l ) = T'(i) pt, .
T (i)+¢ _ _, .. :
VL(bpk-lnn =T (1)+{7.+tk (si 1<82s<p-1) ,

et de plus que T'(i)+a+tk = T'(j) , on trouve :

s, et u ité .
ul,uz, Mg sont nul a est une unité de A

On a donc démontré dans ce cas la propriété D)

Si k=n, Db b, = pb
p i+2p

n-1_n mod pb , d'aprés

le lemme du §3.2. On pose j = i+2pn"1-prl ; alors
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S(j) = S(i) - (p-2) < (h+1)(p-1) . On démontre alors la propriété b) pour
l'entier 1 par une démonstration analogue & la démonstration précédente,

en utilisant 1'égalité :
[ n s
T'i) +a+t =pe+T() ,

égalité qui résulte de la propriété (3)

Ceci achéve la démonstration de la propriété b) lorsque
S(i) = (h+1)(p-1) , et i* = max(il,...,in) = p-1 . On termine la démons-

3

tration par récurrence sur i Supposons que b) soit vérifiée pour

i* = p-1, p-2 ,...,a+]l , et soit i tel que i* =qa ; il existe un in-
dice k tel que i, =a , et un indice h tel que ihzl . Soit
j=i+pk'1—ph'1 ;ona: S(i)=8() , et j¥=a+1 . L'indice j vérifie
la propriété b) ; on montre qu'il en est de méme pour i , en calculant

la valuation de Db hei = b k-1 et en remarquant, grace a la pro-
i+p j+p*T

priété (3) que : T'(i)+a+tk = T'(j)+a+tl,1

Ceci achéve la démonstration de la proposition 8.

THEOREME 1. - On suppose a non nul et, si n>1 , e

premier 3 p . lLe A-module Birl admet pour base

(1) /-h _
biﬂﬁ/w[T (1)/p™ , ph 1si<ph

Démonstration : Il suffit de faire la démonstration pour le cas

h=n (cf. §3.1) . Pour i compris entre pn'1 et pn—l , on a :
b, =b.e.X , et donc : b, o = b_ex n® . Par suite, les éléments b.na,
i 17Xy, 1'n 1A, n I n
p""loi<p? |, forment une K-base de e, L (cf. §3.2). Notons
n
T (i) /p" -1
Bi = binz/m[ (1)/p%] ; d'aprés la proposition 8, pour tout i : pn si<pn
Bi a une valuation positive et donc appartient a Bh = ey B . De plus,
n
on a : VL(B,I) = T'(i) - pn[T'(i)/pn] < p" . On va montrer que les valua-

tions VL(Bi) sont toutes distinctes.

!
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LEMME. - Cn suppose, si n>1 , e premier 8 p . Si les en-
tiers 1i,j , compris entre pP~! et pl-1 , sont distincts,

alors T'(i) # T'(j) mod p"

En effet, d'aprés la propriété (3), la congruence T'(i) = T'(j) mod pn
S(i)-1

A 5 . - o S(j)-1 '
t . - _1 = - -1 n
équivaut a pie - alp )@_ pje - a(p-1) 5T mod p? . Ceci entrafne
— N
S(i) = S(j) mod (p-1) , d'ou i=j , si n=1.8i n>1, on a de plus
ie = je mod pP~! , et donc i=j mod pn-1 . On en déduit i =1
La famille Bi , pn— si<pn , est une K-base de e, L , et

Xn

les 3; ont des valuations distinctes, comprises entre 0 et pfl-1 ; c'est

donc une A-base de Bh

Remarque : Le lemme ci-dessus montre que, lorsque i varie

de pt~! & pf-1, T'(i) prend modulo p? toute valeur non congrue

Dans_toute la suite, on supposera, si n>1 , llindice e

premier & p

3.5, = Description des ordres Gll1

DEFINITIONS. -

1. Pour tout réel x , €(x) désigne l'ensemble des entiers j

positifs tels que, pour tout entier j' vérifiant : 1 <j'<j ,

on ait : j'x > jx
N N
2. Soit un entier h compris entre 1 et n ; 8h(a/p) désigne

l'ensemble des entiers i , ph_1 i< ph , Satisfaisant l'une

des conditions a) ou b) suivantes :

S %/%l ¢ S
o -0 <1-T o2l e eno-2Eh e,

p Loooop ~
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THEOREME 3. - L'ordre @' admet pour A-base la famille

h
[TW/AM+8, (1) |,
b VA 2 p Si<ph
i %Xy, ‘ ‘
ou 6h(i) vaut 1 ou 0 suivant que i appartient ou non &
e, (a/p)
Démonstration : 11 suffit de démontrer ce résultat lorsque h=n .

Traitons d'abord le cas a =0 ; dans ce cas E",h(a/p) est vide

T(i) . ,
et nl = L . Il s'agit donc de montrer que @' coincide avec
p n-1 n
(p-1)p
1'ordre maximal mex (proposition 7). Ceci résulte de 1'inégalité suivante,
n

valable pour tout x de B

+i +,..+1 ;
VL(biX) > VL(X) 11t1 lntn ;
. . on
1, pe lL.pe ;
comme a=0, it 4.+it =l 40 =R g0
11 nn p-1 p-1 p~1
; i n
vL((bi/:U[T(l)/pn])x) > 0 , et donc bi/m[T(l)/p] ¢ G'n . L'ordre C}'n contient
donc l'ordre maximal mex et par suite coincide avec lui.
n

Supposons maintenant a # 0 . Notons :

n—
. T' (i . o Lo
V(l) = [ El)] ’ AV (l+]) = \)(S(lll)) + e[_]_g—n:_l]
P (p-1)p
LEMME 1. - Soit un entier j compris entre pn--l et po-1
V(4
Le A-module B admet pour base la famille bibjﬂi/wv (i+j) ,
pn_1 < 1< prl .

En effet, on montre que les s(i,j) prennent toutes les valeurs

comprises entre pn—1 et pn—l , quand i wvarie de pn—1 a pn-l ;

1 i+‘
les congruences du lemme du §3.2 montrent que bibjﬂi/mv (i+j) s meme
valuation que b a/w\)(s(l’m . Le lemme 1 résulte alors de la dé-

R
s(i,j) n
monstration du théoréme 2.

LEMME 2. - On pose : Y(i) = Min{\)'(i+j)—\)(j);pn'ISi<pn} .

L'ordre (¢, admet pour A-base la famille bi/mw‘l),pn—lskpn
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Ceci résulte immédiatement du théoréme 3, et du lemme 1.

LEMME 3 (da & J.P. Bertrandias). - Pour tout entier i ,

-1 TG
P si<p®, ona : y(i)=[——(n—l-)
p

]+6n(i) , ol 6n(i) vaut

1 ou 0 suivant que i appartient ou non & L':n(a/p)

En évaluant la différence v'(i+j)-v(j) , on trouve :

Vi) - vl = Tl 2 (e(i) - 1480 ) - LUH)

n n n i,j n
P> b e
0 , si S(l__ll +S(J__11 < pj
ol '1 , - 2/ 2/ b
2 1 , dans le cas contraire.
D'aprés le lemme 2, on en déduit :
T(i)
oo pfld)y .
V) = [+ o)
T (i T'(j T'(i+j
od & (1) =  Min ———(;) +——1(,lj)+—aﬁ(e(i)—1+6', ) - == )
T pitlggepn B P2 P RN i
T A A
Si —(-1-)-+ 2 g(i) <1 , on peut choisir j pour que 0)_ 0
p o p"
~ s ~E -
(prendre j = (p-1)pn~1) ; par suite 6n(i) =0
. T{H) |, a . . . . .
Si ——-n—+ —H(e(l)—l) > 1 , il est clair que 6n(1) > 1 ; en choi-
B b

n-1

sissant j = (p-1)p , on voit que 6n(i) =1

Supposons 1 - = e(i) < -T-Ll—) < 1- _a_ﬁ (e(i)-1)

p" 22 P
L'entier 6n(i) est égal & 0 si et seulement si il existe un
n-1 n

entier j , p < j<p tel que l'on ait les 2 inégalités
i)-1 S(j)-1 -3
(1) S(l_)l + (J)_l s B
T
T'(j ST (;
2) ) _a n(1)
p" P
~— S l() T(l) s 5
T ,
(en effet d'aprés les hypothéses faites, Yoo 2 &) -1 < —).
ph ph  pn ph
S
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L'inégalité (1) s'écrit aussi :

(p-1) +2 < (p-1)(1-

S(j)-1
-1

c'est-3a-dire, en posant :

_ S(i)-1 . S(j)-1
ql - (p_l)(l_ p 1 ) 1 QJ - (p-]-) p—l + 2 ]
N
(1") q. = q,

] 1
L'inégalité (2) entraine

(S(j) +€(J))§ < (1—S(1)—€(1))% :
}

ce qui s'écrit aussi :

<

' 2 a
(2") aip < 947 -
1D
NG
Si 6n(i) = 0 , les inégalités (1') et (2') sont vérifiées pour
un certain entier j ; ceci entrafme : q, Z ela/p)
Réciproguement, supposons : qi Z €(a/p) . Soit un entier x
compris entre 1 et a tel que 2;5= q'% , avec 2<qg' <q . D'aprés la
N X
remarque du §3.4, il existe un entier j compris entre pn"1 et pn-l
T'(j) _ x , wa _ X _ ,a .
tel que : Y~ piona alors (S(j)+e(j))— === g'= , et on en dé-
&K P ~_ -+ P F
duit : qg' = qj . Les inégalités (1) et (2) sont donc satisfaites pour

cet entier j ; d'ou én(i) =0

Ceci achéve la démonstration du lemme 3, et du théoréme 3

3.6. - L'hypothése d'invariance (H)

Le théoréme 3 admet le corollaire suivant :

COROLIAIRE. - Si l'extension L/ a une ramification presgue

maximale, le A[G] -module B vérifie I'hypothése d'invariance (H)

En effet, tout élément x» de @(B) s'écrit

A = 2. A, L b.e

0Fen  1h0i%%, 1 O Ayn € K
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T' (i
(l)] +4, (i) . Comme les éléments b, et

avec : v, (., ) =2 -[ T b i ey

K"i,h D

appartiennent a CDp[G] , il est clair que @&(B) N E[G] est globalement

invariant par tout CDp—automorphisme ¢ de E[G].

3.7. - Etude des différences [-T-—@] - ([T(l)] +6&. (i)
ph ph h
LEMME. - On suppose a#0 , soit un entier h compris
entre 1 et n, et _soit i un entier compris entre ph-1 et

T (i) T(i),

] - ([- h.l +6h(i)) vaut 0 ou 1 ;

ph—l . La différence [

elle vaut 1 si et seulement si :

a . T(i) a , S(i)-1
== (efi)-1) < 1 - == < ——¢(i) , et (p-1)(1- ) € e(a/p)
ph RS -l
En effet, on trouve :
(1) T(l) oo TG)  T'G) , a

[ h ] -1 - 5h(1) = \;E- \—p-/ﬁ- + o e(i) - 6h(1)

T(i) .

_ 0 , si I-Jl>;aﬁe(1)
TH)  a

on en déduit le résultat annoncé.

PROPOSITION 9. - Si l'entier a est nul ou divise p-1 , B

est un O-module libre.

Démonstration : Si a=0, @& coincide avec l'ordre maxi-
mal de K[G] , et donc B est libre sur ¢ [7] . Si a divise p-1 ,
on montre qu'un entier g , 0<g<p , tel que q-él < 2 , appartient a
2 p
T(
e(a/p) . Soit alors i tel que —a-(e(i)—l) < 1——-(-1—) < 2 ¢(i) :on a :
ph ph ~ ph
N
-T(i)-ale(i)- -1 -T(i)-a(e(i)-1 _
Tzale®-l) 2 gy pt ZHlzalell=ll oo py-s 0 < 2 ;
~P_ p ~P_ '
or (p-1)e(i) - S(i) +1 = (p—l)(l--s—(i_)-_l-—l) : le lemme ci-dessus entrafne
P-L

donc : éh(i) = (0 , pour tout i .
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On en déduit : B! = ¢ nﬁ , pour 1<hs<n etdonc : B =08,
en posant 5 = e. 1o + ey 72 . +.te ﬂ}a1 t.tey 1
Xn n n-1 n-1 Xh 0

4, DECOMPOSITION D'UN A[G] -MCDULE D'ENTIERS B DANS LE CAS
DE RAMIFICATION PRESQUE MAXIMALE.

4,1, - Comme dans le §3 , L/K désigne une extension cyclique to-

talement ramifiée de corps locaux, le groupe de Galois G de l'extension

étant d'ordre p" . On suppose que la ramification de l'extension est

presque maximale (cf. §2.3), et que l'indice absolu de ramification de

K , e, est premier & p (sin>1).

Rappelons (§3.1) que le A[G] -module B se décompose en
somme directe : B = & B'h , avec Bil = ey B . Trouver la décompo-
O<hsen h

sition de B en somme directe de sous-A[G] -modules indécomposables

revient a trouver la décomposition des A[G] -modules Biu . Ce probléme
est équivalent & la recherche des idempotents primitifs de c}'h

4.2, - Enoncé du résultat.

Rappelons que, pour tout corps K , on note I l'ensemble

K
des caractéres irréductibles de G sur K
On montre :
IK , 8i a=0 ou a divise p-1
THEOREME 4. - On note I =
I , dans le cas contraire.
CDP

1) L'ensemble des idempotents primitifs de @(B) est {eX;XEI} ;

2) La décomposition de B en somme directe de sous-A[G] -

modules indécomposables s'écrit :

B

® e B
€l X
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4.3, - Démonstration du théoréme 4.

On sait que l'ordre ©(B) vérifie 1'hypothése d'invariance (H)

(§3.6). On peut donc utiliser les résultats du §1.4.

Comme l'indice e est supposé premier & p , tous les corps

i
Ei = KﬂCD;p) coincident avec E = Kﬂ@ép) (remarque 2 du §1.1).

(p)

Pour tout corps F contenu dans CDp , on note :

mp = (@7, rp = IFrq)

On désigne par Fh le corps compris entre CDp et E tel que Fh[G]

et Oil = G(B)eX aient méme idempotents (proposition 3 du §1.4).
h

IEMME 1. - Fh est le plus grand sous-corps de E tel que,
pour tout 1 c¢compris entre ph'1 et ph—l , on_ait
e®|F) — Sash) TW oLy,
h h-1 h h
mp p p (p-1) &
~b -
En effet, d'aprés le corollaire § 1.4, Fh est le plus grand

sous-corps de E tel que @i]ﬂFh[G] contienne W‘F eXh , ordre maximal
h

de Fh[G] ey - On a (cf. §3.3 et §3.5)

h
o NE[G] = o abe, ; acEF et (@) = - ! ([T(i)] +& (i)
h' "h , Zﬁ iiXp ' Sith ! e(K|F) h” "h
i=p -1 h h p
pl-1 Ip
M. e, = 24 a.be : a,€F et (@) =z - [———]
Fh Xh j_=ph—1 il Xh i~ h \%h i ph l(p-l)

Par suite, Fh est le plus grand sous-corps de E tel que :

lI'F
P (p-1)

inégalité équivalente a celle qui figure dans le lemme 1 ; on remarque

T(i)
[—] +38
ph

(i) < e®[E)I 1.

h

que le premier membre de cette inégalité est un entier.

LEMME 2. - Si a est nul ou divise p-1 , ona: F =E
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Si a=0 , l'inégalité du lemme 1 est satisfaite quel que soit

le corps Fh . D'ou E =Fh

Wy e = (2

p p

Si a divise p-1 , on sait (§3.7) que [
1'inégalité du lemme 1 s'écrit alors

+‘a—},1'(9:—2 S() ——) =0

e(K \Fh)

inégalité satisfaite pour tout i , quel que soit le corps Fh . On a donc :

Fh =E
LEMME 3. - (On suppose a# 0). Une condition nécessaire pour
gque 1'inégalité du lemme 1 soit satisfaite pour tout i est que
les entiers p-kmp , lsksr, , appartiennent & &(a/p)
En effet, si i est un multiple de me - , c'est-a-dire si
by =eemio )= et b= kmF , on doit avoir éh(l) =1 , et donc
S(i)-1 . ,
(p=1)(1 - ) ) = p-kmp doit appartenir & &(a/p) . Or on sait (cf. [4])
p-1 F
N~
IEMME 4. - Scoit d un diviseur de p-1 . Les entiers p-jd ,
1< s‘L(;l , appartiennent & ¢&(a/p) si et seulement si a
-1
divise p-1 et P—a— divise d
Les lemmes 3 et 4 montrent donc que, si a# 0 et a ne
divise pas p-1 , on a : Fh =CDp , ce qui achéve la démonstration du

théoréme 4.
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