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Séminaire de Théorie des Nombres IV. 
1 
24 novembre 1977 
Grenoble 

DECOMPOSITION DU GALOIS-MODULE DES ENTIERS D'UNE p-EXTENSION 

CYCLIQUE D'UN CORPS LOCAL 

par 

Françoise BERTRANDIAS 

Soit K un corps local de caractéristique 0 et de caractéris­

tique résiduelle p ; soit L une extension galoisienne de K , dont le 

groupe de Galois G est cyclique d'ordre p n . On désigne par A l'an­

neau de valuation de K ; la clôture intégrale B de A dans L est 

un A[G] -module de rang 1 . On sait [4] que B est somme directe, 

d'une manière unique, d'une famille fixée de sous-A[G] -modules indécompo­

sables . 

On se propose de déterminer cette décomposition lorsque l'exten­

sion L/K est totalement ramifiée. 

Dans le § 1 , on étudie la décomposition des A[G] -modules de 

rang 1 vérifiant une condition restrictive (H) . 

Dans le § 2 , on montre que le A[G] -module B est decompo­

sable dans le seul cas de ramification presque maximale (en supposant que 

(H) est vérifiée). 

Dans le § 3 , on détermine l'ordre associé à B dans K[G] , 

dans le cas de ramification presque maximale (l'indice e de ramification 

de K étant supposé non divisible par p ) . 
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Dans le § 4 , on en déduit, sous les mêmes hypothèses, la dé­

composition de B en somme directe de sous-A[G] -modules indécomposa­

bles . 

Cette étude généralise au cas cyclique de degré p n des résul­

tats précédemment démontrés dans le cas cyclique de degré p . ([2] , [3] , 

[4 ] ) . 

1. DECOMPOSITION D'UN AfG]-MODULE DE RANG 1 . 

On rappelle que G est un groupe cyclique d'ordre p n (avec 

n >̂ 1) , et A l'anneau de valuation du corps local K . 

1.1. - Les caractères irréductibles de G sur K . 

Soit, pour tout entier i > 1 , § : (X) le polynôme cyclotomique 
P 

d'indice p 1 . On a l'isomorphisme de K[G] -modules : 

K[G] - K[X] A - l x K[X] /$ (X) x ... x K[X] /$ (X) 
P p n 

(où un générateur a de G opère sur K[X] par multiplication par X). 

On notera : XQ le caractère de la représentation triviale de G 

sur K , v. le caractère de la représentation K[X] /$ ,-(X) , pour l ^ i ^ n . 
i p 1 

Les représentations irréductibles de G sur K sont les compo­

sants irréductibles des modules K[X] /§ .(X) , l ^ i ^ n . Notons : 
P 1 

$ (X) = P. -OOP. 9 ( X ) . . . P , (X) 
pl 1 ,1 1,£ 1 

la décomposition de § .(X) en produit de polynômes irréductibles de K[X] . 
P1 

Le module K[X] /$ .(X) est somme directe des n K[G] -modules irréduc-
P 1 

tibles K[X] /P. .(X) , l ^ j ^ r . . 
If] 1 
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n 
Le groupe G possède donc 1 + TJ r. représentations (resp. 

i=l 

caractères) irréductibles sur K . On notera I R l'ensemble des caractè­

res irréductibles de G sur K . 
(Di) 

Notons : Q le corps des nombres p-adiques, Q ^ (resp. 
(pi) p P 

K ) le corps obtenu en adjoignant à Q (resp.K) les racines p1-ème 
P 

de 1 , 
E, = KnQ ( l p l ) . 

i P 

On remarque que les degrés [Q e t t K : K 1 s o n t égaux (en 

effet l'extension est galoisienne). Par suite, les polynômes 

P, (X) appartiennent à E.[X] et donc la représentation irréductible de 

G de module K[X] /P. .(X) provient par extension des scalaires de la 
i / J 

représentation irréductible de G sur E. de module E.[X]/P, .(X) . On 
1 ( i) 1 / J 

a l'égalité : [E.:Q p ] = ^ ; en effet, notant m, = [K l p :K] , on a : 
d°$ .(X) = r.m. , et [CDjP1) : Q ] = [ E ^ Q J m . . pi i l p p i p i 

Le groupe de Galois de l'extension Ej/Q p permute transitive­

ment les polynômes Pi , j ( x ) (l^J^ ri) / et donc aussi les représentations 

E./P. .(X) et leurs caractères. 

La suite des corps E, est croissante (au sens large) ; notons 

E = E^ . Le groupe Gal(E/Q p) opère transitivement sur l'ensemble des 

caractères irréductibles \ des représentations K[X]/P, ,(X) , l ^ j ^ r . 

(caractères dont la somme est x i / e t Qu'on appellera les composants 

irréductibles de . Le groupe Gal(E/Qp) opère donc sur l'ensemble 1̂  

des caractères irréductibles de G sur K ; il y a n+1 trajectoires : 

[XQ] , et, pour l ^ i ^ n , {x ; x composant irréductible de x i } 

Remarque 1. - I„ = L, , c'est-à-dire : le groupe G a mêmes 

caractères irréductibles sur K et sur E . En effet, E D ( P = E, , 
P i 

d'où il résulte comme ci-dessus que les représentations irréductibles de 
G sur E sont les représentations E[X] /p, .(X) et la représentation 

i / J 
triviale. 
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Remarque 2. - Les entiers r. = [E. :Q ] sont donnés par : 
i-1 1 1 P 

' 8 1 ^ a (P) 
r = l , , où a est le plus grand entier tel que K 
i / a- l 

( rp , si is> a 
contienne les racines p a-èmes de 1 (ceci se déduit de l'évaluation 

[ Q ( p l ) : Q ] , en remarquant que [ Q ( p l ) : Q ( p C C ) ] = [ K ( p L ) : K ( p ) ] , si i > a ) . 
P P P P 

1.2. - Décomposition d'un A[G] -module de rang 1 . 

Soit M un A[G] -module de rang 1 , c'est-à-dire un A[G] -

module sans torsion sur A , tel que K® M soit un K[G]-module libre 

à 1 générateur. 

On appelle ordre associé à M dans K[G] l'ordre O(M) de 

A dans K[G] défini par : o(M) = [ \ çK[G] ; X M c M ] (cf. [ 7 ] ) . On 

montre [4] : 

Soit S l'ensemble des idempotents primitifs de O(M) ; le_ 

A[G] -module M admet la décomposition : M == © eM ; les 
e<ES 

modules eM sont indécomposables. Cette décomposition est  

l'unique décomposition de M en somme directe de sous A[G] -

modules indécomposables. 

Trouver la décomposition de M revient donc à trouver l'ensem­

ble S des idempotents primitifs de o(M) ; on sait [4] que ces idem­

potents sont 2 à 2 orthogonaux et ont pour somme 1 . 

D'autre part, pour tout caractère x de G sur K , on note : 

e = T~T L \{g *)g . On montre que ê  est un idempotent de K[G] 

et que {e } est l'ensemble des idempotents primitifs de K[G] ; 

de plus, tout idempotent de K[G] s'écrit comme une somme finie d'i-

dempotents e (cf [ 4 ] ) . En particulier, pour tout i : l^ i< , n , e est 
A. \^ 

la somme des e , x parcourant l'ensemble des composants irréductibles 
A, 

de X i • 



IV.5 

1.3. - Action du groupe de Galois de l'extension E/Q sur l'algèbre 
P 

E[G] . 

Posons, pour tout cp € Gal(E/Q ) et tout \ = £ a g € K[G] : 
P g€G g 

cp( E a g) = L cp(a J g . 
g 6 G 9 gêG 9 

On montre facilement qu'on définit ainsi une action de Gal(E/Q p) sur 

E[G] ; à tout cp de Gal(E /(P ) est associé un Q - automorphisme d'al-
P P 

gèbre de E[G] , qu'on note encore cp . 

Comme les caractères irréductibles de G sur K sont à valeurs 

dans E , (§1 .1) , les idempotents e (où x £ l) appartiennent à E[G] . 

On voit facilement que : cp(e^) = / e t o n e n déduit : 

PROPOSITION 1. - Le groupe Gal(E/Q ) opère sur l'ensemble 
P 

des idempotents e^ , où x décrit l'ensemble des caractères  

irréductibles de G sur K ; il y a n+1 trajectoires : { e v } 

et, pour l ^ i ^ n , { e v ; x composant irréductible de x .} . 
A. 1 

Soit M un A[G] -module de rang 1 et soit O(M) son ordre 

associé. On considère 0(M)nE[G] , qui est un ordre de A dans E[G] . 

On supposera, dans le paragraphe suivant, que le module M vérifie la 

condition suivante : 

Hypothèse d'invariance (H) : L'ordre o(M)nE[G] est globale­

ment invariant par tout élément cp de Gal(E/Q ) . 

1.4. - Modules M décomposables. 

PROPOSITION 2. - Soit M un A[G] -module de rang 1 decompo­

sable , et vérifiant l'hypothèse d'invariance (H) . Il existe un 

idempotent e de 0(M) de la forme : e = E ô.e v , avec 
O î̂ n M 

6 ^ = 0 ou. 1 . 
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Démon^traUon : Soit e un idempotent primitif de O(M) et 

soit F le plus petit corps intermédiaire entre Q et E tel que e 

appartienne à F[G] . S i F = Q> , on a nécessairement : e = e v . Sup-
P A-0 

posons F ^ Qp . On a : 

e = L ô e , où 6 vaut 0 ou 1 . 
9eI F

 9 9 9 

Quel que soit cp 6 Gal(F/Q ) , cp non identité , cp(e) est différent de e ; 
P 

or cp(e) est un idempotent primitif de o(M) ; par suite : ecp(e) = 0 . 

On en déduit : ô ô = 0 , pour tout cp £ Gal(F/Q ) , cp non iden-
9 ( e ) p 

tite 

Ceci signifie que les idempotents eQ figurant dans la décompo­

sition de e avec un coefficient 1 appartiennent à des trajectoires diffé­

rentes, et de longueur maximum [ F : 0 ] . Pour un tel idempotent e Q , la 
P y 

somme 21 ty(eçù e s t égale à la somme L e Q l , où 8' parcourt 
cp€Gal(F/Q ) 9 

P 
la trajectoire de 6 sous l'action de G(F/Q ) ; cette somme est donc 

.H 
égale à l'un des e (cf. § 1 . 2 ) . Par suite, l'idempotent e = 21 co(e) 

i cpçG(F/Q j 
a la forme indiquée dans l'énoncé. P 

PROPOSITION 3. - Soit M un A[G] -module de rang 1 vérifiant 

l'hypothèse d'invariance (H) . On suppose que l'ordre O(M) 

contient un idempotent e v , pour un entier i compris entre 
M 

0 et n . Alors, il existe un corps F. : $ p c F, c E, , tel que 
les ordres o(M)e et F.[G] e aient les mêmes idempotents. 

M 1 M 

P^I^l^lËyPI 1 • ^ * e P^ u s P e t i t corps intermédiaire entre 

Qp et E_, tel que F,[G] contienne tous les idempotents de 0(M)e^ . 

Il existe un idempotent primitif e de 0(M)e tel que les éléments 
M 

cp(e) , cp parcourant G(F./Q ) , soient tous distincts. Les éléments cp(e) 
P 

sont primitifs dans o(M)e v , 2 à 2 orthogonaux, et ils sont au nombre 

de [F : Qp] . D'autre part, le nombre d'idempotents primitifs eg de 

F.[G] e est égal au nombre de caractères 9 de G sur F compo-

sants irréductibles de v{ , soit, puisque F. c E. c QKhJ > , à [F.:Q] 
M i i p i p 
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(cf. § 1 . 1 ) . Les ordres o(M)e v et F.[G] e v ont donc le même ensem-
*i 1 Ki 

ble d'idempotents primitifs. 

COROLLAIRE. - Le corps F. de la proposition 3 est le plus 

grand sous-corps de E. tel que o(M)e contienne l'ordre 
î \ i 

maximal de l'algèbre F,[G] e v 

(p n) 
En effet, pour tout corps F contenu dans Q , l'ordre 

P 

maximal de l'algèbre F[G] est le A [̂G] -module engendré par les idem-

potents eg , lorsque 9 décrit l'ensemble Ip des caractères irréduc­

tibles de G sur F (Ap désignant l'anneau de valuation de F) ; la 

démonstration de ce résultat est analogue à celle de [4] , § 3 . 4 , lemme 2. 

2. MODULES D'ENTIERS DECOMPOSABLES. 

On désigne par L une extension galoisienne du corps local K 

de groupe de Galois G , et par B l'anneau de valuation de L . On 

sait ("théorème de la base normale") que B est un A[G] -module de rang 1. 

On suppose l'extension L/K totalement ramifiée. 

2 . 1 . - Modules d'entiers vérifiant l'hypothèse d'invariance (H). 

Dans le cas n = 1 , tout module d'entiers B vérifie (H) 

(cf. [2] / [3] / [ 4 ] ) . Si n ^ 2 , on ignore si (H) est vérifiée pour une 

extension L/K quelconque. 

PROPOSITION 4 . - Si l'extension L/Q est abélienne, le mo-
P 

dule B vérifie l'hypothèse d'invariance (H) . 

Démonstration : Soit cp un Q -automorphisme de E ; cp se 
P 

prolonge en un Q -automorphisme cp de L , et on note encore cp le 
P 

Q -automorphisme d'algèbre de L[G] défini par : cp( L a g) = L cp(a )g , 
P g€G 5 g 6 G g 

où a £ L . Soit A. un élément de 0(B) ; \ £ K[G] , et pour tout x de 
g 
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B , X.x £ B . On en déduit : çp(Xx) 6 B ; or cp(Xx) = cp(X.)cp(x) ; comme cp(x) 

décrit B quand x décrit B , il en résulte : çp(X.) € 0(B) . (MB) est donc 

globalement invariant par tout Q - automorphisme cp de K[G] ; par 
P 

suite l'hypothèse (H) est vérifiée. 

2 . 2 . - Notations. 

On notera : 
h 

le corps des invariants du sous-groupe G p , 

B^ l'anneau de valuation de , 

TT^ (resp. or) une uniformisante de (resp. K) , 

v^ (resp. VjJ la valuation normalisée de L (resp. K) , 

e = Vjr(p) l'indice absolu de ramification de K , 

o un générateur de G . 
On pose, pour tout entier h , 0 <. h ^ n-1 : 

n n-n ^ n n 
P gêGP 

on voit facilement que e^ est un idempotent de (P [G] , lié à la trace 

de L/L^ P a r : P e ^ = T r ^ /L^ • ^ e s idempotents e^ sont liés aux 

idempotents e v dans K[G] par les relations : 

e x x

 = e r e o 

(i) 

E X H

 e h e h - l 

e y = 1 _ e n - l • 

Ces relations se déduisent facilement des valeurs prises par les caractères 

, valeurs données par : 

i O , si p 1 1 J( h , 

-p 1 " 1 , si p 1 " 1 ^ et p^h , 

p 1 - ? 1 " 1 , si p^h . 
On note t.,t„,...,t les nombres inférieurs de ramification de Il n 

l'extension L/K . Pour tout entier h compris entre 1 et n , on a [8] : 
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h 
P S 

t, < —— , et : t. H t . mod. p . 
h p-1 h 1 

On désignera par a , 0 <, a <> p-1 , le reste de la division de t^ par p. 

2 . 3 . - Ramification presque maximale. 

PROPOSITION 5. - Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) Pour h = 1,2,...,n , e u 6 0(B) 
n 

(ii) Pour h = l ,2 , . . . ,n , t, :> ï—T-l 
n p-1 

ph e 

(iii) Il existe h , 1 £ h ^ n : t. ^ — 1 
n p -1 

(iv) Il existe h , l ^ h ^ n : e ^ € O(B) • 

^Ji^Jl^-lËtÂPi 1 : valuation de la différente de l'extension 

L/K est donnée par (cf. [8] ) : n 

<2> \ V - < p - » < t n + i v 1 + . . . - * n " h - 1 t h + 1 > + • 
n 

Soit | j = [ _ ^ _ i L ] ; on sait ([8]) que JJL^ est le plus grand entier 

tel que Tr ^ (B) c n, B . Par suite, l'idempotent e h appartient à 
' h h

 h 

O(B) s i , et seulement si p. ^ (n-h)p ne . 

La condition (i) est donc vérifiée si et seulement s i , pour tout 

h compris entre 1 et n , on a : 

( p - l ) ( t n + p t n - 1 + . . . 4 - p n " h - 1 t h + 1 ) + p n " h - l > (n-h)p ne ; 

cette inégalité s'écrit aussi : 

(3) ( V ^ ^ ^ V i * 1 ^ ) * » - * " h " 1 ^ + i + l - , S f l ) * 0 • 

p he 
S i , pour tout h , t s i-—- - 1 , il est clair que l'inégalité (3) est véri-

K p 1 
fiée. Réciproquement, si (3) est vérifiée pour tout h , on montre, par 

p he pe-a-X hp 
récurrence, que t, >. ±£—r - 1 pour tout h (remarquer que t, = : , 

h p-1 h p-1 
où X, entier ^ 0 ) . 

h 

On a donc montré ainsi l'équivalence des conditions (i) et (ii). 
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L'équivalence des conditions (ii) et (iii) se démontre en utilisant les re­

lations entre les nombres inférieurs de ramification données dans [5] , 

Rappelons que les nombres supérieurs u^tu^t...gu de ramifi­

cation d'une extension cyclique de degré p n totalement ramifiée sont 

liés aux nombres inférieurs par : 

P 
Pour tout j = 1,2 , . . . ,n-l , on a : 

a) si u, > — 7 , u, M = u+e , 
J p-1 J+1 J 

, * . e 
b) si u, < — r , ou u , M =pu, 

J p-1 J+1 J 
pe 

ou u, , , = — : 
J+1 P-1 

ou pu, < u , M < ? / et u. , i ji 0 mod p . 
J J+1 P-1 J+1 

p^e 
Supposons qu'il existe un entier j : 1^ j £ n tel que t_, >-—j-- l . 

Si j < n , considérons l'extension K . ^ / K . ^ ; cette extension, 

qui est cyclique de degré p , admet comme nombres inférieurs de rami­

fication t, et t, , . On voit que la condition a) est vérifiée pour le 
J J+1 

1er nombre inférieur, t.. , de cette extension ; on en déduit : 
j + 1 j + t. = t. + p j - 1 e , d'où : t . ^ = t, + p Je ;> p J , e - 1 . On démontre 

P 1 J J +1 J h P-1 
i . P e aussi que, pour tout entier h :> j , t^ > " 1 • 

Si j > 1 , considérons l'extension ^ j / ^ j 2 ; c e t t e extension 

est cyclique de degré p^ et a pour nombres inférieurs de ramification 
e t t. . Si t.._^ < -^y , en utilisant la condition b) on trouve : 

j - 1 p p-1 
d'où : 

S 
ce qui est contraire à l'hypothèse. On a donc : t. , ^ —— , et on en 

._ 1 J-1 P-1 
déduit (condition a)) : t j - t ._j = pJ e , d'où : 
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j - 1 p e . j - 1 p; e , 
t. = t.-p e ^ — - - 1 - pJ e = *—— - 1 . 
J-1 J p-1 p-1 

h 
On montre ainsi que pour tout entier h < j , t, > —- - 1 . Ceci achève 

h p-1 
la démonstration de l'équivalence des conditions (ii) et (iii). 

Si la condition (iv) est vérifiée pour une valeur h , on a l 'iné­

galité (3) pour la môme valeur de h ; par suite, la condition (iii) est 

vraie pour un h' > h . D'autre part, il est clair que (i) implique (iv) . 

Ceci achève la démonstration de la proposition 5. 

DEFINITION (c f . [6 ] ) . - Lorsque les conditions équivalentes de  

la proposition 5 sont vérifiées, on dit que la ramification de  

l'extension L/K est presque maximale. 

Exemple : Si e= 1 (par exemple si K = Q , cf. [1] , [6] ) , la 
p 

ramification de L/K est nécessairement presque maximale, car t = a = 1. 

Remarque : Si la ramification de l'extension L/K est presque 

maximale, les nombres inférieurs de ramification de l'extension sont donnés 

p e-a 1 , 
t, = -—=— , 1 £ h <; n , 
h p-1 

et on a l'égalité : e, B = B, (en effet u. vaut alors (n-h)p e) . 
h h 

2 . 4 . - Modules B décomposables. 

THEOREME 1. - On suppose que B vérifie l'hypothèse d'inva­

riance (H) . Le. A[G] -module B est décomposable si et seule­ 

ment si la ramification de l'extension L/K est presque maxi­

male . Dans ce cas , pour tout entier i compris entre 0 et n , 

e appartient à 0{B) ; on a la décomposition : B = © e v B . 
x i O î̂ n *i 

Démonstration : Si la ramification est presque maximale, les 

idempotents e h (O^h^n-1) , et donc aussi (§2 .2) les idempotents e^ 

(O^i^n) appartiennent à O(B) . D'où la décomposition : B = © e B . 
0<i^n *i 
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Réciproquement, supposons le A[G] -module B décomposable, 

et la ramification de L/K non presque maximale. 

LE MME. - Si la ramification de l'extension L/K n'est pas  

presque maximale, on a les inégalités : 

v L ( e , + 1 B ) > v L(e,B) , pour i = 0 ,1 ,2 ,...,n- 2 • 

En effet, posant v. = v (e.B) , on a (§2.3) : 

1 J_j X 

v. = p n" 1(ia i-(n-i)ep 1) . 

On en déduit 
n . n - i -1 , v 

v i + 1 - v . = P e +p ^ 1 + 1 - P H i ) ; 
d'où : 

v i + r v i > p ' e - l p - D l t ^ + D p 1 1 " 1 " 1 - ? 1 1 " 1 - 1 . 
Comme la ramification n'est pas presque maximale, on a : 

i+1 P e-a-p 
S+i 6 — F ï • 

D'où : v i + i - v i > ap , ce qui entraîne le résultat du lemme. 

Comme le A[G] -module B est décomposable , et vérifie l'hy­

pothèse (H) , il existe un idempotent e de o(B) de la forme : 

e = à-ey i avec ô, = 0 ou 1 (proposition 2, § 1 . 4 ) . 
Cki^n 1 X i 1 

En utilisant les relations (1) du § 2 . 2 , on trouve : 

e - S < V W V 6 „ • 
O^i^n-1 

Il existe donc dans o(B) un élément X de la forme : 

X. = TJ ô'.e. , avec ô'. = 0,1 ou -1 . 

Soit i n le plus petit entier tel que ô! ji 0 , et soit x un u i Q 

élément de B tel que v T (e, x) = vT(e< B) . On a : v T (e , B) < v,(e.B) , 
L i 0 L 1Q L 0 L 1 

si i > i n , d'après le lemme ; par suite, v T (e, x) < v T(e,x) , si i > i A . 
(J L 1Q L i U 
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On en déduit : v_ (& x) = v_ (Xx) ^ 0 , et donc : vT (e< B) :> 0 , c 'est-
L LQ L L 0 

à-dire : appartient à O(B) . Donc, d'après la proposition 5, la 
0 

ramification de l'extension L/K serait presque maximale. Par suite, si 

le module B est décomposable et vérifie (H) , la ramification est pres­

que-maximale . 

L'étude de la décomposition de B en somme de A[G] -modules 

indécomposables nécessite la détermination de l'ordre associé O(B) . 

3. ORDRE ASSOCIE A B . 

On suppose l'extension L/K totalement ramifiée, et de rami­

fication presque maximale. 

Pour déterminer l'ordre associé o(B) , on sera amené (§3.3 et 

§ 3 . 4 ) à supposer l'indice e de ramification de K premier à p . 

3 . 1 . - Les modules B' et leurs ordres associés 0' . 
h h 

Pour tout entier h compris entre 0 et n , on note : 

e B = B' , 0(B)e = & . 
X H h X H h 

On montre facilement : 

PROPOSITION 6. - Si la ramification de l'extension L/K est  

presque maximale, le A[G] -module B (resp. le A[G] -module 

O(B)) se décompose en somme directe de sous-A[Gl -modules : 

B = © B' (resp. 0(B) = © ©' ) ; 
0<;h<n 0<h£n 

B,' est le sous-module des éléments de B u de trace nulle 
h n 

sur L u , , et 0\ est l'ordre associé à B' dans K[G] e . 
n-i n n 
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La proposition 6 ramène l'étude du A[G] -module B et de son 

ordre associé o(B) à celle des modules B' et de leurs ordres asso­
rt 

ciés o' . 
n 

On a : B' = A et 0' = A ; si h ^ l , l'extension L,/& 
u U n 

ayant une ramification presque-maximale, l'étude de B{ et 0' se 
n n 

conduit, pour le degré p , comme celle de B' et 0' / pour le de-
n n 

gré p n . 

3 . 2 . - La base (b^ de K[G] . 

Pour tout entier i compris entre 0 et p n - l , on note i^, 

i^ ' • • • ' i

n l e s entiers compris entre 0 et p-1 tels que : 

i = i1 + pi 2 + p i +...+ p i . 

On pose (a étant un générateur de G ) : 

b, = (a-1) ( a p - l ) ...(o? -1) n . 

La famille b. , 0 ^ i ^ p n - l , est une K-base de K[G] , puisque b^ , 

comme polynôme en a , est de degré i . 

Considérons, pour tout h compris entre 1 et n-1 , la famille 
h — 1 h 

b.e / p <• i ^ P ; c'est une famille génératrice de KfG] e v dont 
1 \ ' x h 

h h— 1 
le cardinal vaut p -p -1 , c'est-à-dire la dimension sur K de 
K[G] e . Par suite, la famille b. e v , p*1"1 £ i £ p*1 , est une K-base 

Xh 
de K[G] e v . 

x h 
Pour tout couple ( i , j ) d'entiers compris entre p n * et p n - l / 

on note : 

•suj) = i + j . r i l i z p ^ i l c p - n p " - 1 , 
L ( p - i ) p n _ l j 

où, pour un réel x , [x] désigne le plus grand entier <> x . 

n — 1 TII 

LEMME. - Les produits b, b , p <. i , j < p appartiennent 
à l'anneau Z[G] nK[G] e et vérifient dans cet anneau les 

*n 
conqruences : 
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% P b

i + j - ( p - 1 ) p n - 2 ' S i ^ < * n 

-Pb /. ;) m o d P b ,. n - i . si p n à i+j < 2 p n - 2 p n 1 

b.b. s SV')' s(i , j)+p" 

- p b s ( i J ) mod P \ i f j ) + 2 p n - l _ p n > *i 2 p n - 2 p ^ à i + j < 2 p n - P ^ 

p 2 b s ( i , j ) m ° d P 2 b s ( i . J J f p n - 1 ' S i i + j S 2 P n " P n _ 1 • 

H "~ 1 
P i i ^ ^ l Ë l ^ I 1 : Si i ^ p 1 1 " 1 , a p -1 divise b ; comme 

n-1 n-1 n-1 
(oy - l )e -, = 0 , ( a p = a p - 1 ; par suite, b. appartient 

*n 1 

à K[G] e v . 
**n 

Soient i et j deux entiers. On note : 

= ^ + , avec £j = 0 ou 1 , 0 s r <; p-1 , 

et, si 2 ^ k £ n : 

l k + J k + e k - l = r k + \ P 7 a v e c e k = ° ° U 1 ' ° ^ r k . * P " X ' 
En utilisant les congruences : b P , S b j^+i mod pb ^ , pour tout entier 

PK P P 

k compris entre 0 et n-1 , et en remarquant que, si i < j , b divise 

b , on montre, par récurrence sur k , les congruences : 

, , ¿1*2 K

r k A + l + J k + l + V W k + 2 À + j n b,b. S b. b ...b , 1 b . b ...b , i j 1 p p k - l p k p k+l p n - l 

A K

r L r 2 K

r k + 1 À + 1 + J k + 1 K

 1k+2 + jk+2 mod pb b ...b b b ...b . 
p P p P 

La congruence relative à l'indice k = n-1 , s'écrit : 

r\ r , i +j +e 1 r 1 r +1 i +j 
I U -i 1 , n-1 , n n n-1 , , 1 , n-1 , n n b.b. H b, ...b 0 b 1 mod pb, ...b 0 b , . i j 1 n-2 n-1 1 n n-2 n-1 P p P p 

Si i+j < p n , on en déduit la congruence figurant dans l'énon­

cé du lemme. 

Si i+j > p n , utilisant la congruence : b P , S -pb , mod pb^ , 
p n - l p n - l n-1 

on trouve : _L1 , 0 

ri r , r +1 r, r 1 r +2 
, u , 1 u n-1 , n , , 1 , n-1 , n 
b.b. b -pb, ...b 0 b , mod pb, ...b n b i j p n-2 p n - l 1 p n-2 p n - l 

n n— 1 
le cas r <> p-2 équivaut à : i+j < 2p - 2p et on a la congruence 

n 
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énoncée dans le lemme. Si = p-2 (resp. r n = p - l ) , alors 

0 n 0 n-1 . , . 0 n n-1 , n n-LX 

2p - 2p ^ i+j < 2p -p (resp. i+j ^ rp -p ) , et on obtient le 
2 

résultat annoncé en remplaçant b p , par -pb , mod pb ' , . 

3 . 3 . - L'ordre maximal de K[G] . 

Soit % l'ordre maximal de A dans K[G] ; l'ordre % se 

décompose en somme directe : 

% = e ??<e , 
Oshàn *h 

et 7}{e est l'ordre maximal de A dans K[G] e v 

PROPOSITION 7. - On suppose, si n > 1 , l'indice e pre­

mier à p . Le A-module tye admet pour base : 
x h 

[ iS ] 
u / (p-l)ph-! h-1 . h b. e v /or A 'P , p s i < p . 

i X h 

Démonstration : Notons fit, le sous-A-module de K[G] e v  
h x h 

R ÎÊ. N 
( 1 ì h— 1 v» engendré par les b . e v /m ^P - 1 'P , p ^ i < p ] 1 . 

1 \ 

Les algèbres K[G] e^ et K[X] / $ , (X) sont K-isomorphes 
X h P h 

(cf. § 1 . 1 ) . Comme e est premier à p , le polynôme $ ,(X) se dé-

compose en produit de r polynômes irréductibles (cf. § 1 . 1 , remarque 2) ; 

on a r = - , avec m = [K^ :K] . Il existe un K-isomorphisme d'al-
m (p hl r _i gèbres f : K[G] e - (KV H ' ) ; l'ordre %e est l'image par f de 

h h h 
(A , ) r , où A v désigne l'anneau de valuation de K^p ) . 

P P 

Les composantes dans les corps K̂ P > des f(b.e ) sont 

( h ) ( h ) h 

pour valuation i e ( K № | Q P ) (où e (F' |F) désigne l'indice de rami-
P 

fication d'une extension F ' / F ) . On montre : 
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LE MME 1. - On note : m = qd et f" = e'd , où d = pgcd(m,f). 

Alors les indices de ramification des extensions K ^ / K et 

K ( P ) / Q ^ sont donnés par : 
P 

e(K^\K) = q , e ( K ( p ) | Q ( p ) ) = e' . 

ie (N^\ 

Par suite, or [ r—r] a dans K^p ' une valuation majorée 
( p _ 1 ) p h h 

par : qp h 1 — 1 6 , . = ie' = ie(K(P ) )) ; on en déduit : ) c (A J r , 
(p-Dp 1 1" 1 p h p h 

et on a l'inclusion : c: fflev 

h x h 

Pour un réseau M de K[G] e v , on note a(M) le discrimi-
\ 

nant de M , par rapport à la forme bilinéaire associée à la trace de 

K[G] e . On a- : A(^e ) = ô r , où 6 désigne le discriminant de 
h h 

l'extension K<P ) / K . 

LEMME 2. - La valuation dans K du discriminant ô de _ 

l'extension K^p '/K est donnée par : 

vK(ô) = d ( p h _ 1 q - l ) + ^ ( ( h - l ) p h - h p h _ 1 + l ) . 

Le lemme 2 se démontre en remarquant que les nombres infé­

rieurs de ramification de l'extension K̂ P ^ / K ^ sont égaux à (p^-lje 1 , 

l é k â h - 1 ; on en déduit la valuation de la différente de l'extension 

K ( P V : 

v , h ( ^ ( K ( p ]\K)) = p h " 1 q - l + e ' ( ( h - l ) p h - h p h " 1 + l ) . 
K(P ) 

La valuation du discriminant ô en résulte en prenant la norme. 

D'autre part, on a : 

= A(A[G] nK[G] e y )ar~ 2 c , 
h x h 

ie 
avec c = £ [ VTt! • 0 n montre : 

ph-^Kph ( P - D P h _ 1 

A(A[G] fl K[G] e y ) = phP^h-Dp*" 1

 A 
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e . h h-1 1 X rd . h-1 
c = ^(p +p -1) - Y ( p q- 1) . 

On en déduit : A(î7(' ) = A(7/( s ) , et par suite : 71\'. = 7ftev 

h x h h x h 

3 . 4 . - Description des A[G1 -modules BĴ  (cas a ^ 0) . 

Pour tout entier i compris entre 0 et p n - l , on pose : 

S(i) = i ^ i 2 + ...+i , e(i) = l + 

P 
T(i) = i t +i 1 9 +.. . + i t , T'(i) = T(i)+ae(i) . 1 1 l l n n 

On montre facilement les propriétés suivantes : 

(1) T'(i) H a(S(i) +e(i)) mod p . 

(2) Si x , 0^x<;p-2 , désigne le reste de la division de S(i) 

par p-1 , on a : 

S ( i ) + e ( i ) s | ° fflodp'sl x s ° 
( x+1 mod p , si x / 0 . 

(3) T'(i) = I ^ + i E ^ 
p-1 p-1 p-1 

en notant, pour tout réel x , x̂ = x - [ x ] . 

PROPOSITION 8. - On suppose a non nul. Pour tout entier i 

compris entre 0 et p n - l , on a : v T(b.rr a) = T'(i) . 
L i n 

Démonstration : On remarque que 

v L(b x) = v L(x) + t h + 1 si v (x) i 0 mod p 
P 

> v L(x) + t h + 1 si v L(x) s 0 mod p . 

Il en résulte facilement : 

v T ( b . T T A ) = T'(i) , si S(i) £ p-1 . 

L i n 
On fait l'hypothèse suivante, qu'on suppose vérifiée si S(i) £ h(p-l) : 
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a) v.(b.TTa) = T'(i) ; 
L i n 

b) si S(i) s 0 mod (p-1) il existe des unités u et v de A 
+ n u a T'( i) /p, a, , T'(i)+a+l 
telles que : b. rr = n ' (u+vrr ) mod n i n n-1 n n 

Soit i un entier tel que S(i) = h(p- l )+ l , et soit k tel que 

i k ^ 1 ; posons j = i-p^" 1 . On a : S(j) = h(p-l) . En appliquant b) 

pour la valeur j , on trouve : 

v L ( b V ) = vL(b k _ l b T T a ) = T ' ( j )+a+t . 
P 

Utilisant alors la propriété (3), on montre : 

T ' ( j )+a+ t k = T'(i) . 

Par suite, un entier i tel que S(i) = h(p-l)+l vérifie a) ; on en dé­

duit alors facilement la propriété a) pour tous les entiers i tels que 

S(i) ^ (h+l)(p-l) . 

Supposons alors S(i) = (h+l)(p-l) , et notons i* = max(i. , . . . , i ) . 
1 n 

Montrons d'abord la propriété b) lorsque i* = p-1 . 

Soit k le plus grand entier tel que i k = p-1 . 

Si k < n , on pose j = i + p k " 1 ; alors S(j) = S(i)-(p-2) < (h+l)(p-l). 
On a : b . n a = TT^ ^ ^ ( U A + U . . T T + . . .+U rr a +. . . ) , où les u. appartiennent à i n n-1 0 1 n a n i 
un système de représentants dans A du corps résiduel de K . En remar­
quant que v T(b ,TIT^)/p) z T (i) + pt. , 

L k-l n-i K 
P 

v_(b . 1 T T t ' ( i ) + * = T'(i)+€+t. (si u e ^ p - i ) , 

L D k-1 n K. 

et de plus que T1 ( i)+a+t k = T'(j) , on trouve : 
u i , u 0 , . . . , u - sont nuls, et u est une unité de A . 1 i a-i a 

On a donc démontré dans ce cas la propriété b) . 

Si k = n , b b h pb , mod pb 1 , d'après 
p 1 1 " 1 1 i + 2 p n - 1 - p n i + S p ^ - p * 

le lemme du § 3 . 2 . On pose j = i+2p n "~ 1 -p n ; alors 
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S(j) = S(i) - (p-2) < (h+l)(p-l) . On démontre alors la propriété b) pour 

l'entier i par une démonstration analogue à la démonstration précédente, 

en utilisant l'égalité : 

T'(i) + a + t n = p ne +T'(j) , 

égalité qui résulte de la propriété (3) . 

Ceci achève la démonstration de la propriété b) lorsque 

S(i) = (h+l)(p-l) , et i* = max(i 1 ) = p-1 . On termine la démons­

tration par récurrence sur i* . Supposons que b) soit vérifiée pour 

i* = p-1 , p-2 , . . . , a+ l , et soit i tel que i* = a ; il existe un in­

dice k tel que = a , et un indice h tel que i^ >. 1 . Soit 

j = i + p k - l _ p h - l ; o n a : S(i) = S(j) , et j * = a + l . L'indice j vérifie 

la propriété b) ; on montre qu'il en est de môme pour i , en calculant 

la valuation de b , __1 = b et en remarquant, grâce à la pro-
i+p n 1 j+P 

priété (3) que : T'(i) + a+t k = T'(j) + a+ t h . 

Ceci achève la démonstration de la proposition 8. 

THEOREME 1. - On suppose a non nul et , si n > 1 , e 

premier à p . Le A-module Bĵ  admet pour base : 

i a y [T ' ( i ) /p h l h-1 . h 

i h ' P ^1<P • 

P J l ^ l ^ I Ë y ? ! 1 : ^ suffit de faire la démonstration pour le cas 

h = n (cf. § 3 . 1 ) . Pour i compris entre p n - 1 et p n - l , on a : 

b. = b , a . , et donc : b. n a = b.e , n a . Par suite, les éléments b .Tr a , 
i i Kn

 1 n i A. n i n 

p n - l ^ i < p n ^ forment une K-base de e^ L (cf. § 3 . 2 ) . Notons 

, a , [T'(i)/p n] . * , . • n-1 , n 
p. = v^r/w /' d'après la proposition 8, pour tout i : p ^i<p , 

g, a une valuation positive et donc appartient à B' = e v B . De plus, i n \ R 

on a : vT((3.) = T'(i) - p n [T ' ( i ) /p n ] < p n . On va montrer que les valua-
JL 1 

tions v^(g^ sont toutes distinctes. 
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LE MME. - On suppose, .si n > l , e premier à p . Si les en­

tiers i , j , compris entre p 1 1 " 1 et p n - l , sont distincts, 

alors T'(i) i T'(j) mod p n . 

En effet, d'après la propriété (3), la congruence T'(i) =T'(j) mod p n 

équivaut à : pie - a(p-l) ^ i i l l i s pje - a(p-l) s ^ ^ 1

 m o d p n . Ceci entraîne 

S(i) = S(j) mod (p-1) , d'où i = j , si n = 1 . Si n > 1 , on a de plus : 

ie = je mod p 1 1 " 1 , et donc i = j mod p 1 1 ' 1 . On en déduit i = J . 

La famille g, , p n ^ i < p n , est une K-base de e L , et i X n 

les 3± ont des valuations distinctes, comprises entre 0 et p n - l ; c'est 

donc une A-base de B1 . 
n 

Remarque : Le lemme ci-dessus montre que, lorsque i varie 

de p 1 1 " 1 à p n - l , T'(i) prend modulo p n toute valeur non congrue 

à a modulo p . 

Dans toute la suite, on supposera, si n > 1 , l'indice e 

premier à p . 

3 . 5 . - Description des ordres . 

DEFINITIONS. -

1. Pour tout réel x , £(x) désigne l'ensemble des entiers j 

positifs tels que, pour tout entier j ' vérifiant : 1 <> j ' < j , 

on ait : j^x > jx . 

2. Soit un entier h compris entre 1 et n ; Ê^la/p) désigne 
V» — 1 Y\ 

l'ensemble des entiers i , p à i < p , satisfaisant l'une  

des conditions a) ou b) suivantes : 
a) 1 - ^ t t < -T-(eU)-l) , 

b) 4 - ( e ( i ) - l ) < 1 - ^ <. et ( p - l ) ( l - ^ 7 ) 6 £ ( a / p ) . 
P h ^ P ^ 
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THEOREME 3. - L'ordre Q'h admet pour A-base la famille 

[T( i ) /ph ] + 6 h ( i ) 
b e y /m , p £ i < p , 

où ^ ( i ) vaut 1 ou 0 suivant que i appartient ou non à 

£ h (a/p) . 

P^I^Jl^L-\}9D • ^ suffit de démontrer ce résultat lorsque h = n . 

Traitons d'abord le cas a = 0 ; dans ce cas £. (a/p) est vide 
n 

et "^P" = — 7 . Il s'agit donc de montrer que o1 coïncide avec 
P N ( P - D P " ' 1 

l'ordre maximal î^e v (proposition 7) . Ceci résulte de l'inégalité suivante, 
valable pour tout x de B : 

v_(b.x) > vT ( x ) + i 1 t 1 +...+ i t L i L 1 1 n n 

iipe pie 
comme a = 0 , i 1 t 1 +...+ i t = 1 +...+ r = —- , d'où : 

i l n n p-l p-l p-1 
v T ( ( b . / J T ( l ) / / p n i ) x ) > 0 , et donc b , / J T ( l ) / / p n ] e o' . L'ordre & contient L 1 1 n n 
donc l'ordre maximal 7i\ey et par suite coïncide avec lui. 

n 

Supposons maintenant a f 0 . Notons : 

n— 1 
v(i) = , = v(s(i,j)) + e [ 1 + j " P 1 . 

P n L ( p - l ) p n " l J 

LE MME 1. - Soit un entier j compris entre p n 1 et p n - l . 

Le A-module B' admet pour base la famille b.b^/m* , — n i j n 
p 1 1 " 1 < i < p n . 

En effet, on montre que les s ( i , j ) prennent toutes les valeurs 

comprises entre p11""1 et p n - l / quand i varie de p n ~ L à p n - l ; 

les congruences du lemme du §3.2 montrent que b i b , rr a /o r v ^ ^ a même 
( s ( i ' ) ) J ^ 

valuation que b . x n
a /nr v s 1 / J . L e lemme 1 résulte alors de la dé-

s( i , j ) n 
monstration du théorème 2. 

LEMME 2. - On pose : y(i) = Min{v' (i+j)-v(j) ; P 1 1 " 1 ^ ? 1 1 } . 

L'ordre & n admet pour A-base la famille b . , p n *£i<pn . 
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Ceci résulte immédiatement du théorème 3 , et du lemme 1. 

LE MME 3 (dû à J .P . Bertrandias). - Pour tout entier i , 

p n 1 £ i < P n / on a : y(i) = [ ~ - ] + ô (i) / où ô (i) vaut 
pn n n 

1 ou 0 suivant que i appartient ou non à & n(a/p) . 

En évaluant la différence v1 U+J) - v(j) / on trouve : 

v . ( 1 + i ) - v ( j ) . m + n z + i ( t ( 1 ) . 1 + 6 . . , . E i t a i 

s o n + S 0 h i £ 2 4 
OÙ ô: = T - 1 E - 1 p - 1 

1 / J ' l , dans le cas contraire. 

D'après le lemme 2, on en déduit : 

Ytt) " + 6nU> . 

o ù 6 ( 1 ) . Mm { m + m + ^ i M - w . j . ï M , . 

T(i) a T' (i) 
Si + — e(i) < 1 , on peut choisir j pour que — = 0 

^ n p n ^ n 

(prendre j = (p-l)p 1 1 - 1 ) ; par suite ô (i) = 0 . 
^ n 

Si î - ^ - + ^ i # n est clair que ô (i) ^ 1 ; en choi-
^ P n n 

sissant j = ( p - l ) p n - 1 , on voit que ô

n ( i ) = 1 • 

Supposons 1 - — e(i) <> -^-^ < 1 - — (e(i)-l) . 
p n ^ P n 

L'entier ô (i) est égal à 0 si et seulement si il existe un 
n 

entier j , pn"~ < j < p n tel que l'on ait les 2 inégalités : 

p-1 ^p-J. p-1 

(2) < 

(en effet d'après les hypothèses faites, î - l i ) = Ziil + — e ( i ) - i < J L ) , 
^çP ^ P n p n 
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L' inégalité (1) s'écrit aussi : 

( p - i ) 5 i i h i + 2 < ( p - D d - ^ L i , , 

c 'est-à-dire, en posant : 

t ^(i § U h i ^ , , n s ( j ) - i 

q. = ( P - D ( l - . q. = ( p - D - ^ r r + 2 , 

(1') q J â q i • 

L'inégalité (2) entraîne : 

(S( j )+s( j )V^< ( 1 - S a ) ^ e a ^ | , 

ce qui s'écrit aussi : 

Si ô (i) = 0 , les inégalités (T) et (2*) sont vérifiées pour 
n 

un certain entier j ; ceci entraîne : q f£ £(a/p) . 

Réciproquement, supposons : q. £(a/p) . Soit un entier x 
x a compris entre 1 et a tel que — = q1 — , avec 2 < q" < q, . D'après la № P i 

remarque du § 3 . 4 , il existe un entier j compris entre p n et p - 1 

tel que : T ^ = — ; on a alors (S(j)+e(j)) — = — = q' — , et on en dé-
^ P n P ^ 

duit : q1 = . Les inégalités (1) et (2) sont donc satisfaites pour 

cet entier i ; d'où ô (i) = 0 . 
n 

Ceci achève la démonstration du lemme 3 , et du théorème 3 . 

3 . 6 . - L'hypothèse d'invariance (H) . 

Le théorème 3 admet le corollaire suivant : 

COROLLAIRE, - Si l'extension L/K a une ramification presque  

maximale, le A[G] -module B vérifie l'hypothèse d'invariance (H) . 

En effet, tout élément \ de o(B) s'écrit : 

X = L X. h b e , où k. . € K , 
O^h^n I ' n 1 x h 1 / h 

ph ' ^Kph 
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T*(i) 
avec : vv{\. _) > - [ — — ] + ô, (i) . Comme les éléments b. et e v , Js. 1,11 pH n i \h 

appartiennent à Q [G] , il est clair que 0(B) n E[G] est globalement 
P 

invariant par tout (p^-automorphisme cp de E[G] . 

3 .7 . - Etude des différences [ ^ r ] - ( [ ^ ~ ] + àAi)) . 
ph p h h 

LE MME. - On suppose a^O , soit un entier h compris 

entre 1 et n, et soit i un entier compris entre p*1""'' et 

p h - l . La différence [^4r] - ( [ + M D ) vaut 0 ou 1 ; 

p n p n h 
elle vaut 1 si et seulement si : 

- ^ ( e ( i ) - l ) < 1 < - ^ s ( i ) , et ( p - D d - ^ h - 1 ) i e ( a /p ) . 

En effet, on trouve : 

r T'(i) , r T(i) , . _ T(i) T'(i) , a 
L—H"J " L — R I - M i ) = —r R- + - R e ( i ) - ô h ( i ) 

p P h h ^pj} ^pjî P h 

N • I T ( I ) A 

(0 / S I 1 -—FF > -TT ¿(1) 
l 1 c /• \ . , T(i) a < L - ô h ( i ) , SI — E(X) 

on en déduit le résultat annoncé. 

PROPOSITION 9. - Si l'entier a est nul ou divise p-1 , B 

est un Q-module libre. 

Démonstration : Si a = 0 , O coincide avec l'ordre maxi­

mal de K[G] , et donc B est libre sur O [7] . Si a divise p-1 , 
a a 

on montre qu'un entier q , 0<q<p , tel que q— < — , appartient à 
<Ss P 

e(a/p) . Soit alors i tel que - \ U(i)-l) < 1 - ^77 < Ar e(i) ; on a : 
P vgi} P 

-T(i)-a(e(i)-l) ^ a . h-1 -T(i)-a(s(i)- l) _ ( ( . m ç , u n a . a . 
- < —r / d'où p r - Up-l)eU)-oU)+l)7r ^ t; , 

\ P ! V P ^<È>^ ^ ^ L ^ ^ 

or (p-l)e(i) - S(i) + 1 = (p-l)(l - *) ; le lemme ci-dessus entraîne 

donc : ô h(i) = 0 , pour tout i . 
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On en déduit : B' = (V T\. , pour 1 < h <> n et donc : B = 0 9 , 
h h h 

en posant 9 = e v ^ + e v rr a , +...+ e.. n? +...+ e v 1 . 
Xn n X n-1 Xh h X 0 

4 . DECOMPOSITION D'UN A[G] -MODULE D'ENTIERS B DANS LE CAS  

DE RAMIFICATION PRESQUE MAXIMALE. 

4 . 1 . - Comme dans le § 3 , "L/K désigne une extension cyclique to­

talement ramifiée de corps locaux, le groupe de Galois G de l'extension 

étant d'ordre p n . On suppose que la ramification de l'extension est  

presque maximale (cf. § 2 . 3 ) , et que l'indice absolu de ramification de 

K , e , est premier à p ( s i n > l ) . 

Rappelons (§3.1) que le A[G]-module B se décompose en 

somme directe : B = © B' , avec B' = e v B . Trouver la décompo-
O^h^n h h 

sition de B en somme directe de sous-A[G] -modules indécomposables 

revient à trouver la décomposition des A[G] -modules BĴ  . Ce problème 

est équivalent à la recherche des idempotents primitifs de 0^ . 

4 . 2 . - Enoncé du résultat. 

Rappelons que, pour tout corps K , on note I l'ensemble 
K 

des caractères irréductibles de G sur K . 

On montre : 
i / àï a = 0 ou, a divise p-1 

THEOREME 4 . - On note I = j 
' 1^ , dans le cas contraire. 

1) L'ensemble des idempotents primitifs de o(B) est {e ;x^I ] ; 
X 

2) La décomposition de B en somme directe de sous-ArGl -

modules indécomposables s'écrit : 

B = © e B . 
X€I x 
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4 . 3 . - Démonstration du théorème 4. 

On sait que l'ordre 0(B) vérifie l'hypothèse d'invariance (H) 

( § 3 . 6 ) . On peut donc utiliser les résultats du § 1 . 4 . 

Comme l'indice e est supposé premier à p , tous les corps 

E. = KnQpP^ coincident avec E = KflQ^ (remarque 2 du § 1 . 1 ) . 

Pour tout corps F contenu dans , on note : 
P 

m F - [ f l f , P , : « , r p - [ F : q y . 

On désigne par F^ le corps compris entre et E tel que f^[G] 

et 0' = 0(B) e v aient même idempotents (proposition 3 du § 1 . 4 ) . 

LE MME 1. - F^ est le plus grand sous-corps de E tel que, 

pour tout i compris entre p*1"* et p^-l , on ait : 

(v IR ^ i a S(i) T(i) e(K F ) — - -R R- + 6, (i) ^ 0 . 
mF p p (p-1) \P , 
N 1 / 

En effet, d'après le corollaire § 1.4, est le plus grand 

sous-corps de E tel que Ojn F,[G] contienne %, e , ordre maximal 
h h F h X h 

de F [G] e v . On a (cf. § 3 . 3 et § 3 . 5 ) 
n x h 

p h - l 
O'nETG] = L a.b.e v ; a .€F. et ^ (a.) i - ^ r p - ^ C ^ A + 6 . (i)) 

P h -1 ir F 

Fh X h . h-1 1 1 X h 1 h Fh 1

 P

h - V i ) 
i=p 

Par suite, F^ est le plus grand sous-corps de E tel que : 

ir 
[ ^ ] +6,(1) s e(K|F' î t - r - j 1 , 

P h h h p ^ p - l ) 

inégalité équivalente à celle qui figure dans le lemme 1 ; on remarque 

que le premier membre de cette inégalité est un entier. 

LEMME 2. - Si a est nul ou divise p-1 , on a : F^ = E . 
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Si 5 = 0 , l'inégalité du lemme 1 est satisfaite quel que soit 

le corps F^ . D'où E = F^ . 

Si a divise p-1 , on sait (§3.7) que + 6 . ( i ) = [ ^ - ^ ] ; 
n ) n n p J P 

l'inégalité du lemme 1 s'écrit alors : 

e ( K l F h ) h-1 h l p - l ) * ° ' rrip p P \ ^ 

inégalité satisfaite pour tout i , quel que soit le corps F^ . On a donc : 

F h = E • 

LEMME 3. - (On suppose a ^ 0) . Une condition nécessaire pour  

que l'inégalité du lemme 1 soit satisfaite pour tout i est que  

les entiers p - krrip , 1 <, k < r̂ , , appartiennent à £(a/p) . 

h — 1 
En effet, si i est un multiple de m^p , c'est-à-dire si 

i, =...= i =0 et i = km„ , on doit avoir 6. (i) = 1 , et donc 
1 n-1 n F h 

(p-l)(l - -^-77-) = p-kmp doit appartenir à £(a/p) . Or on sait (cf. [ 4 ] ) : 

LEMME 4 . - Soit d un diviseur de p-1 . Les entiers p - jd , 

1 £ j £ , appartiennent à £(a/p) si et seulement si a 

divise p-1 et — - divise d . 
a 

Les lemmes 3 et 4 montrent donc que, si a / 0 et a ne 

divise pas p-1 , on a : F, = Q , ce qui achève la démonstration du 
i\ p 

théorème 4 . 
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