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Séminaire de Théorie des Nombres I11.1
3 novembre 1977

GRENCBLE

UNITES CYCLOTOMIQUES

par

Roland GILLARD

Le but de cet exposé est d'améliorer et de comparer des résultats
de H. HASSE ([3]) et de H. LEQOPOLDT ([5]) sur les unités cyclotomiques

d'un corps de nombres abélien réel K .

§1. - NOTATIONS

1.1, Soit u le groupe des racines de 1 dans une cléture algébrique
de @ . On choisit un isomorphisme de @/Z dans u et on note 7

=l

l'image de 1/n . Cn désigne par ] la conjugaison complexe dans @u) .

Soit K un corps de nombres abélien réel et G le groupe de
Galois, E le groupe des unités et h le nombre de classes de K

Désignons par §O le caractére unité de G . Pour tout caractére

(YAY)

de G , défini et irréductible sur @ , introduisons

ker £ = {0eG | (o) = E(1)} , K. le sous-corps de K fixé par ker *
et Gg le quotient de G par’ ker £ ., Le groupe Gg est cyclique :
notons g_ son ordre, dg le discriminant du polyn®me cyclotomique
ng d'inc;ice 9. et choisissons un générateur o() de Gg parmi les

w(ge) possibles. Soit fz le conducteur (resp. Eg le groupe des unités)

U

du corps K: . Pour £ # %o . choissons pour tout automorphisme sur K_ ,
K -

'Y

s , du sous-corps réel maximum de @(¢¢.) , un prolongement & &
b=l

@ ) et définissons un entier de Q(Cng) (cf. [5] §8) par :

S2f:
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Uit

- -1
6. = ﬂ G(Cng—Qng) . (l)

)

-1
Notons d'une part que J opére sur (ng - Cog ) en changeant son signe.

-1
D'autre part, on déduit de 1'écriture de ce nombre sous la forme (,; (1-;f )
g g
la relation :
-1 .14 1+
(Cpg.=Cop) ~ = (1-¢g )
2f¢ ng f

Des remarques précédentes on tire les égalités

6. ., 9= (1s®

uva Do

N (l-gf ) (2)

avec s(&) = cp(fg)/Zg% . Ceci montre que eé est dans Kg ., Pour «a

dans Gg (resp. dans G) désignons par 6% une racine carrée de
a(eg) . On prolonge par multiplicativité cette définition & Z[G ]

(resp. Z[G]) ; pour o« dans Gg (resp. d%ns G), eg"l est dans K
Si ., est un idéal de Z[Gg] , notons egg 1'image de Qj_g par

k]

(St}

l'application ¢ - 6?,'

1.2, Pour tout groupe fini X , désignons par [X] son ordre. Pour

chaque & , introduisons l'idempotent correspondant de Q[G]

1 -1
e. ==—= 2 Elo o . (3)
° [G] 0eG
et ug = [G] .e(,g . Désignons par NG I'indice de Z[G] dans la som-

me directe @egZ[G] ol § parcourt l'ensemble de tous les caractéres
de G définis et irréductibles sur @ . Le discriminant de la Z-algébre
Z[G] est [G][G] : celui de @eg%[G] est []d, . On a donc

A g
(cf [5]1, §1.3)

G

N, = — . 4
G e, (4)

On introduit aussi l'entier CG (cf [3] §14 et §15) :

v(a,) e T [a LS—J [—Ga]—]
c - U _GT =T P \[G]1 P (5)
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ol q est la fonction qui & un entier m associe le nombre d'éléments
de G d'ordre divisant m ; dans le produit p parcourt l'ensemble des
diviseurs premiers de [G] . En effectuant le produit et la division de

N par C et en tenant compte de la valeur de dg et de la relation

G G
[G] = Zcp(gg) , on obtient :

(g.)
_ — [61,%¥%
Ng-Cq T‘Er(gg )
et (ge) (6)
p\g
9, E Cp(gg)/p—l
Ng/Cg = T1—g— =11 11 » '
g g & plg.
>
§ 2. - RESULTATS DE LEOPOLDT
2.1. . Pour chaque § , &# go , considérons 1'élément Yg’ de Z[Gé]
ge/p
ve = T10-0) =
p\gg
e
L'élément 9g est dans K§ et on vérifie qu'on a :
[G] .v u Y
8. §=i®€ avec ®=ﬂ68§. (7)
> g#go >

Désignons par i@I(G) le sous-groupe de E des éléments de la forme
+ @% oU o appartient & 1'idéal d'augmentation I(G) de Z[G] . Son
indice est le quotient du régulateur du groupe @I(G) par 'le régulateur

R de E . D'aprés le résultat classique sur les déterminants de groupes

(cf [3] §11(3)) on a donc :
[E : & ®I<G)] = :k:fl{- 11 8s& .

ot dans le produit Yy parcourt l'ensemble des caractéres de G définis

et irréductibles sur € , avec

s(x) = T xlo™) log 187 .
ceG
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a

Pour évaluer S(%) prolongeons ¥ par linéarité & Z[G] et utilisons

le lemme :

LEMME 1. - Soit L une application Z#Z-linéaire de Z[G]

dans R ; alors pour tout u dans Z[G] , on a :

T x(oeHLluo) = x) T xl(e"HL(e)
ceG oG

Démonstration : ceci se voit par un changement de sommation si

u est dans G . Le lemme se déduit alors par Z-linéarité.

Si x intervient dans la décomposition de § sur € , on a

x(u.) = [G] , si bien qu'on peut écrire :
ko)
20u;
1 -1
S(x) = 57=5 2 x(o )log |e g\
2[G]
oeG
2[Gly.o
1 -1 g
=== T ylo" 1 log|o |
2(G] 0eG g
xve) g -1 2
= —25- Lg—]' 2 xlo Tlog \Bgo\
g cyeG«g
xtre) (g %o a
=T§- %——] X (a)log\l—gf |
g a=1 X
(a,fx)=1
Dans ces égalités, on a considéré yx comme un caractére de Gg , ce
qui permet de définir x(Yg) par linéarité ; puis on a remplacé le carac-
tére y par le caractére de Dirichlet X (de conducteur fX=f§) qu'il

définit et utilisé (2) . D'aprés [3] 5(1.a), on a la formule analytique

du nombre de classes :

§§ @) Yiog|1-¢2 |} = & h.R
s - 2 xla og | bf\ =+ h.R .
X# 1 a=1 X

(a,fx)=1

Pour chaque caractére & , g # F’o , le produit des éléments X(Yg) .

pris sur l'ensemble des caractéres <y figurant dans la décomposition de

(VAL

sur € , est la norme entre (D(ggg) et @ de T;‘(l-gp) . Comme
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CD(ggg) est de degré cp(gg)/p—l sur CD(gp) et que la norme de 1-¢
entre” (D(gp) et @ est p , on obtient :

w(ge) vlg,.)/p-1
5O = 970
st e g
c'est-a-dire d'aprés (6) :
N ((€) PR 2
[E:x0 ] = G] (NG) . (8)

Considérons l'application de I(G) dans E : q - @2.a ; c'est

un homomorphisme dont l'image est d'indice fini donc est encore Z-

, glG1-1

isomorphe a . Son noyau est donc nul.

2.2. Désignons pour tout € , & # ’;o , par mz 1'idéal de Z[GE]
engendré par Yg et posons
Fo=i9m§ Foo=x1,F =T
: g ' g, ' g
D'aprés [5] on a :
0 Ng
THEOREME 1. - [E:F = h+ =
[ ] Gl
] . o . s I(G)
Démonstration : il résulte de 2.1 que l'application I(G) - @
définie par q - @20L est injective. On a donc d'aprés (7), en élevant
au carré pour se débarasser de +1 :
2[G] (y,)
(G G] .2I(G
(F:0' O] = [ T] o 2 gGl 216,
4E ©
o)
=[ & u_Z[G] :[G].LG)]
erg
o
= [@ e, Z[G] : I(G) e, Z[G]]
. 5 go
Par ailleurs, on a des isomorphismes :
Z[G] +eg Z[G]/I(G)eaeg Z[G] = (1-eg )Z[G] /1(G)
o) o o)
~ (l-e_ )Z/UG)n(l-e. )Z ~ Z/[G]Z

g g

(@] o]
et
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Z[G] +e§ Z(G] /Z[G] = eg %/eg

o] (0] o

ZnZG] ~Z/GlZ .

D'ol 1'égalité qui avec (8) prouve le théoréme :

20" @ ) = [ee,2G] : ZGT] = Ng .

§3. - RESULTATS PREPARATOIRES

Si M est un Z-module de type fini, on appelle rang essentiel
de M , la dimension sur ¢ de M&Q.

3.1, Définissons une relation d'ordre partiel sur les caractéres de G

’

définis et irréductibles sur @ par 1'équivalence :

E' <« £ @ K@';Ké'

Pour € , €' vérifiant €' <& , soit N'g g la somme dans Z[GE] des
éléments du noyau de la surjection Gg - Gg' . Pour chaque £ , dési-
gnons par ng 1'idéal de Z[Gg] engendré par les éléments

Ne e
avec &' < § ., Le résultat suivant est da & J. Martinet (cf [2], p.9-10)

PROPOSITION 1. - L'idéal Mg est engendré par Py (o(g))
g

En envoyant o(§) sur Cg, + On obtient alors un isomorphisme :

ZCel /My 3 Zeg ] (9)
2915
)
g
monogéne ; son rang essentiel est donc inférieur ou égal & 'cp(gg) . Com-

me 29°
e

Ainsi par (9) , © peut étre muni d'une structure de Z[gg ] -module
v g

contient Z[G]yg , il résulte de (7) et de la fin de 2.1 que
29
o U8
g€

module est libre de rang 1

le rang essentiel de est @(gg) , c'est-a-dire que ce Z[gg‘] -
[
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3.2. Soit & un caractére de G défini et irréductible sur @ dis-

tinct de go . On peut énoncer

PROPOSITION 2. - Le Z-module Eg/ [ Eg. est libre de
§'<t

rang cp(gg)

Démontrons d'abord quelques lemmes.

LEMME 2. - Pour tout &' , € <¢§ , ngﬁg, est un Z-module

sans torsion.

Démonstration : il suffit de démontrer le lemme 2'

ILEMME 2'. - Scient L une extension finie de @ , ¢ une

2 n— . 1€ .
unité de L , ,/e une racine n€me de ¢ . L'extension

n—.
L' = L(Je) n'est pas une extension cyclique réelle de Q .

Démonstration : supposons en effet que L'/Q est cyclique

réelle : L' contient les racines n!®M€S de 1'unité et puisque L' est
réelle, n est égal 8 2 . Soient d = [L:Q] et o un générateur de

2

VE)

une unité de @ donc vaut 1 . Puisque L' est réelle, on a donc

1+0+.,.+0d-1

Gal(L' /@) : considérons a = ( Il est clair que az est

- 2~0 d
o = +1 . Mais la relation (Ve)~ = -./¢ implique que a9 = -q .

Soit p un nombre premier et désignons par %(p) le caractére
de G défini et irréductible sur @ tel que Ie(p) = g’,/p si p divi-
2

se g. . Si p ne divise pas g

: g + posons g(p) = éo

LEMME 3. - Le groupe (Eg/ 1 E;') ®Zp est _isomorphe & un
g'<g
- d E Z
sous-groupe de ( f::,/Eg(p)) ®Zp

]_D_é_m_o_ris_tfa_at_ig_n : on peut décomposer Gg en un produit direct
™xA ol I est un p-groupe et A un groupe d'ordre premier &8 p .
Soit ) le caractére de A , défini et irréductible sur @ tel que
{oen | rlo) =a(1)} =1 et ey I'idempotent de ZP[A] associé &

par une formule analogtie 4 (3) . Le produit tensoriel de Eg/ ﬂ Egl
g'<E
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avec Z est égal -en notations additives- & e, ({E Z i
o g VB /B, )8Z)  qui

P
est facteur direct dans (Eé/Eg(p))@’Z

o -
zmg

IEMME 4. - l'application canonique de eg

dans Eg/ﬂ E.,
g'<g 7

est injective.

. ; . a 212 (e}
Démonstration : soit 8 un élément du novau, avec o € 29,

------------ g€ 5
On a alors
u_.Q
8.5 =1
S
u_ .o
Mais d'aprés (7) , e; est égal a e[gG] ‘@ ot la nullité de o ré-
sulte alors de la fin de 3.1.
Démonstration de la prop. 2 : les lemmes 2 et 3 montrent que
Eg/ﬂ Eg' est sans torsion. L'application du lemme 4 est injective et
g'<g
son image est d'indice fini, d'aprés le théoréme 1 appliqué a K§; le
o)
rang de E,,/ﬂ E est donc celui de (?;2ng , c'est-a-dire cp(gg)
o g % g
E'<g
d'aprés la fin de 3.1.
§4. - CALCULS D'INDICES
4.1, Pour chaque €& # §o , considérons un idéal mg de Z[G_]
m~ -
o 5
contenant . et posons F_ =+ 86 , F =41, F = F. . On
Y &P g s ‘g T1Fe
suppose que Fg est inclus dans Eg et que la condition suivante est
réalisée :
ilgﬂ'ng
(N)  v& , 6g c T Fg‘
€'<g
Remarquons que Fg ne dépend pas des choix faits en 1.1 lors de la
définition de §_ (choix de G relevant ¢) et de e‘g (choix d'une
b .
racine carrée de 620’). Désignons par %‘é l'image de 9. dans Z[gg]
° g
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par l'application déduite de (9) et N(ng) la norme de cet idéal. On

peut alors énoncer :

THEOREME 2. - lL'indice de F dans E vérifie les égalités :

C

[E:F] =57 (T] M@ h = E:TTE-TTIE, « T E,
578, g g §<§

Pour démontrer le théoréme 2, nous considérerons le diagramme

Pg dg
U AN/ Mg = U UM —= F/F N ] Fo — Eo/T] Eg,
S0 A S A e L il E
qui permet de définir une application 8_ - E / \ \ E_, . Le lemme 4
g §<§ g

et la fin de 3.1 montrent que cette application est injective : il en ré-

sulte que p. est un isomorphisme et que qg est une injection.
>

4.2. Démontrons le lemme :

LEMME 5. - On a [E:F] = [B:ﬂEg] ]‘g‘ [Enggglng

Démonstration : nous allons construire des bases de

(T_\ Eg)/{il} et (ﬂ Fg)/{;tl} . Pour cela numérotons les caractéres E
de fagon a vérifier : gi < f;j = i<j . Ceci est compatible avec la défi-

nition de & _ (§ 1). Observons qu'on a

ﬂ H E‘ = — Egl
k i<k §'<§k

En effet, soit o un élément de Eg qui est dans H E. . Sa
k - 5
i<k 1
norme de K a Kg est une puissance de a qui est dans ﬂ E
k ‘ g' <Dk
Donc d'aprés la prop.2, o est dans ﬂ EF;' . L'égalité précédente
g'<g
résulte immédiatement de l'inclusion ainsi démontrée. Elle permet de cons-
: . k
truire par récurrence une base de (r% Eg‘)/{;tl} : ayant une base de
k-1 1=
ﬂ E: /{ﬂ;l} , on la compléte en remontant une base du Z-module libre

s

/T]E

(cf. prop.Z) 6,
;I<§ .
k

gl
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D'autre part, on a une suite d'inclusions :

ngn T1F:

c F_ N
i<k 21 %k

E. cF_n E_, ¢F F., ¢ F F. .
TME, cF 01l B efnllFpefallf
i<k "1 g <§k k & <§k 1< i
Ces inclusions sont donc des égalités et on peut construire une base de
(T Fé)/{:hl} par la méme méthode que pour (ﬂ Eg)/{il} . Remarquons
que pour chaque k , les bases de F_ /( F.oaner sont en corres-

S oree, 5 Sk
k
pondance avec celles de B_ .
°k
L'indice [\—-\Eg : ﬂFg] est au signe prés le déterminant de
la matrice exprimant une base de (ﬂ Fg)/{:tl} dans une base de
(ﬂEc)/{;tl} . Avec les bases introduites plus haut cette matrice est

triangulaire par blocs, i.e. de la forme :

L] ?

son déterminant est égal au produit des déterminants des blocs ; or le
iéme

k bloc, correspondant a ék , est la matrice exprimant une base de
F_ _ N F_, dans une base de E E_, : c'est au signe prés
¢ PN T F e / 11 Ee gne P

k Tk os'<g k g'<g

[Eg :Fg ﬂ E%,] . D'ou le lemme.
k k¢<§k

°

4.3, On suppose & # %O
_[ ° ﬂ N(Sbg)
LEMME 6. - On a [E_:F \ E_..] =[E_F E_, ] .
—— E)l _1
plo,
];)_é_rr}_o_r_l_s_tga_ﬂ:_i_(_)_n : grace a l'injectivité de qgo pFD , on voit gque
l'indice [Fg E_, 0 E est égal 3 A i.e.
indice [Py 1 Ego B |1 Eg ] estégal & [a47m, @9 ] iee
g'<€ g'<§
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a [%g:mg] = W@Q . L'idéal ﬁg’ est engendré par p]?g (1—ggg ) = Tl‘[ (1-
olg.)/p-1 g Pl9¢
Sa norme est donc (cf. 2.1) ﬂ p , d'ol le lemme.
p\gg
4.4, Le théoréme 2 résulte alors du théoréme 1, des deux lemmes pré-

cédents et de (6).

§5. - APPLICATION A DIFFERENTS GROUPES

5.1. Pour chaque £ , g # %O , soit iué 1'idéal d'augmentation de G
Rappelons d'abord que d'aprés [5], §8, on a : ’
2N
. g e 2
ve' L, e<g , 5, 2% = (c1)%e2M (10)
g %
avec ¢ = s(g") +S(§)gg/g§' et u=1 si fg et fg, ont mémes facteurs

premiers et avec ¢ = S(@)gé/gg, et ueg 91%. sinon. Dans la suite, nous
disons gu'un nombre entier est composé s'il possé&de au moins deux facteurs

premiers distincts.

5.2. Définissons Fgl . P1 , %é comme dans 4.1. D'aprés (10), on a
ug N mé'
vE' ., 9. ¢ .
g §

én’ng prouve (N) . Le théore-

me 2 s'applique et donne (puisque Bl = (I-¢_).Z[G:]) :

. 1
ce qui, compte tenu de l'égalité mg.'ng = 9

C
G 1 R 1
COROLIAIRE 1. - Ona [EF'] =h = T|N@®,) . o0 N@®.)
[G] T g
est égal & 1 si e est composé et a zo si ge est puis-

sance d'un nombre premier 2

Exemple : si G = Z/2Z x Z/2Z x Z/3%Z , on a : [E:F°]=27648h

et [E:Fl] = 16h. Remai’quons que si G est cyclique ﬂ N(EB%) vaut
€485 i
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[G] et on retrouve les résultats de [3] §17 : Hasse y définit pl
comme groupe engendré par un systéme explicite : pour retrouver ce sys-
téme, il suffit de choisir pour chaque § (€ # go) une base de Z[Qg;]

Pl
1 et donc une base

d'ol par multiplication par 1 - ggg une base de iag
de F;/F:ﬂ ( r‘ Fl,) . En procédant comme en 4.2, on obtient un systéme
> B«

qui avec +1 engendre 1:‘1 . Ainsi nous avons rendu canonique la cons-
truction de [3] : elle ne dépend pas du choix de la base de Z[gg 1
g€

effectué pour chaque §

5.3. Pour £ # g soit mé 1'idéal {qe%[Gg] \ieZeE} et définissons
comme dans 4.1, ng , F2 , mg . Posons zg = N(saé)/N(ng) et donnons
>
sa valeur (comparer & [2] p. 85)
, . ! . 2 1 2 1
a) si fg est puissance d'un nombre premier, on a ﬂjg =91F : B =iB§ ,
> bel
g, =1
g
b) si fi; est composé, e§ est une unité. On sait alors que
ml+22[eé] )
egg est inclus dans E . Comme 1'indice de ““g + 2Z[G; ]
- =
dans Z[Gg] vaut 2 , deux cas peuvent se produire :
i) Bg ZK , d'ou 912 = 91; +2Z[G§] . Si e est composé
saé =55é et ag =1 ; méme résultat si 9e est puissance de 2 ., Si
gg est puissance d'un nombre premier impair, 282 =Z[ggg] d'oli
2_ = a Pl

ii) 9_ €K , d'ou 912
]

1 ; si gg est puissance d'un nombre premier ¢ , e =12 .

=

=Z[Gg] . Si gg est composé zg vaut

LEMME 7. - Si fg est composé et gg est une puissance de 2,
on a

dor, o

eg c ieg.

ou &' est tel que [ngKg,] = 2
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Démonstration : si f_ et f n'ont pas les mémes facteurs pre-
miers, la formule (10) donne :

N, . Z[G
>
eg c 165;.

Supposons maintenant que fs-; et fg'

(11) est encore vérifié si s(€') est pair. Si s(€') est impair, notons

.
: (11)

ont les mémes facteurs premiers :

Q(gf§)+ (resp. Q(gfg.)-") le sous-corps réel maximum de Q(gfg) (resp.

de (D(gfp )) . Le diagramme des corps
%I

Ke I &

@ )
Qf§|

+

prouve que fg = ng, et que Kg/Kg' est non ramifiée en dehors de 2
Il en est alors de méme pour Kg/(I) , contrairement aux hypothéses du
lemme. Avec ces hypothéses (11) est donc toujours vérifié. Puisque ’ng

est engendré par N_ , on déduit de (11)

g,g"
ng%[Ggl Z[G

Gg nNkK ¢ (ieg.

]

3 )nk ,

ce qui prouve le lemme 7 d'aprés la définition méme des idéaux 912 et ¥

IEMME 8., - On a ngﬂ ’)’(g = ms.ng , sauf peut-eétre dans le cas
ou fg est composé et 9e est puissance de 2
Démonstration : 1l'assertion du lemme se voit facilement dans

les cas a et b ii) définis plus haut. Dans le cas b i), iug est le
-]

noyau de l'application de Z[Gg] sur Z/2Z envoyant an_.r (T

parcourant Gg) sur la classe modulo 2 de an ., Si bien qu'on peut

écrire un diagramme commutatif ol les lignes sont des suites exactes

0—>9,[§—>%[G] — Z/2Z — 0

g
o l
0 — Y. — Z[G%] — Z/2Z — 0

g

et ol les colonnes sont définies par multiplication par Pg (0 (&)

g
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-cf. prop.l- ou ng(l)., le lemme du serpent permet d'écrire une suite

exacte

2

Z/(2%+Pg§(l)Z) — mé/ug.ng

— Z[G] /ng

Comme ng(l) est la norme de (1—gg ) , il n'est divisible par 2 que
si ge est une puissance de 2 . Si ce n'est pas le cas, le groupe de

gauche dans la suite exacte précédente est nul, d'ou le lemme 8.

LEMME 9. - La condition (N) est vérifiée pour la famille d'idéaux
2
U = 29U_ .
g g
Démonstration : d'aprés les lemmes 7 et 8, il suffit de démontrer
2 2
Ug-Ne g Ue:
8.° "' cie (12)
S )
pour tout couple de caractéres & et &' tels que K soit inclus dans

gl
K avec [Kg‘Kg'] premier, ce que nous supposerons désormais. Il

g

résulte de (10) que (12) est vérifié dans les cas a) et b i). Dans le

cas b ii) on a zuz = Z[Gg] et on sait que 6 est réel, donc que

g€ g€
s(€) est pair (cf(2)). Si fg et fg' n'ont pas les mémes facteurs
N '
premiers, eg%,% et 62, sont dans K -u comme dans (10)- et
l'on déduit de (10) et du fait que K est réel
2
N. p)
5,%‘ u §|
8 = £ 8., .
4 Sg € O
Si fg et fg' ont les mémes facteurs premiers, on a

. _ -1
s(E')/s(g) = .(fg/fg.) (gg/gg.)

et s(€') est pair comme s(€) : c'est clair si fg/fg' est impair ; si

fi/fé' est pair, puisque [Kg:Kg'] est premier, on a forcément
[K;:Kg-] =2 = fg/f‘g- d'od s(g) = s(§') . De la parité de s(Z') on

tire alors de (10) :

N , Z[G_,] A
£,8" _ 3 _
eg ieg. e (& eg. Jn K = & eg,
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Le lemme 9 permet d'appliquer le théoréme 2 & la famille

2
2902
F_ = :teg b (é%% ), Fg = +1 de sous-groupes des groupes E; . En
b= le) s
extrayant alors les racines carrées on obtient :
c N@®)
2 G B
COROLIAIRE 2. - QOn a [E:FFY] = —.h. || —=
: [G] 2
5#50 g

Remarquons que si G est cyclique on peut écrire les résultats

sous la forme :

2 2 h
[E:F7] ||[E TTE.] = ——
g§7g ) g
£'<g M 2
E42,
On obtient ainsi la divisibilité de h par T—[ zg : ce résultat est une
EAE
conséquence de la théorie des genres.
5.4, Dans [2] G. Gras considére 1'idéal iuz = {GEZ[GQ] |+ ec:eEe} '

et suppose G cyclique. Le théoréme 2 s'applique sans cette restriction :

les résultats sont alors similaires & ceux de 5.3 en remplagant la condi-

tion 8 K (resp. 9 K) par 9 K (resp. 6 K.)
g € p. 8 £ e € e g € K¢

rapport & [2] nous avons une formule pour l'indice de p3 (défini

. En plus par

comme dans 4.1) dans E , tout & fait analogue au corollaire 2. On peut
remarquer que lorsque G est cyclique, il résulte du lemme 2' que

pour tout & les idéaux 912 et 9,[2 sont égaux.

€
5.5. Si on pose ht = F ﬂ E pour i=0,1,3 , alors on
g €|<§
peut écrire une formule comparable a [5] §9 satz 21, c'est-a-dire de
la forme
Q; .
K i
h=—"T] he

Qe 5

avec QII( = [E : ﬂ Eg] (c'est un diviseur de 1'indice QI: de [5] ;

QI'( =1 si G est cyclique) et Q1 coefficient ne dépendant pour

G .
i=0,1,3 que de la structure du groupe G . De plus hlg (i fixé) est

une fonction du couple (K,&) qui ne dépend que de K. si i=0,1 ou 3

(vt}
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§6. - LOCALISATION

Soit ¢ un nombre premier et décomposons G en un produit
d'un g¢-groupe I’ par un groupe A d'ordre premier & ¢ . Choisissons
une valeur absolue dans une cléture algébrique Qz de CDz telle qu'on
ait \z[ =1/p . Soit § un caractére de A défini et irréductible sur

0)2 , & non trivial, d la dimension de § et

1
e, = — 2 dlo-1)o
8 [al oeh
1'idempotent de Zz[A] correspondant. Désignons par §%* le caractére

de G induit par &

Pour chague idéal premier ¢ de K au-dessus de 2 , dési-

gnons par Ug le groupe des unités du complété correspondant KQ de

K , qui sont congrues &8 1 modulo le complété de @ . Soit U le pro-

duit des groupes UQ . Considérons (pour i=0,1,2,3) l'intersection
de U et de 1l'image de r! par 1'application diagonale K - ﬂ KQ
gle

Désignons par —éi sa fermeture dans U muni de la topologie produit.

On sait que U/C_fi est un Ze[A] -module. Si ¥ est un caractére de G
intervenant dans la décomposition de &% en caractéres absolument irré-
ductibles sur Q, (on écrit x|&%*) , notons Le(s,x) la fonction L
¢g-adique associée au caractére de Dirichlet primitif X défini par ¥
(cf. [4]). D'aprés [1], le groupe eé(U/C_O) est fini d'ordre

L (1, -
z( x) |-1

d

[e, (U/S)1 = (N)

X\Q*

THEOREME 3. - Pour i=1,2,3, on a :

L (1,x)] !

d 2

e, (U/T)] = (CJ)

x|8*
Si T est cvcligue CI‘ vaut 1 et on retrouve le résultat de
[1], §5.
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Démonstration : soit & un caractére de G défini et irréduc-
tible sur @ . Observons d'abord que si § ne figure pas dans la dé-
composition sur C[)e de la restriction de & & A on a (A opérant sur

Z(G,]/n, via Z[] < ZIG] — Z[G.] — Z[G.]/7,) :
e, (Z[Gg1 /M) 0 Zy) = 0 . (13)

Supposons maintenant que § intervienne dans la décomposition sur Qz
de la restriction de & & A . -Soit g'g le plus grand diviseur de gg

premier & 2 . On voit alors que la restriction de & & T est égale &
q)(glg) fois un caractére ) de 7T défini et irréductible sur @ . Notons

g, I'indice de kerx = {geT |r(g) =r(1)} dans T : g, est la plus

grande puissance de ¢ divisant gg . De plus & est caractérisé par
» . Soit x un facteur de la décomposition de & sur Qei X permet
de définir un isomorphisme
e ((Z[G. )RZ Z : 14
[(2G 1 /) oZ,) — Z (¢ ] (14)

4 un élément e@(&@ 1) avec @& appartenant a Z[Gg] /'fzg , on associe

x{a) ol a est un élément d'image & par la surjection composée
Z[G] — Z[G.] — Z(Ggl/n,

Nous pouvons maintenant aborder la démonstration du théoréme 3,

en notant que l'on peut supposer I non trivial (sinon NI‘ = Cr = 1).

+

Il suffit de montrer que eé((Fi/Fo) QR Z est d'ordre (NF/CI“)d . Or en

8)
raisonnant comme en 4.2 et 4.3, on voit qu'on a :

e ((F z,)] = e ([(al+n )/ @S+ Z

[Q((I/FO)® 2] E [é([ g'ng/ g'ng)]® 2]
D'aprés (13), on peut se restreindre aux caractéres £ tels que 3§
intervienne dans la décomposition sur C[)e de leur restriction a A . On
utilise alors l'isomorphisme (14) : eé((ﬂlémg)cpZz) est envoyé sur

1'idéal de %e[gg] engendré par l—gg : mais § étant non trivial
g €

cet idéal est Z [¢. ] lui-méme. Pour e (@i+7,)8Z_) avec i=2 ou 3,
g 79¢ & % 2
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le résultat est similaire. Par l'isomorphisme (14) , eé((ﬂlg""ﬂg) ®Zz) est
envoyé sur l'idéal de Z [¢. ] engendré par T (1-¢ ) donc aussi
v % plgg P

par 1—;lz (par 1 si ) est trivial). Comme le degré de (Dz[ggg]

sur Cl?ja est d.cp(gx) , la norme de l-ga (si A est non trivial) est

égale 3 la puissance dcp(gx)/(e—.l) de ¢ . On a donc :

CP(g)\)/E-l d
e F/F)ezZ 1 = (T]¢
§ 1 o 2
A
ot dans le produit, ) parcourt l'ensemble des caractéres non triviaux
de ' définis et irréductibles sur @ . Ceci achéve la démonstration du

théoréme en vertu de (6)
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