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Séminaire de Théorie des Nombres I.1
27 octobre 1577

Grenoble

SERIES L DES CUBIQUES X3+Y3 = D , ET DECOMPOSITION D'UN

NOMBRE RATIONNEL EN SOMME DE DEUX CUBES (démonstration d'une
conjecture de Stephens)
par

Jean-René JOLY (Grenoble)

~

On démontre une conjecture de Stephens relative a la parité de
l'ordre en s=1 des séries L des cubiques x3 +¥3 = D . On
en déduit que, si ces courbes vérifient une conjecture de Birch
et Swinnerton-Dyer, alors 50% au moins des nombres rationnels
positifs sont représentables comme somme de deux cubes ration-
nels positifs.

1. INTRODUCTION, RAPPELS (d'aprés Birch et Stephens, [2], [6], [7].

dont nous conservons les notations).

Soit D=1 un entier sans facteur cubique. Notons I‘D la courbe
elliptique X3 +Y3 =D (définie sur le corps @ des rationnels), QD(s)
la fonction zéta globale de I‘D , et LD(s) la série L de I‘D , telle

que (s) = g(s)g(s—l)/LD(s) . Un calcul classique de nombre de points

*D
d'une courbe sur un corps fini (voir par exemple [4], pp. 59-62) montre

que LD(s) est une série L de Hecke, prolongeable analytiquement & C
tout entier ([6], pp. 123-126), munie d'une équation fonctionnelle de la

forme LD(Z—S) = As)L_(s) , et dont l'ordre v(D) en s =1 vérifie une

D
relation de la forme

@ 0P - w)

W(D) désigne ici une certaine somme de caractéres ([6], p. 125) dont

la valeur peut se calculer de la maniére suivante (voir [2]) : on pose

(2) A(D) = le produit des nombres premiers # 3 et divisant D ;
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(3) (D) = +1 = la classe de A(D) modulo 3 ;

on a alors

[o2]
g
n
—
g

n

+1, £3 (mod 9) ;

&
g
2
o
il

0, £2, 4 (mod 9)

(5) Rx) = 2 W(D)

(ot x =1 est une variable réelle, et ol l'accent rappelle que la sommation

est restreinte aux entiers sans facteur cubigue). Il en donne une majoration

R = 3,

b (é comparer avec 1~ —(I—B)X) et ajoute (p. 148, §3)
Dx<sx ¢

" une étude plus détaillée du comportement de R(x) pourrait

montrer que R(x) = ofx) , car il semble que W(D) prenne les

valeurs +1 avec une égale probabilité."
Nous nous proposons ici de vérifier cette conjecture, et plus précisément

de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 1. - Avec les définitions ci-dessus, on a

/4

6) R = 06" Y logx) = olx)

Q-

Ce théoréme sera démontré aux §§2-3. La démonstration consiste

(o3

utiliser (2)-(4) pour ramener R(x) & des sommes S(x;¥x%) , qui sont
peu de choses prés des sommes de caractéres non principaux modulo 9

étendues aux entiers sans facteurs cubiques (voir § 2), puis & transformer
ces sommes S(x;¥x8) par des considérations élémentaires pour en donner

3/4 logx) (voir §3)

une estimation en O(x
L'estimation (6) admet une conséquence intéressante (voir d'ailleurs

[7]1, §2). Notons A (resp. B,C) l'ensemble des D=1 tels que (D)

soit pair (resp. impair, supérieur ou égal & 1). On a évidemment

(7) Rx) = 21 - =1

D=x D=<x
DeA DeB
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Il est bien connu d'autre part que

(8) 1= 1+ T2
D<x D<x Dx<x Q(S)
Dea DeB

L'estimation (€j, combinée avec (7) et (8), implique donc

(9) T~ T2
D=<x D=x 2g(3)
DeA DeB

Comme B < C , la deuxiéme équivalence (9) entrafne

(100 lim( 21/ % 1) 2%:
— D=x D=sx
DeC
en d'autres termes
(11) 50% au moins des cubiques T ont une série L dont l'ordre en

D
s =1 vérifie v(D) =2 1

Soit maintenant g(D) 1le rang de T _(®), groupe (abélien, de type fini)

D
des points (Q-rationnels de I‘D . Admettons la conjecture suivante (conjec-
ture de Birch et Swinnerton-Dyer pour les cubiques x3 +Y3 = D : voir [3],

(61)
(12) quel que soit D , g(D) = y(D)
La propriété (11) se réénonce alors

(13) 50% au moins des cubiques T ont un rang g(D) =2 1

D

On sait enfin (voir [3]) que, pour D =3 et sans facteur cubique, le

groupe PD(CD) est sans torsion : il est facile d'en déduire que les trois

conditions suivantes sont alors équivalentes

(i) g(D) =1 ; (ii) I‘D admet un point @-rationnel "a& distance finie"

(iii) I‘D admet un point Q@-rationnel (x,y) tel que x=0, y = 0.

(Noter par exemple que I‘D(R) est connexe, donc isomorphe au tore de di-

mension 1 , et que par conséquent, si I‘D(Q) c I‘D(R) est sans torsion et

non trivial, il est partout dense dans FD(R).)
La combinaison de (13) et de 1'équivalence ci-dessus donne ainsi

la conséguence annoncée :
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THEOREME (conditionnel) 2. - Si les cubiques I‘D vérifient la conjecture

(12), alors 50% au moins des entiers positifs sans facteur cubique sont

représentable: comme somme de deux cubes rationnels positifs (non entiers

en général : .2 nombre d'entiers positifs < x et représentables comme

2
somme de deux cubes entiers positifs est Of(x /3)).

2. REDUCTION DE IA SOMME R(x) A _DES SOMMES S(y; Xjé))
Cette réduction va s'effectuer en plusieurs temps.

ler temps. - A la maniére de Stephens ([7], p. 147), mais en utilisant

le module 9 au lieu du module 4, on peut écrire

(14) R{x) = RI(X) + Rz(x) + R3(x) ,
avec
(15) R () = T W) ,
nsx
(n,3)=1
(16) R, (x) = ' W@Gn)
3nsx
(n,3)=1
(17) R ) = > w(en) ,
9n<x
(n,3)=1

l'accent indiquant toujours que la sommation est restreinte aux entiers sans

facteur cubigque.

2éme temps. - Pour toute fonction arithmétique ¢ : N - € , posons

(18) Sly;a) = 2 a(n)
n<y
(n,3)=1

On peut transformer les sommes R en sommes S de la fagon suivante :

Somme Rz(x) :si (n,3) =1 , ona 3n =4+3 (mod 9), donc, d'aprés

(2)-(4) , W(@Bn) = 63n) = 4(n) , et par conséquent
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2 nsx/3
(n,3)=1
Somme RS(X) :si (n,3)=1, ona 9n=0 (mod 9), donc, d'aprés (2)-(4),
W(9n) = -8(9n) = -8(n) , et par conséquent
(200 R,(x) = - L 6(n) = -8(x/9;9)
3
n<x/9
(n,3)=1
Somme Rl(x) :si (n,3) =1, on a oubien n=+1 (mod 9), auquel cas

W(n) = 6(n) ; ou bien n=+2, +4 (mod 9), auquel cas W(n) = -&(n)

(voir toujours (2)-(4)) . D'ou

(21) R = T 8- T o)
nsx n<x
n=+1(9) ns+2 ,+4

Les six valeurs +1, +2, +4 (mod 9) sont les éléments du groupe
(Z/9Z)* , cyclique d'ordre 6. Soit X le dual de ce groupe, soit X1
un caractére de Dirichlet générateur de X , et posons Xj = XJI . On vé-

rifie sans peine que xz(n)+x4(n) vaut 2 si n = £1 (mod 9) , et vaut

-1 si n=4+x2, £4 (mod 9) : d'ou

(22) R ) = I (0 + T (0 - I s

! nsx n nsx
(n,3)=1 (n,3)=1 n=+ 1(9)
Un argument classique donne d'autre part, pour a = %1 ,
: Cor2 12 _ -
23) T em = T (¢ T F@xm)im =g D@ T ks,
n<x nsx j=0 ) ) j=0 ) n<x
n=a(9)
d'on
I 1 5 — —_ '
(24) z 5(n) = 3 Z Ix, () +x . (-1 Z (x,8)n)
_ )i J J
n<x j=0 n<x
n=+1(9)

Mais Xj(—l) = (—1)J : le terme entre crochets vaut donc 0 si j =1,3,5,
et vaut 2 si j = 0,2,4 . Compte tenu de cette remarque, et du fait gue
les seuls termes figurant explicitement & droite de (24) correspondent a

des n tels que (n,3) =1 , la combinaison de (22) et (24) donne fina-
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lement (avec la notation (18))

2 2 1
(25) Rl(x) = §-S(x,X26) + §S(X,X4é) -3 S(x,xoé)

32me temps. - On combine (14), (15), (16), (17), et (19), (20), (25).

On arrive ainsi au résultat suivant :

LEMME 1. - La somme R(x) s'exprime & l'aide de sommes S(y;xjé) par

la formule

2 2 1
(26) R(x) = S(x/3;90) - S(x/9;08) + gS(x;xzé) + §S(x;x45) - '?:S(x;xoé)

Le lemme 1, la définition (18) et le fait que Xo(n) =0 si
{(n,3) # 1 réduisent alors la démonstration du théoréme 1 & celle du résul-

tat suivant :

LEMME 2. - Pour j =0,2,4 , on a

3/

(27)  Slyix®) = Oy *logy)

3/4
3. ESTIMATION S(y,’xjé) = Oly / logy) ET FIN DE LA DEMONSTRATION.

Il s'agit de démontrer le lemme 2. Pour simplifier, écrivons x et

X au lieu de xj et y . On a par définition
(28)  S(x;x8) = X' x(n)a(n)
nsx

(n,3)=1

Comme tout entier sans facteur cubique se met de fagon unique sous la

2 . .
forme mn- , avec m et n sans facteur carré et premiers entre eux,

(28) peut se réécrire (avec pour n une nouvelle signification)

(29)  Sxixs) = LT ulmulm) xmn®) s(mn?)

mHZSX

(m,n)=1
(m,3)=(n,3)=1
u désigne ici la fonction de Mo&bius, et on a utilisé le fait que uz est

égale a la fonction caractéristique des entiers sans facteur carré.
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Pour les entiers m , n apparaissant dans cette derniére somme,
on a, d'aprés (2)-(3) ,

o) tm?) = T O =T1& 1716
1c>\mn2

Pour m et n sans facteur carré, ce dernier produit est égal &

m, n

(5’)(5) = x(m)r(n) , A désignant le caractére de Legendre (‘3°-) . Les for-

mules (29) et (30) ménent donc a

(1) Sk;xs) = T (um)xm?am) (Wi m) 6o (m)
mné<x
(m,n)=1
Noter que ¥ et » étant des caractéres modulo 9 et 3 , on a
x(n) = n) =0 si (n,3)#1 (et de méme pour m), ce qui permet d'a-

bandonner les conditions (m,3) = (n,3) = 1 dans la sommation double.

Réécrivons maintenant (31) sous la forme

il
™
T
g
=
S
Do
>
2
™

(32) S(x;x8) u (m) y(m) ,
n<x /2 msx/n2

(m,n)=1

avec | = XA = un caractére modulo 9 non principal (puisque, dans le dual

X de (Z/QZ)* , A est évidemment d'ordre 2 , et ¥ = Xj d'ordre 1
pour j =0 , et d'ordre 3 pour j = 2,4) . Une estimation de la somme

> pz(m) ¥(m) va résulter du lemme suivant :
m

LEMME 3. - Soient n et k deux entiers = 1 et | un caractére de

Dirichlet non principal modulo k . Posons

(33) T (y;¥) = Z u (m) ¢ (m)
n mey
(m,n)=1

On a alors l'estimation

/2

(34) Tn(y; y) = O(yl/z(nk)1 lognk)

s

Admettons provisoirement ce lemme et appliquons-le a la somme

2. de (32) , avec k=9 et y=x/n2 : on obtient
m
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2 1/2logn
(35) 2 i (m) ¢(m) = O(x
ms></n2 ( n1/2)
(m,n)=1

Comme \uz(n)x(nz)k(n)\ < 1 pour tout n , la combinaison de (31) et (35)

donne alors

(36) S(x;x5>=o(x1/2 5 19—‘1—4)

nle/Z nl/z
Enfin, on a évidemment
logn 1
(37) Z 12 = (logy) Z 177
nsy n<sy
et
1 Yy dt 1/2
B8) T =5 =0} &) - ou'
ngy n 1 t

Faisant y = x1/2 dans (37)-(38) et portant le résultat dans (36) ,

on obtient ainsi

3/4

(39) S(x;x8) = Ox logx) ,

ce qui démontre le lemme 2

Reste & prouver le lemme 3 . Posant k¥ = nk , et notant ¥ le
3 . .
caractére modulo k induit par 1§ , on peut écrire

2

(40) T ly:;w) = Z p(m)y"(m)

ms<y
Un argument classique ([5], p. 53) montre d'autre part que

u(m = X uld = = u(d et permet de transformer (40) en
2 2.
d®|m rd4=m

(41) Tn(y;w)= Y owd *ed?) = T u@v¥dd T o)
rdzéy dsyl/z rsy/dz

L'inégalité de Pblya-Vinogradov ([1], p. 320) appliquée a ¥ , caractére

non principal modulo k* , donne

1
(42) T ) = Ok* /2 logk™)
rsy/d2

Si alors on remplace k¥* par nk et si on porte (42) dans (41) en remar-
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quant que lu(d) 'b*(dz)\ < 1 pour tout d , on obtient l'estimation
1/2 1/2
(43) Tn(y; y) = O(y / (nk) / log(nk))

Ceci prouve le lemme 3 et achéve donc la démonstration du théoréme 1.
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