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VIII.1 Séminaire de Théorie des Nombres 
17 mars 1977 
Grenoble 

D E C O M P O S I T I O N DU G AL O I S - M O D U L E DES E N T I E R S D ' U N E 

E X T E N S I O N C Y C L I Q U E DE DEGRE PREMIER D ' U N C O R P S 

LOCAL OU D ' U N C O R P S DE N O M B R E S . 

par 

Françoise BERTRANDIAS 

Soit A un anneau de Dedekind, de corps des quotients K , et soit 

L une extension galoisienne finie de K , de groupe de Galois G . La 

clôture intégrale B de A dans L es t un A[G]-module de rang 1 ; B 

es t somme directe d'un nombre fini de sous-A[G]-modules indécomposables 

e t , lorsque G es t abél ien, cette décomposition es t unique ; elle a été 

déterminée, dans le cas où le corps K es t le corps Q des rat ionnels , 

par H.W. Léopoldt [6 ] . 

On se propose ici de trouver la décomposition de B lorsque G es t 

un groupe cyclique de degré premier, et K un corps local ou un corps de 

nombres. 

Dans le paragraphe 1, on suppose G abélien et on étudie la décom­

position d'un A[G]-module M de rang 1 , en uti l isant les idempotents de 

son commutant. 

Dans le paragraphe 2, on se restreint au cas où G es t cyclique de 

degré premier p , et où K es t un corps local ou un corps de nombres. 

Dans le paragraphe 3 , on traite le cas où le module M est l 'anneau 

B des entiers d'une extension cyclique L de degré p d'un corps local 

K . On verra en particulier que B es t décomposable si et seulement si le 

nombre de ramifications t de l 'extension L/K est "presque maximal" au 
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sens de Jabobinski [5] ; ce résultat avait été trouvé, indépendamment, par 

M.J . Ferton (1975, non publié) et par Y. Miyata [8] . 

Dans le paragraphe 4, on traite le cas où le module M es t l 'anneau 

B des entiers d'une extens ion cyclique de degré p d'un corps de nombres 

K . 

1. DECOMPOSITION D'UN A[G]-MODULE DE RANG 1 ( G abél ien) . 

1 .1 . Décompositions et idempotents. 

On désignera par : 

A un anneau commutatif intègre, de corps des quotients K , 

G un groupe fini, 

M un A [G]-module, de type fini et sans torsion sur A , 

C = End-r^-, M le commutant de M . 
ALGJ 

On sait qu'il existe des décompositions de M en somme directe de 

sous-A[G]-modules indécomposables (utiliser par exemple le fait que l ' a p ­

plication canonique de M dans K ® M es t injective). 

Rappelons les relations qui lient les décompositions de M et les 

systèmes d'idempotents de C . 

PROPOSITION 1. - Soit M = 9 M. une décomposition de M en 
l<i^k 1 — 

somme directe de S O U S - A [ G ] - m o d u l e s . On note e. : M -» M. la pro-
x x C 

jection canonique. Alors {e . | l ^ i<k} es t un système d'idempotents de 
C deux à deux orthogonaux et tel que : 1 = S e . (on désigne 

° l£i<k 1 

un tel système par : "système complet orthogonal d ' idempotents") . 

Réciproquement, à tout système complet orthogonal [e. | l<i<k} d ' i ­ 

dempotents de C correspond la décomposition en somme directe : 
M = © M, , avec : M, = e.M . 

l<i<k 1 1 1 



VIII.3 

DEFINITION 1. - Un idempotent non nul e de C es t dit primitif  

si l ' égal i té : e = e' + e" , où e' et e" sont deux idempotents  

orthogonaux de C , entrafne : e 1 = 0 ou e" = 0 . 

PROPOSITION 2. - Soit M = © M. une décomposition de M en 

somme directe de sous-ALGJ-modules. Le module M est indécompo­ 

sable s i , et seulement si l ' idempotent correspondant e. es t primitif. 

On voit donc que trouver une décomposition de M en somme directe  

de sous-A[G]-modules M indécomposables revient à trouver un système  

complet orthogonal d'idempotents primitifs de C , qu'on notera fréquemment 

pour abréger : système d'idempotents c . o . p . 

1.2. Cas d'un A[Gj-module de rang 1 , G étant abél ien. 

Rappelons les définitions suivantes ([7]) : 

On dit qu'un A [G] -module M es t de rang 1 si M est de type 

fini et sans torsion sur A , et si le K[G]-module K ®^ M es t l i ­

bre avec un générateur. 

On appelle ordre assoc ié à un A[G]-module M de rang 1 le sous -

anneau O(M) de K[G] défini par : 

O ( M ) = U€K[G] I XMcM} . 

Lorsque le groupe G es t abél ien, on a le résultat : 

PROPOSITION 3 . - Soit G un groupe abélien et soit M un A [ G ] -

module de rang 1 . Le commutant C de M est canoniguement  

isomorphe à l'ordre assoc ié à M . 

Démonstration : pour tout X élément de 0{M) , l 'application 

ce : x i - > Xx de M dans lui-même es t évidemment un A[G]-endomorphis-
X 

me de M , D'autre part, on voit facilement que l 'application qui, à tout 

X de O(M) , assoc ie l 'élément cp de C es t un homomorphisme injectif 
A. 
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d 'anneaux. Il reste à montrer que cet homomorphisme es t surjectif. 

Soit donc cp un A[G]-endomorphisme de M . Désignons par 6 un 

élément de M qui engendre K 8^ M comme K[G]-module. On a : 

cp(6) = X6 , avec X € K[G] . 

Pour tout x de M , on a : x = \iQ , avec \i € K[G] ; il exis te d 6 A 

tel que d|i € A[G] . Par suite : 

cp(dx) = d|jcp(e) = diiX9 = dXiaB = dXx . 

On en déduit : cp(x) = Xx , et donc : cp = cp , ce qui achève la démons-
À. 

tration. 

On peut alors énoncer : 

PROPOSITION 4. - (unicité de la décomposition). 

Soit G un groupe abélien et soit M un A[G]-module de rang 1 . 

1) Il existe un unique système S complet orthogonal d'idempotents  

primitifs dans l'ordre O(M) ; S es t l 'ensemble des idempotents  

primitifs de O(M) . 

2) La décomposition : M = © eM est l 'unique décomposition de 
e€S 

• M en somme directe de SOUS-A[G] -modu le s indécomposables. 

Démonstration : on sait que M se décompose en somme directe de 

sous-A[G]-modules indécomposables. Par suite (§1.1) il exis te au moins un 

système d'idempotents c . o . p . dans C , et donc auss i dans O(M) qui lui 

es t isomorphe. L'unicité d'un tel système es t assurée par le lemme suivant 

(dont la démonstration est analogue à cel le du lemme 5.7 de [ lO], ch. III) : 

LEMME. - Soit R un anneau commutatif possédant un système S 

d'idempotents c . o . p . Alors tout autre système d'idempotents c . o . p . 

de R coincide avec S . 

L'unicité de la décomposition de M en résul te , d 'après l 'étude du 

§ 1 .1 . 
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Soit e' un idempotent primitif de O(M) . Notons S = { e ^ , . . . , ^ } . 

On a : e' = e ' e 1 + e ' e 0 + . . . + e ' e l • Pour tout i , l < i < k . e 'e . es t 1 2 k i 

un idempotent ; si i ^ j , e 'e , et e'e., sont orthogonaux. Il existe donc 

un indice i tel que e' = e'e^ et e'e.. = 0 (i^j) . Ecrivant alors 

e. = e' + (e . - e ' ) , on vérifie que e' et e . - e ' sont orthogonaux, et il 

en résulte : e 1 = e. . Ceci achève la démonstration de la proposition 4. 

1 .3. Idempotents de K[G] et idempotents de O ( M ) . 

L'ordre O(M) étant un sous-anneau de K[G] , ses idempotents vont 

s'exprimer à l 'aide des idempotents de K[G] . 

Rappelons comment s 'obtiennent les idempotents primitifs de K[G] , 

(cf. [3]). 

Soit G un groupe abélien et soit K un corps de caractérist ique 0 . 

Pour tout caractère irréductible X de G sur K , on pose : 

X |G | g€G 

Notant I l 'ensemble des caractères irréductibles de G sur K , on a  

les résultats suivants : 

(1) pour tout x ^ I , e es t un idempotent primitif de K[G] et 
X 

K[G]e es t un corps , 
X 

(2) K[G] = © K[G]e , 
X6I X 

(3) [e 1x^1} e s t l 'ensemble des idempotents primitifs de K[G] . 
X 

On en déduit : 

PROPOSITION 5. - Tout idempotent e de K[G] s 'écri t : e = S e , 
X€J X 

où J es t un ensemble de caractères irréductibles de G sur K . 

2 

En effet, on a : e = ZI ee ; l 'égal i té e = e entraîne : 

2 
(ee ) = ee , pour tout x € 1 • Comme ee es t un élément du corps 

X X X 
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K[G]e , dont l 'élément unité est e , ceci équivaut à : ee = 0 ou 
X X X 

ee = e 
X X 

Remarque : si le groupe G es t d 'exposant n , les valeurs prises 

par un caractère \ appartiennent au corps Q engendré par les racines 
ème s 

n de 1 sur le coprs Q des rat ionnels . Par su i te , les idempotents 
(n) 

e , et donc auss i tous les idempotents de K[G] , appartiennent à Q [G] . 
X 

Revenons à l 'étude des idempotents de l'ordre 0{M) et supposons do­

rénavant le corps K de caractérist ique 0 . 

La proposition 5 entrafne immédiatement : 

PROPOSITION 6. - Soit {e . | l<i<k} l 'ensemble des idempotents pri­ 

mitifs de O . Il existe une partition de l 'ensemble I des ca rac tè ­ 

res irréductibles de G sur K : I = U J. / telle que, pour tout 
l<i<k 1 

i : 1 < i ^ k , on ait : 

e. = JJ e 
1 XêJi * 

2. CAS OU G CYCLIQUE D'ORDRE PREMIER ET K CORPS LOCAL OU  

CORPS DE NOMBRES. 

Dans toute la suite (§2 ,3 ,4 ) G sera supposé cyclique d'ordre pre­

mier p . Dans ce paragraphe 2, K dés igne , soit un corps local (de ca ­

ractéristique 0 et de caractérist ique résiduelle p ) , soit un corps de 

nombres. 

On désignera par k soit le corps Q des rationnels p-adiques (si 
P 

K corps local) , soit le corps Q des rationnels (si K corps de nombres). 

2 . 1 . Les caractères irréductibles de G sur K, . 

Notons, dans une clôture algébrique du corps k : 
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L'extension k |E étant galois ienne, on a : 

[ k ( p ) : E] = [ K ( p ) : K] = m . 

Par su i te , les polynômes P.(X) (l^i<r) appar­

tiennent à E[X] . 

On a les isomorphismes : 

K[G] - K[X]A P -I ~ K[X]A-I x K[X]/P1(X) x . . . x K[x]/P r (x) . 

Le groupe G possède donc r + 1 représentations irréductibles sur 

K : une représentation de degré 1 et r représentations de degré m . 

Comme les polynômes P.(X) appartiennent à Etx] , les r + 1 représen­

tations irréductibles de G sur K proviennent, par extension des s c a ­

la i res , des représentations irréductibles de G sur E . Pour tout ca rac ­

tère irréductible x de G sur K , l ' idempotent e appartient donc à 
X 

E[G] (cf. remarque du § 1.3). 

Notations : 

On notera : XQ le caractère de la représentation de degré 1 , 
\ (l^i^r) le caractère de la représentation K(x]/P.(X) , 

T = S g 
g€G 

e = 1 . 
X 0 P 

k (resp. K ) le corps engendré sur k (resp. K) par les racines 

p-èmes de 1 , 

E = k ( p ) 0 K . 

Soit X P - 1 = (X-l)P 1 (X). . .P r (X) la décomposition du polynôme 

X P - 1 en produit de polynômes irréductibles de K[x] . Les polynômes 

P.(X) ( 1 ^i<r) ont tous le même degré m et on a : m = [ K ^ :K] = . 
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2 . 2 . Action du groupe de Galois de l 'extension E |k . 

L'extension E |k est cyclique de degré r et Gal(EJk) opère sur 

l 'ensemble des représentations irréductibles de G sur E , ainsi que sur 

leurs caractères X. (O^i^r) . On voit facilement que Y es t invariant 
î o 

et que les caractères x^ (l^i^r) sont permutés transit ivement. 

On montre facilement : 

PROPOSITION 7. - Pour tout cp appartenant à Gal(E|k) , et tout 
X = S a g appartenant à E[G] , on pose : 

g€G 9 
cp( S a g) = TJ cp(a )g . 

g€G 5 g€G 9 

On définit ainsi une opération du groupe Gal(E|k) sur E[G] ; à 

tout élément de Gal(E|k) es t a ssoc ié ainsi un automorphisme de 

k-algèbre de E[G] . 

Remarque : Gal(E|k) l a i sse invariant l ' idempotent e et permute 
x o 

transitivement les idempotents e (l<i^r) . 
M 

2 . 3 . Hypothèse d ' invariance. 

Revenons à l 'étude des idempotents de l'ordre O(M) assoc ié dans 

K[G] au A[G]-module M de rang 1 . 

On va faire l 'hypothèse suivante : 

Hypothèse d'invariance (H) . 

On considère O(M) fl Efe] qui es t un ordre de A dans E[G] , et 

on suppose que cet ordre est globalement invariant par tout élément de 

Gal(E|k) . 

On obtient alors : 

THEOREME 1. - Soit M un A [G]-module de rang 1 decomposable, 

dont l'ordre assoc ié O(M) vérifie l 'hypothèse d'invariance (H) . 
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Soit F le plus petit corps intermédiaire entre k et E tel que 

F[G] contienne tous les idempotents de O(M) . Alors F[G] et 

O(M) ont les mêmes idempotents. 

l?âl?™^ration : s o i t s l 'ensemble des idempotents primitifs de 

O(M) (S 7^(1} par hypothèse). On sai t que S es t contenu dans E[G] . 

Soit F le plus petit sous-corps de E (contenant k ) tel que S soit 

contenu dans F[G] . 

Notons Tp = [ F : k ] et T un générateur du groupe cyclique G a l ( F | k ) . 

D'après le choix du corps F , il existe un idempotent e de S tel que 

les éléments T 1(e) , 0 < i < r , soient tous d i s t inc t s . Ces éléments T X(e) 

sont des idempotents ; ils appartiennent à O(M) (hypothèse (H)) et sont 

nécessairement primitifs dans O(M) . Or, deux idempotents primitifs dist incts 

de O(M) sont orthogonaux, car i ls appartiennent tous les deux à l 'unique 

système S d'idempotents c . o . p . L'ensemble 

[ T ^ e ) | 0 ^ r -1} U [ 1 - E Ae)} 
F 0 ^ i ^ r F T l 

es t alors un système complet orthogonal d'idempotents de O (M) . Or, on 

constate qu'il a le même nombre d 'é léments , r p + l / c ï u e I e système S1 

d'idempotents c . o . p . de F[G] : il ne peut donc que coincider avec ce lu i -

ci et donc auss i avec S . 

2 . 4 . Modules décomposables. 

Le théorème 1 entrafne immédiatement : 

PROPOSITION 8. - Soit M un A[G]-module dont l'ordre assoc ié 

0(M) vérifie l 'hypothèse d'invariance (H) . Si M es t décompo-
T 

sable , l 'idempotent - appartient à O(M) , et on a la décomposi-
P 

tion : 
M = — M © (1 - - ) M . 

P P 
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T 
Remarque : 1'idempotent — est primitif dans K[G] , donc dans O ( M ) 

T P 

et par suite le module — M est indécomposable. 

3 . DECOMPOSITION DE L'ANNEAU DES ENTIERS D'UNE EXTENSION  

CYCLIQUE DE DEGRE PREMIER D'UN CORPS LOCAL. 

Dans ce paragraphe, on suppose que K es t un corps local de ca rac ­

térist ique 0 et de caractérist ique résiduelle p et que A es t l 'anneau 

des entiers de K . Soit L une extension cyclique de degré p de K . 

On se propose d'appliquer les résultats des paragraphes 1 et 2 au module 

M = B , A[G]-module des entiers de L (G = Gal(L/K)) . 

3 . 1 . L'ordre assoc ié à B . 

Il dépend du nombre de ramification t de l 'extension L/K . Si 

l 'extension L/K est non ramifiée, on a [9] : 

O(B) = A[G] . 

Si l 'extension L/K es t ramifiée, O(B) a été déterminé précédemment ( [ l ] , 

[2] , [4]). Pour énoncer le résul ta t , introduisons les notations et définitions 

suivantes : 

(1) Pour tout réel x : 

[x] es t le plus grand entier ^ x 

x = x - [x] 
v 

£(x) = [h entier > 1 I l^h '<h h' entier entrafne : h 'x > hx } . 
V V 

(2) Si_ K es^jim _corps_,local_ : 

v désigne la valuation normalisée de K . 
K 

(3) a désigne un générateur du groupe cyclique G . 
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PROPOSITION 9. - L'ordre O(B) assoc ié à B est défini par : 

O(B) = { E a . ( a - l ) 1 | a . €K e l v 7 ( a . ) > - n , ) avec n. = [— ] + 6 
0<i<p-l 1 1 K î î i p i 

i l si p-i 6 e(£) 
où 6 = p 

i ( 0 sinon 

On peut alors énoncer : 

PROPOSITION 10. - L'ordre 0(B) vérifie l 'hypothèse d'invariance (H). 

Dérnonsjtration : si L/K es t non ramifiée, O(B) = A[G] , d'où : 

O ( B ) fl E [G] = E[G] ; donc 0 ( B ) n E [ G ] est globalement invariant par tout 

élément de Gal(E/Q ) . 
P 

Si L/K est ramifiée, on a : 
n. 

OHEtG] = { E a . l o - l ) 1 ^ . €E et v_(a.) > - -^rr } 
0£i£p-l 1 1 E 1 e(K|Ej 

en notant e(K|E) l ' indice de ramification de l 'extension K|E . Comme un 

Qp automorphisme de E transforme un élément de E en un élément de 

même valuation, Gal(E|Q ) l a i s se globalement invariant l'ordre O 0 E[G] . 
P 

3 . 2 . Modules B décomposables. 

THEOREME 2. - (M.J. Ferton (non publié) Y. Miyata [7]). 

Le A [G] -module B es t décomposable si et seulement si l 'une des  

conditions équivalentes suivantes es t vérifiée : 

T 
(1) l 'idempotent — appartient à O(B) 

(2) le nombre de ramification t de l 'extension L/K vérifie : 

- £ - e „ - 1 £ t s - ~ e „ . p-1 K p-1 K 

DEFINITION. - Le nombre de ramifications t de l 'extension L/K 

est dit "presque maximal" (cf. [5]) si l 'une ou l 'autre des conditions  

équivalentes (1) ou (2) es t vérifiée. 
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PèjJlPJ1 s J-£5tÂPILJ théor ème : l'ordre O(B) vérifie l 'hypothèse d ' inva­

riance (H) . Donc (proposition 8, §2.4) B es t décomposable si et s eu le -

T 
ment si — € • O ( B ) . L'équivalence des conditions (1) et (2) résulte facile-

P 
ment de la description de l'ordre O(B) (cf. [4]). 

3 . 3 . Décomposition de B . Enoncé des résu l ta t s . 

Dans le paragraphe précédent, on a ut i l isé uniquement le fait que 

l'ordre 0{B) vérifie l 'hypothèse d'invariance pour caractér iser les modules 

B décomposables. On va maintenant donner la décomposition de B en 

somme directe de sous-modules indécomposables. 

Notations. 

a désigne le reste de la division de t par p 

I désigne l 'ensemble des caractères irréductibles de G sur K . 

THEOREME 3 . - Soit L|K une extension cyclique de degré p de  

corps locaux, dont le nombre de ramification est presque maximal. 

1) L'ensemble des idempotents primitifs de O(B) es t égal à : 

[e | x € I } ' si a es t nul ou divise p-1 
X 

T T 
[t: I 1-""} dans le cas contraire. 

P p J  

2) La décomposition de B en somme directe de SOUS-A[G] -modu le s  

indécomposables s 'écri t : 
B = © e B si a es t nul ou divise p-1 

X€I X — 

T T 
B = —B © ( 1 - — ) B dans le cas contraire. 

P P 

Remarque : un. A [G ]-module N , de type fini sans torsion sur A , 

es t A-irréduct ible si K ®^ N est un K[G]-module simple ( [3 ] ) . 

T 
Pour tout y € I , e B est A-irréduct ible ; en particulier — B est 

X T P 
A- i r réduct ib le . Par contre (1—)B est A-irréduct ible s i , et seulement s i , 

/ ) P 
le corps K et Q sont linéairement disjoints sur Q ( r = l ) . 

P P 
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Le théorème 3 montre donc que B es t décomposable en somme directe 

de S O U S - A [ G ] -modules A-irréductibles si et seulement si : 

1) t est presque maximal 

2) a = 0 , ou a divise p-1 , ou r = 1 . 

3 . 4 . Démonstration du théorème 3 . 

On considère une extension L|K de degré p t dont le nombre de ra­

mifications t es t presque maximal. B es t décomposable et on sait (théo­

rème 1) que l 'ensemble des idempotents primitifs de O(B) coincide avec 

celui de l 'algèbre F[G] , où F est le plus petit corps intermédiaire entre 

k et E tel que F[G] contienne tous les idempotents de <3(M) . Il reste 

à déterminer le corps F . La démonstration comprend plusieurs é tapes . 

LEMME 1. - F es t le plus grand sous-corps F de E tel que : 

(1) [e | x caractère irréductible de G sur F } <= O(B) . 
X 

nstration : il es t clair que (1) es t vérifié par F et par tout 

sous-corps de F . Par a i l leurs , si F c E' c: E , E1 ne peut vérifier (1) 

car alors un idempotent e , où x caractère irréductible de G sur E' , 
X 

ne serait pas primitif dans O(B) , puisqu'i l serait somme non triviale d'idem­

potents de F [G] . 

Notations. 

Ap es t l 'anneau des entiers du corps local F 

77?P est l'ordre maximal de l'algèbre F[G] 

e p es t l ' indice de ramification absolu de F 

e ( K | F ) = ^ 
F 

nip désigne le degré [ Q ^ : F ] , si F es t contenu dans Q^) # 
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LEMME 2. - Soit F un corps local contenu dans Q)^P^ . L'ordre 
P 

maximal es t l 'anneau engendré par A^[G] et par les idempo­

tents e / où X parcourt l 'ensemble des caractères irréductibles 
X 

de G sur F . 

Démonstration : on a la décomposition en somme directe : 

F[G] = © F[G]e . 

Pour tout x / F[G]e es t isomorphe à Q p e t , dans un tel isomorphis-
X P 

me, ce a pour image Q , racine primitive p-ème de 1 . Comme l 'anneau 
X / \ 

des entiers de est l 'anneau Ap[ç] , on a : 

tf! = 0 A [G]e . 
1 X X 

LEMME 3 . - Soit F un corps local . L'ordre maximal 1t[ es t vérifié : 

% v = \ S a . ( a - l ) 1 | a . 6 F et v p ( a . ) > - [ ^ ] | . 
F ( O ^ p - 1 1 1 F 1 P " 1 ) 

La démonstration de ce résultat se trouve dans [4] . 

LEMME 4. - E' es t le plus grand sous-corps F de E tel que, 

pour tout i : 0 £ i ^ p-1 , on ait : 

(2) e(K|F)- i - - - + 6, > 0 
1 n v P p(p-D i 

\ > V 
où 6^ vaut 1 ou 0 suivant gue p-i appartient à ^ (^ ) ou non. 

^J™^n^IËy?P : F ' es t le plus grand sous-corps F de E tel que 

7JI c O(B) n F[G] (lemmes 1 et 2). D'après la proposition 9, on a : 

0(B) n F[G] = \ E a . ( a - l ) 1 I a.€ F et v_(a.) > — i . 
( O ^ p - 1 1 1 F 1 e K|F ) 

Par suite (lemme 3) E1 es t le plus grand sous-corps F de E tel que : 

n. i e F 

_ L _ * [-L] ( O ^ p - 1 ) . 
e(K|F) p-1 

Posons t = a + \p (O^a^p-1) . Comme t es t presque maximal, on a 

(4) : e K = a + x(p-l) . 
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On montre facilement (remarquer que p - 1 = S p r i i p ) : 

n. - e ( K | F ) [ ^ ] = e ( K | F ) A _ - A* - _ i * + 6 . . 
i 1 P-1 1 ^ p ( p - D i 

D'où le lemme 4. 

LEMME 5. - Si a = 0 , on a : F = E . Si a ^ 0 , F es t le 

plus grand sous-corps de E tel gue l 'ensemble {p- jmp | l^j^ep} 

soit contenu dans £(—) . 
P 

P n S - I - ^ _ ? P : Si a = 0 , (2) est vérifiée pour tout sous-corps F 

de E . Supposons a ^ 0 . Soit F un sous-corps quelconque de E , et 

soit i un entier non multiple de . On a les inégali tés : 

e ( K | F ) — * e „ | p — = - ^ j -1 nip KIF nip p-1 

e K a , A a 
—T = — r + x - —T • p-1 p-1 p-1 

D'où : 

e(K | F) — ^ > - > 0 . 
1 m p (p - l ) p-1 p(p-D 

Par suite (2) est vérifiée. 

Si i est multiple de nip , (2) est vérifiée s i , et seulement s i , 

6 = 1 (remarquer que le 1er membre de (2), étant entier , es t > 0 s i , 

et seulement s i , il est > - 1 ) . 

Le lemme en résul te . 

LEMME 6. - Soit d un diviseur de p-1 , d < p-1 . Les entiers 
D — 1 t 

p - jd , 1 ^ j £ -,— , appartiennent à £(—) s i , et seulement s i , 
D 1 ^ 

a divise p - 1 , a ? 1 , et divise d . 
a 

Démonstration : On ut i l ise le développement en fraction continue de 

— , en notant q = 1 , q . . , . . . , q . = a,q, 1 + q. 0 , . . . , q = P les dénomi-p o 1 i î i - l i-2 n 
nateurs des réduites de — (on suppose a > 1 ) . On montre ([4]) : 

P n 
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6 ( 1 ) = b î U U 2 i

+ x q 2 m | 0 S i < ^ et 0 , x ^ a 2 i + 2 } . 

Supposons que p - d et p - 2 d appartiennent à 6(—) ; il exis te des 
P 

entiers i , j , x , y tels que : 

P - d = q 2 . + x q 2 . + 1 

p - 2 d = q 2 . + y q 2 j + 1 

O s i J < ^ , 0 ^ a 2 . + 2 , 0 ^ y ^ a 2 j + 2 . 

On en déduit : 

p = 2 ( q 2 i + x q 2 . + 1 ) - ( q 2 j + y q 2 j + 1 ) • 

D'où : 
P < 2 q 2 i + 2 • 

Comme p = a q , + q 0 > 2q , , on a : 2i + 2 > n - 1 , et donc : n n-1 n-2 n-1 
2i = n - 2 . 

Par suite : p = a 2 i + 2 q 2 i + 1 + q 2 . . 

On en déduit : d = i^2i+2 " X ^ q 2 i+1 ' 

Ceci entrafne : ^ i + l divise d et donc divise p - 1 . 

Mais p - 1 = a 2 . + 2 q 2 i + 1 + q 2 . - 1 . 

D'où q r divise q 9 . - l et donc q ? . = 1 . Zl"" JL Z1 ZI 

Par suite i = 0 et n = 2 . On en déduit : a divise p-1 , a ^ 1 . 
p-1 

Posons a = —— ; on a q 1 = q et a 0 = a q i z 

D'où : 

= { 1+xq|0<;x£a} = {p-jq|0^j<a} . 
P 

On en déduit le résultat annoncé. 

On peut alors terminer la démonstration du théorème 3 . 
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Le corps F cherché est caractér isé par le lemme 5. 

Si a = 0 , on a vu que F = E . Supposons donc a / 0 , Puisque 

F est un sous-corps de E , m F est un multiple de m . D'autre part, 

si a divise p-1 , m^ est un multiple de - ; en effet, on a 
i r a p-1 a m p = , et e r , divisant ev et p-1 , divise a = ev - X(p-l) . 

г а е р г js. к 

Si a = 1 , on a : m p = p-1 et e p = 1 pour tout sous-corps F 

de E . Par suite F = ф = E ; les caractères irréductibles de G sont 
P 

les mêmes sur ф^ ou sur К . Le système d'idempotents c . o . p . de O(B) 

peut donc s 'écrire sous la forme {e |X € I} indiquée dans le théorème 3 . 
Л. 

Si a divise p-1 , a ^ 1 , pour tout sous-corps F de E 

{p-jnip| l^j^ep} es t contenu dans ^ (~) ' puisque m p es t multiple de 

^ (lemme 6). Donc F = E , et on a le résultat énoncé dans le théorème 3 . 
a 

Si a ne divise pas p-1 , le lemme 6 montre que nécessairement 

m p = p-1 , e p = 1 . Il en résulte F = ф , ce qui achève la demonstra-
P 

tion de la première partie du théorème. La deuxième partie en résulte immé­

diatement, compte-tenu des résultats du paragraphe 1. 

4. DECOMPOSITION DE L'ANNEAU DES ENTIERS D'UNE EXTENSION CYCLIQUE  

DE DEGRE PREMIER p D'UN CORPS DE NOMBRES. 

Dans ce paragraphe, A es t l 'anneau des entiers d'un corps de nom­

bres К . On se propose d 'ut i l iser les résul tats des paragraphes 1 et 2 pour 

trouver la décomposition du A[G]-module В , anneau des entiers d'une ex ­

tension L , cyclique de degré p , du corps К . On utilisera également 

les résultats obtenus dans le paragraphe 3 pour le cas local . 
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4 . 1 . Notations. 

Pour tout idéal premier p de B , on note : 

• un complété de L pour la valuation p-adique 

• 13 l 'anneau des entiers de L 
P P 

• p = $ f i A 

• le complété de K dans pour la valuation p-adique 

• A l 'anneau des entiers de K 
P P 

• v (resp. v ) la valuation Ç-adique (resp. p-adique) normalisée 

de (resp. K ) 

• a un générateur du groupe G = Gal(L|K) . 

Si p es t un idéal premier de K , la factorisation de pB en idéaux 

premiers de B es t de l 'une des 3 formes suivantes : 

a) pB = !J>P (p ramifié) 

b) pB = Ç (p inerte) 

D— 1 
c) pB = « p a ? . . . a p Ç (p décomposé) . 

Si p es t ramifié et si de plus p es t au -dessus de p , on dira 

que p est sauvagement ramifié. 

Si p n ' es t pas décomposé, l 'extension e s t cyclique de degré 

p ; on identifie son groupe de Galois à G . 

Dans la suite interviendront les ordres : O(B) , ordre assoc ié à B 

dans K[G] e t , si $ n A n 'es t pas complètement décomposé, ^ ( B m) ordre 

assoc ié à B dans K [G] . 
T T 

Si p n ' es t pas décomposé, t désignera le nombre de ramification 

de l 'extension L m |K 
V P 
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4 . 2 . L'ordre O(B) . 

PROPOSITION 11. -

0(B) =\ S a . t a - l ) 1 ^ . € K et v fa.) s -n . , pour tout idéal 
(O^i^p-1 1 1 P 1 P / i . -

premier p de A et tout entier i : O ^ i ^ p - l j , 

les entiers n . étant donnés par : 

- si p non sauvagement ramifié, , = 0 
itp 

- si p sauvagement ramifié, n . = [—- ] + 6. , avec 
t P / i P i 

( 1 si p- i € e(-P-) 
6 = P 

\ 0 sinon. 

PJĵ o n sjt ra^21} 1
 S O I T ^ ^ K [ G ] ; X appartient à 0(B) si et seu­

lement s i , pour tout x € B et pour tout $ idéal premier de B , on a : 

v^(Xx) > 0 . 

1) Si $ fi A n 'es t pas décomposé dans L , la condition : "pour tout 

x € B , v^(Xx) > 0 " équivaut, puisque B es t dense dans B , à : 

"pour tout x € B^ , v^(Xx) > 0 ", c ' e s t - à -d i r e : "X 6 O(B^) " . Ecrivant 

alors un X de K [ G ] S O U S la forme, X = S a . f c - l ) 1 , l 'étude du 
0<a<;p-l 1 

cas local (proposition 9) montre que X € s * ' e t seulement si 

v (a.) > - n ( O ^ p - 1 ) . 
p i p , i 

2) Si p = $ Pi A es t décomposé dans L , notons X = S b . c 1 

O^i^p-1 1 

un élément de K[G] . Il es t clair que les inégali tés : v (b.) > 0 (O^i^p-1) 
P 1 

entraînent : v^(Xx) > 0 , pour tout x € B . 

Réciproquement, supposons v^(Xx) > 0 , pour tout x € B . Soit i Q 

un entier fixé, compris entre 0 et p-1 et soi t , pour tout i ^ i , 

O^i^p-1 , v, = max(0,-v (b.)) . 
i p i 

D'après le théorème des res tes chinois , il existe un élément x de 
o 

B vérifiant les congruences : 
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v . 

x = 0 mod(a ft) si i ^ i , 0 ^ i < p - l 
o o 

x = 1 mod G B . 

o 

On en déduit v ^ b ^ c j 1 ^ ) > Min|v^(Xx o ) , / E ^ ^ x A j ^ 0 . 

^ 0<;i£p-l ' 
D'où, 

v (b4 ) >- 0 . 
* O 

Donc, si X = YJ b .a 1 vérifie : v (Xx) > 0 , pour tout x de 

B , on a : v < p ^ ) ~ ^ ' p o u r t o u t * : 0^ i ^ p-1 . 

Comme la matrice de passage de la base (a 1),. . , du K-espace 
O^i^p-1 

vectoriel K[G] à la base ((a-1) ) n . , a pour déterminant 1 , on en 
U^i^p-l 

déduit : 
Une condition nécessaire et suffisante pour que X = S a . (a -1) 1 

0^i:^a-l 1 

élément de K[G] vérifie v (Xx) > 0 pour tout x de B est : 

v (a,) > 0 (0<a<;p-l) . 
P 1 

Ceci achève la démonstration de la proposition 11 . 

PROPOSITION 12. - L'ordre O(B) vérifie l 'hypothèse d' invariance (H) . 

Démonstration : O(B) Pi E[G] es t l 'ensemble des éléments Z) a , (a-1) 1 

0^i^p-l 1 

de E[G] , où la valuation des a. es t > 0 en tout idéal premier de E , 

sauf, éventuellement, pour Tunique idéal premier p' au -des sus de p et 

pour lequel : 
/ \ ^ . p , i v (a ) > - mm (

 r . . , 

p décrivant l 'ensemble des idéaux premiers de K au -dessus de p . 

Soit alors cp un Qp-automorphisme de E ; a i et cp(a.) ont même 

valuation p ' - ad ique , car p' es t invariant par cp ; a. et cp(a.) sont 

simultanément entiers pour tous les idéaux premiers q ^ p' , car cp permute 

ces idéaux. 
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Par suite O n E[G] est globalement invariant par cp . 

4 . 3 . Modules B décomposables. 

THEOREME 4. - Le A[G]-module B es t decomposable si et seulement  

si l 'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée : 

T 
(1) l 'idempotent — appartient à O(B) 

(2) tout idéal premier p de A au-dessus de p es t ramifié dans 

L et le nombre de ramification correspondant t es t presque  

maximal, c ' e s t - à -d i r e : 

- ^ - e T r - 1 £ t £ - ~ e T / . 
p-1 Kp p p-1 Kp 

Démonstration : Le fait que la condition (1) es t nécessai re et suffi­

sante pour que B soit decomposable résulte de la proposition 8 du paragra­

phe 2, et du fait que 0(B) vérifie l 'hypothèse d'invariance (H). 

L'équivalence des conditions (1) et (2) résulte de la description de 

l'ordre O(B) (§4.2) et de l 'étude locale ( § 3 . 2 , théorème 2). 

4 . 4 . Décomposition de B . 

Notations. 

I désigne l 'ensemble des caractères irréductibles de G sur K 

a désigne le reste de la division de t par p . 
P P 

THEOREME 5. - Soit L/K une extension cyclique de degré p de  

corps de nombres telle que tout idéal premier P de K au-dessus  

de p soit ramifié et que le nombre de ramification correspondant 

t soit presque maximal. 

1) L'ensemble des idempotents primitifs de 0(B) es t donné par : 

{ e ^ l x ^ I } s i , pour tout p , a^ es t nul ou divise p-1 
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T T 
{— , 1 — } dans le cas contraire. 
P P 

2) La décomposition de B en somme directe de sous -A[G ] -modules  

indécomposables s 'écri t : 

B = © e B s i , pour tout p au -dessus de p , a. es t nul 
X€I Y• . *> 

ou divise p-1 
T T 

B = — B © ( 1 - — ) B dans le cas contraire. 
P P 

P ^ i î l ^ ^ ^ y P I 1 : ®n s ' e s t Placé dans le cas où le module B est de­

composable. On sait (théorème 1, §2.3) que le système d1 idempotents c . o . p . 

de O ( B ) coincide avec celui d'une algèbre E'[G] , où le sous-corps E ' 

de E reste à déterminer (rappelons que E = K fl Q ' P ' ). 

La description de 0 ( B ) (proposition 11, §4.2) montre qu'un idempo-

tent e de K[G] appartient à 0 ( B ) s i , et seulement s i , pour tout idéal 

$ de L au-dessus de p , e appartient à (̂B<p) . 

Soit p un idéal de K au-dessus de p , et P l ' idéal de L au-

dessus de p . Notons fl K = E(p) . S i a = 0 ou a divise p-1 , 
P P P P 

on sa i t , d'après l 'étude locale (théorème 3, §3 .3) , que tout idempotent de 
E(p)[G] appartient à ^ ( B ^ ) ; donc tout idempotent de E[G] appartient à 

0 ( B _ ) . Par contre, si a ^ 0 et a ne divise pas p-1 , le système 
? P P T T 

d'idempotents c . o . p . de ^ ( B ^ ) e s t £~ / 1 _ " p ^ • 

La première partie du théorème en résulte ; la deuxième partie s 'en 

déduit, compte-tenu des résultats du paragraphe 1. 

Remarque : (cf. remarque du § 3 . 3 ) . 

On voit que B es t decomposable en somme directe de S O U S - A [ G ] -

modules A irréductibles si et seulement si : 

1) tout idéal premier p de K au-dessus de p es t ramifié dans 

L , le nombre de ramification t correspondant étant presque ma 
P 

maximal 

2) a^ est nul ou divise p-1 (pour tout p au -dessus de p ) , ou 

Q ( p ) n K = Q . 
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