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Séminaire de Théorie des Nombres VII.1
28 avril 1977
Grenoble

UNITES CYCLOTOMIQUES ET
UNITES SEMI-LOCALES

par

Roland GILLARD

0. - INTRODUCTION

Je me propose dans cet exposé d'expliciter et de généraliser le

§2 de mon exposé du 9 décembre 1976.

Soit K un corps de nombres abélien réel, G le groupe de
Galois de K/@ et ¢ un nombre premier. Pour chaque idéal premier
£ de K au-dessus de £ , désignons par U£ le groupe des unités
du complété correspondant K£ qui sont congrues &8 1 modulo le com-
plété de & . Nous appelons groupe des unités semi-locales le groupe

U = l‘l U£ . Soit C (resp E) le groupe des unités cyclotomiques for-
£12

melles de K - cf. [5] et §2.2 - (resp le groupe des unités de K).

Considérons l'intersection de U et de l'image de C par l'application

diagonale dans le produit K = ||L K£ . Désignons par C sa fermeture
£

dans U muni de la topologie produit. On note C(K) le £-groupe des

classes de K .

On peut écrire canoniquement G sous la forme d'un produit di-
rect I'xA avec I sous-groupe d'ordre une puissance de & et &
sous-groupe d'ordre premier & £ . Il est alors possible de décomposer
l'anneau  Z, [A] et les modules sur Ze[A] 3 l'aide des idempotents
associés aux caractéres de A définis et irréductibles sur QE . Si @
est un tel caractére, j'obtiens alors (au § 4.4) une formule analogue &

celle de [2] pour l'ordre de la $-composante de U/C . Il y figure
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une constante N_. qui ne dépend que de la structure de T et gui joue

le méme rdle que l'indice limite QG dans [5]. Lorsque I est cycli-
que, il est possible (cf. §5) de supprimer cette constante en agrandis-

sant le groupe C

Dans la suite, nous choisissons une cl&ture algébrique Qe de

CDE et un plongement ¢ dans QQ d'une extension abélienne maximale

®3P de @ contenant K . On utilise la valeur absolue de Qe telle
1

que |z| = ? . Pour tout entier positif n on choisit dans CDab une

racine de l'unité d'ordre n , Qn de fagon & avoir des relations de

. 1134 2 rm -
compatibilité = .
nm n

§ 1. - PRELIMINAIRES

1.1, Tous les caractéres que nous étudions sont & valeurs dans QQ

On appelle ®-caractéres (resp ([)e-caractéres, resp Qe-caractéres) d'un

groupe, les caractéres définis et irréductibles sur Q@ (resp CDZ , resp Qe)

a

Si H est un groupe fini, & tout caractére X de H défini sur Q@

de Q[H] (resp CDE[H],

(resp CDe , resp Qe) on associe un élément ey

resp QQ[H]) par la formule :
1 -1

ey = -[—H—]- 0§H x(o o (1).

Nous choisissons une fois pour toutes un Q)e—caractére non trivial & de
. ; soit d sa dimension. Par l'inclusion canonique de Ze[é] dans

?Zé[G] , e@ s'identifie 3 1'idempotent de "a"z[G] associé par (1) au
caractére ¢* de G induit par % . La décomposition de & en .-

2
caractéres est notée

Choisissons un Qe—composant \bo de & (i.e. un Qe-caractére interve-

nant dans la décomposition précédente) et désignons par A (resp L) le
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sous-anneau de QE engendré sur ZE (resp le sous-corps de (. en-
)

gendré sur CDQ ) par l'image de WO . On définit comme suit un isomor-

phisme d'anneaux :

eQZZ[G] = A[T] (2) ;
a 1'élément Zavévb de eQZe[G] , somme prise sur tous les couples
(v, de T xon -~ G et les coefficients aYé étant dans Ze , on

6-\lfo(é)\( de A[T'] . Par extension des scalaires,
on déduit aussi un isomorphisme entre eQQQ[G] et L[T]

associe 1'élément ZaY

Si H est un groupe abélien fini et X un ‘Qe-caractére, on dé-

signe par gX l'ordre de X (considéré comme élément du groupe dual

de H) et dX le discriminant du corps @({. ) . Si £ est un Q-

g
9%,
caractére de H , on pose g_. = g et d_ =d oi X estun . -
g X S X ¢

[FAL]

composant quelconque de

Pour chaque Qe caractére x de G , soit KX le sous-corps

de KX défini par le noyau de Y considéré comme homomorphisme de

G dans OF et fX le conducteur de KX . Si x estun Qe compo-

?
sant d'un @Q-caractére £ de G , on notera encore Kg ou fE pour
KX ou fX . Tout QB caractére Y de G définit un caractére de
Dirichlet modulo f , qu'on note encore Y . Ceci permet de définir
une somme de Gauss
fx
.a
~(x) = X x(a) &g
a=1 Y
a,f)=1
( X)
1.2, Soit ¢ 1l'anneau des entiers de K et é le produit des anneaux
des entiers O£ des complétés K£ pour & au-dessus de £ , Les
anneaux 6 et IZ sont les complétés £-adiques de C et K : on

~

identifie donc & et K & leurs images dans C et IZ par l'applica-

tion diagonale. L'action d'un élément quelconque ¢ de G se prolonge

~

par continuité en un automorphisme de l'anneau K encore noté ¢ . De
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méme on prolonge par continuité la restriction du plongement ¢ & K
en une application encore notée ¢ . Pour chaque £|8 le logarithme
définit une application de U£ dans K£ . Notons £og Il'application
de U dans IA< , produit des applications précédentes. Pour chaque

~

Qe—caractére X de G , définissons une application TX de K dans

y ar
ue par

vr € G, T (7(a) = x(f).TX(a)
Cette formule se prolonge par Z _ linéarité :

vu € ze[c;] , TX(u(a)) = y(uT (o) (3).

a

Si ¢ est une unité de K congrue & 1 modulo £ (v&le) , w(c(fog €))
est égal & o(fog o(e)) donc a Bog[qo(ec)] . Ici Qog est le logarithme
dans &28 , cf. [4] §4 ; ainsi :

T, (£0g e) = L x(o_l)eog[co(eo)] (4).
o€G

1,3, Si M et N sont deux A-modules qui sont des réseaux dans
un méme espace vectoriel de dimension finie, on peut leur associer un
idéal fractionnaire [M,N] (cf. [1]) de A . Cet idéal est de la for-
me Ea.A pour a unique dans Z . Nous appelons "indice" de N
dans M et nous notons encore [M:N] le nombre rationnel Ea

Bien sdr, si M contient N, [M:N] est égal & l'indice de N dans
M au sens usuel. Enfin si M est un réseau et si N est de rang

strictement inférieur, on dit que 1'"indice" [M:N] est infini.

Soit o un élément de K tel que eQ%Q[G]'G' soit un réseau

~

-dire soit un ZE module libre de

On peut alors énoncer :

du L-espace vectoriel eQK , c'est

-a
rang d . Soit 8 un élément de K
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¢

",

LEMME 1. L'"indice" de eéZe

e
fini si et seulement si pour tout Ze—comgosant X

o

[G].B dans eéZ [G]l.a  est
de

TX(E) est non nul, Cet "indice" vaut alors :

[eQZe[G]'a : e@ZQ[G].B]

Démonstration : On peut écrire eQB = u(o) avec u dans

eQCDe[G] ; en multipliant 8 par une puissance de ¢ suffisante, on
voit qu'on peut supposer que u est dans eQZQ[G] , on a alors un

isomorphisme entre e ZQ[G]'a/eQZE[G]'B et eéZe[G]/(u) . Notons

&
u l'application de eQZQ[G] dans lui-méme définie par la multiplica-
tion par u . L'anneau eéZe[G] est un %e—module libre de rang d .

~

L'indice étudié est fini si et seulement si le déterminant de u est non
. s gtz Vi s ~y -1 .

nul. Si cette condition est vérifiée l'indice vaut |dét ul . Le déter-

minant de u peut étre étudié & l'aide d'une extension des scalaires de

Z a QE et de l'application Qe—linéaire

£
- mey _d,[T
eésue [G] _l( ue |
définie & 1'aide des idempotents associés, cf. (1), aux Qz—composants
de &% . Sur G?'[H 1'endomorphisme u est traduit par une application

C

linéaire de matrice diagonale, les éléments sur la diagonale de cette ma-
trice sont précisément les nombres X(u) . Ainsi
[e.z [Gla : e.Z _[G]B] = |det Gl-l = W x(u) -1
3 2 3 ¢ Xlé*

Le lemme résulte alors de 1'égalité (cf. 1.2 (3)) :
T (8)
X

x(w) = T (a)
X
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§ 2. - RESUME DE RESULTATS DE LEOPOLDT

2.1, Rappelons rapidement des résultats de [6] utilisés dans la suite.

Pour chaque nombre premier p ramifié dans K/Q soit Ig le kiéme

groupe de ramification. Soit I (resp I*) le sous-groupe I I;
p

(resp Ii.—l_l—I;) . Soit £ un Q-caractére de I trivial sur I% (i.e.
p# 2

tel que vx € Ig ., &(x) = Z(1) ) ou un Q-caractére de 1 non trivial

sur I% . On note par = le caractére de G induit par £ et e

l'idempotent de (DZ[G] associé & = (cf. (1)). Soit Z 1l'ensemble des

caractéres = définis de la fagon précédente. Pour = dans Z , soit

f_: le plus petit commun multiple des fX et K: le corps composé des

corps KX , pour ¥ Qe—composant de

Pour = dans 2 et ¥ {_ -composant, posons :

f. ¢
-y = - .a
(X’Ef:‘) a§1 X(a)bf:
(@, f)=1 :
Pour = dans Z définissons t. par
1
t, = —— 2 T(x,gf )

A K est associé un ordre de Q[G]

b= @ e zlG]

=€Z T
12 ab
et un élément de Q
t= Lt
EX 7/

Le résultat fondamental de [ 6] est que & est l'ordre associé au Z[G]-

module & (i.e. ona /= {)\ECD[G]I)\OCO} , que t est dans K et

qu'on a :
C=U5.t
Un Ge—caractére X de G figure dans la décomposition d'un et d'un
f_
seul caractére = de 2 , fX divise alors f_ et le rapport —_=

X
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est sans facteur carré et premier a fX (cf. [6]). Si 4 désigne la

fonction de Moebius, on a la relation pour X Qe—composant de =
(comparer & (1) et (15) de [6] ) :
f. f.
-1 = = -1
L x (o)o(t) = u(——) X(——)T(X JK:K_] (6).
f f =
oeG X X
f’:f f:‘
Remarquons que u(-f:—) x(f:-—) est une racine de l'unité donc une unité
X X
de .. ., Posons B = @ e Z& [G] : O estun £ -module libre de
£ £ Zez 2 2

rang 1 engendré par t .

2,2, Nous rappelons maintenant la définition des unités cyclotomiques
(cf. {51). Si £ est un Q-caractére de G , Leopoldt définit l'entier
algébrique eg comme suit. Choisissons pour tout automorphisme sur
K. , 0 , du sous-corps réel maximum de Q(gfg) , un prolongement &

£

& @(¢,; ) et définissons 65 par :
)

B _ -1
b: = U G(Qng } g2f§)

Le carré de eg est égal au signe prés & la norme dans Kg de 1'élé-

[VAT)

ment 1-{¢ de (D(gfg) . Le groupe des unités cyclotomiques Co de

=

>

K est l'intersection du groupe des unités E de K et du groupe engen-

dré par -1 , les éléments 8 et leurs conjugués, I parcourant l'en-

g
>

semble des (Q-caractéres de G .

Pour chagque & , notons o un générateur du groupe de Galois

J9

(cyclique) de K., sur @ et o. un relévement de o dans
2 )
G = Gal(CDab/(D) . On considére alors les éléments Y et :{., de
e

Z[Gal(K./®)] et Z[g] définis par :
” — (  g:/p — — _9¢/P
v = TT (1-0.57) 7, = 17 (1-3.% )
< plg )

(Va')

(VA1)

[JA1]

En prolongeant par Z-linéarité l'action de G sur le groupe multiplicatif

((Dab)*

> : c'est une unité de K. dont la norme
>

, on peut considérer 8
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sur les sous-corps stricts de K_ wvaut £ 1 . Soit @ le produit des

)
pour £ parcourant l'ensemble des Q-caractéres de G .

[VAl}

éléments 8

M =<

Leopoldt définit le groupe des unités cyclotomiques formelles C comme
étant le sous-Z[G]-module de E engendré par -1 et les éléments
9'@ . L'ordre de Q@[G] associé au sous-module de E engendré par
® (i.e. l'ensemble {)\GG)[GH@)\EE}) est l'ordre maximal de @I[G]

c'est-a-dire @e,Z[G] , la somme étant prise sur l'ensemble des Q-
>

e-

caractéres de G : ceci résulte de 1'égalité au signe prés entre @ ~
V-

et 3I_° Si £ est un Q-caractére de G et ¥ un Qe—composant
]

de £ on notera aussi GX...YX pour 8 ..Yg . De plus, pour tout

-
n, caractere x de G on définit x(YX)

un caractére de G/ker X et en l'étendant par linéarité. Considérons

en considérant Y comme

l'intersection de U et de l'image diagonale de C (resp de CO) dans

-~

K et notons C (resp CO) sa fermeture,.

2.3. Définissons (cf.[5] et [3]) pour tout groupe abélien H des entiers :
H -
o o . - \/nd [rr]) #(%¢)
H nd H E\ 2
g g
g
ol les produits sont pris sur l'ensemble des Q-caractéres de H et ol
¢ désigne la fonction indicatrice d'Euler. On sait que CH (cf. [3])
est égal & 1 si et seulement si H est cyclique et que NH est

l'indice de Z[H] dans l'ordre maximal @egZ[H] de @[H] , somme

prise sur l'ensemble des Q-caractéres de H .

LEMME 2. Le produit NH.CH est égal au produit des ordres

des noyaux des Qe—caractéres de H . Le gquotient NH/CH est

donné par les formules ol les produits sont pris sur l'ensemble

des @-caractéres de H

— 9: - Cp(gg)/p-l
N./C.=|] = =11 11lop

g

ua

uh
o
«Q
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Démonstration : Il suffit d'effectuer le produit et la division en

tenant compte de la relation [H] = Zcp(gg) . La derniére égalité provient

de la valeur de d

S

Exemples : Si H est cyclique d'ordre en , alors CH vaut 1
et NH est égal & ¢ élevé & la puissance (1+8+...+2n_1) Si H

est isomorphe & (Z/eZ)n , alors NH (resp CH) est égal & ¢ élevé

. , 1 n -1 1 n en-1
- - + = - -
4 la puissance z[(n 1) +1 2—1] (resp ) [(n-1)¢ " +1 .l 1)
§ 3. - CALCUL DE L'INDICE DE eQZe[G] DANS e b,
3.1, Pour chaque Qe-caractére x de G , on note =(X) l'unique

élément de Z (cf. 2.1) qui admet X comme Qe-—composant. Le but

du § 3 est de démontrer la proposition :

PROPOSITION 1. Si b, désigne l'ordre de CDe[G] introduit &

la fin de 2.1 on a :

—_— -1

[eQ_Be : eéZe[G]] = |X|‘i*[K:K (X)]l

Il

3.2, Nous allons utiliser l'isomorphisme d'anneaux signalé en 1.1

*
entre GQQQ[G] et L[T] . Soit T (resp I‘l) l'intersection de I et
de I (resp I*) . Soit = 1'élément de Z défini par induction d'un Q-

caractére £ de I (resp I*) . Notons &' la restriction de £ & I‘l

*
(resp I‘l) . Nous disons que = et ¢ sont compatibles si et seule-

¥* N .
ment si @ et = possédent au moins un () _-composant commun. A

£
*
l'aide de l'inclusion de L[I‘l] (resp L[l"l]) dans L[T] on peut consi-

dérer e_, comme un élément de L[T] .

Ju

LEMME 3. L'image de e_..e_ dans LIT] es e., si & et

= - 5

= sont compatibles et 0 sinon.
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Démonstration : Remarquons d'abord que e_ est égal 3 la som-
me ZeX , somme prise sur les Qe—composants de ¥ ; comme ew -eX
o)
est nul sauf si ¥ et LUO coincident sur A , ew .e_, est nul sauf
o &

si un Cze—composant de & coincide avec wo sur ANI (resp AC I*) .
Ceci signifie exactement que = et & sont compatibles, Si cette der-

niére -condition est vérifiée, ona e, .e_ = ZeX , la somme étant prise

by B
sur les Qe—caractéres de G égaux a tllo sur A et a &' sur Tl

(resp I‘Y) . Ainsi e\U -e_ n'est autre que l'idempotent du caractére de
o ~ ¥*
G induit par le caractére 8 de Axl‘l (resp AxI‘l) qui vaut wo(é)i'(y)

3
pour 1'élément &.y de & X I‘l (resp Axl‘l) . C'est donc aussi e6

considéré dans CDQ[G] . Cet idempotent s'identifie au produit des idem-

potents e, et e, dont les images dans L[I'] sont respectivement
>

o)
1 et e., . Son image qui est la méme que celle de e_ est donc bien
> =
e.,
5
3
3.3. Supposons dans ce n® 3.3 que I‘1 et 1"1 soient égaux, ce qui

est toujours vérifié si § # 2 . Le lemme 3 et (2) montrent qu'on a un

isomorphisme de A[I‘l]-modules entre eéﬁe et @e)\A[I‘] , donc encore

: T
entre eé.ﬁe et (® e)\A[I‘l])[I‘ 1] (les sommes sont prises sur l'en-
semble des (Q-caractéres X de 1‘1 ). Le sous-module eQZe[G] est
[r:5q]
envoyé sur le sous-module A[I‘l] 17 Comme A est un %e-module

de rang d , l'indice [eéﬁ(Z : GQZQ[G]] est égal & la puissance

d.[7:7,] de l'indice [@e.Z,[T.):Z [T.]] c'est donc [N~ d.[T:T1] )
1 o271 g 1 1.1
Par la théorie du corps de classes Fl (resp I‘Y

car c'est l'image du groupe multiplicatif 1+pZp (resp 1+4Z

si £ =2) est cyclique

2 si ¢=2)

par l'application de réciprocité locale., Il en résulte que Np est égal
1

(cf. lemme 2) au produit des ordres des noyaux des Q_ -caractéres de

¢
Tl Pour chaque Qe-composant X de 3* , soit Xl sa restriction
a I‘l : il est facile de voir que le novyau de X1 est d'ordre

K:K:(X)] a une unité de Ze prés. La proposition de 3.1 provient

—_~ —

avec l'hypothése I‘l = I"’;) du fait qu'il y a exactement (d.[I‘:I‘I])

* . A — 5
Qe-composants de & qui ont méme restriction & 1‘1 .
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3.4. Etudions maintenant le cas ou I‘T est strictement inclus dans
3#
1“1 ., Dans ce cas ¢ est égal a 2 et I‘l est facteur direct de 1“1

et d'indice 2 . Ceci se voit en remarquant que grdce 3 la théorie du
#* *
corps de classes I‘l est un quotient de (%2) et I‘l

du sous-groupe 1+4Z2 . Soit J 1'élément de 1"l , image de

-1 € 1+2Zz : alors l"1 est égal au produit direct de I":' par {1,71}.

Les caractéres = de Z proviennent soit d'un caractére & de 1 tri-

est 1l'image

2 #* 2
vial sur I_ , soit d'un caractére & de 1 non trivial sur I, . Les

2 2

idempotents de L[T] obtenus sont dans le premier cas
1
e = — (1+7) E*Y et e' = —(1-]) Z*Y

[rl] YEI‘l [rl] YEI‘l

et dans le second les ex ol ) décrit l'ensemble des Q-caractéres
#*

non triviaux de 1"1 . L'ordre de LI[T] image de eQ'BE est donc, en

3

sommant sur l'ensemble des Q-caractéres )\ non triviaux de I‘l

eAlr] @ e'AlTl @ (@ e)\A[T])

A#1
Il contient l'ordre @exA[I‘] , somme prise sur l'ensemble de tous les
T:
@ -caractéres de I‘* avec l'indice Zd[ rl] Ce qui précéde, ajouté

1
4 un raisonnement calqué sur celui de 3.3, montre que l'indice de

. ¥ .

e Z [G] dans e )d[r.rll_zd[r.rll

$ ¢ $ I‘1

Nﬁ* on utilise la propriété de ]f“lt d'étre cyclique. Pour chaque
1 %* * 5 #* .

composant X de & soit X, Ssa restriction a I‘1 . 1l est facile de

voir que si XY n'est pas trivial, son noyau est d'ordre [K:K:(X)] 3

une unité de ZZ prés., Ceci est encore vrai si ¥ est trivial sur

mais non sur 1“1 . Enfin si X est trivial sur I‘l , le noyau de ¥

est d'ordre -;-[K:KG(

‘32 est égal & (N_s Pour évaluer

2

‘1
3
1

X)] a4 une unité de Zz prés. La proposition de

* SN
3.1 résulte alors du fait qu'il y a exactement d[I‘:I‘l] (resp dl :‘1])
Qe -composants de @* qui ont méme restriction a I"’l" (resp a I‘l).
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§ 4. - INDICE DU GROUPE DES UNITES CYCLOTOMIQUES FORMELLES

4.1, Soit m un entier strictement positif, premier & ¢ , assez grand

Yem
6.5 soit dans U ,

g -

pour tous les Q-caractéres & de G . L'image de ®m dans K est

pour que l'image diagonale dans IZ des unités

alors aussi dans U ., Soit C1 le sous—Ze[G]—module de U engendré

par cet élément. Nous allons d'abord évaluer l'indice de eaPC1 dans
e U . Désignons par Q l'indice e0:e || |0
¢ $ $ £|B By

IEMME 4, On a la {glyationv__s‘piyante"7surr {es "ir}dices" :

- 1 ~ m
= — : Z 8
[eQ(U/Cl)] 5 [eQG ey e[G]&ogo ]
I_Dfézn_o_rls:_t_rg'gig_n : Soit W l'ordre du sous-groupe de torsion de
eéU on a :
[eQ(U/Cl)] = [eQU/eQCI]

I

[eé S)og‘U/e@ZQ[G] sog 8.1
~ . m
_ [eQO.eQZe[G]Sog(*B ] .

[eQO Pey fog U}

Par ailleurs, pour r entier assez grand, eé £og(| | (1+ £r0£)) est égal
__ . £le
a e, | |£r0 . Son indice dans e,® est Q' celui dans e fog U
) £| 0 £ ] ]

est éQr'l . D'aprés la multiplicativité de 1'"indice" introduit en 1.3,

on a :
e 6 : e g Ul =Quu .
% %
4.2. Calculons maintenant l'indice Q
LEMME 5. L'indice Q wvaut T (I_X(QE))I

x|8*
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Démonstration : Notons D (resp DO , I‘O , Ao) le sous-groupe de
décomposition de € dans K/@ (resp le sous-groupe d'inertie de ¢
dans D,T,A) . Choisissons un idéal premier £O de K au-dessus de

¢ . On sait que & est le G-module induit par le D-module Os . De

méme | | £0, est le G-module induit par le D-module £ O O. Il
£le

£ o &,
résulte alors de l'interprétation du module induit & 1'aide d'un produit

tensoriel et de l'exactitude & droite du produit tensoriel que é/i‘! || S'OS
£

est le ]Fe[G]-module induit par le IF'e[D]—module 0£ /SOO£ D'aprés
o o

le théorédme de la base normale pour les extensions galoisiennes, ce

dernier module est isomorphe a E‘e[D/DO] c'est-a-dire au ]'Fe[D]—module

induit par le Do—module Ir ol Do agit trivialement, On en conclut

o 2
que O/\ ‘ L6 est un G-module isomorphe a TFE[G/DO] , donc un
£l

A-module isomorphe au produit de [T :I‘O]—copies de IPe[A/AO]
pd- I3 5)

£

L'ordre de eé(é/ |—|- £G£) est donc si les composants
gle-
de & sont triviaux sur Ao et 1 sinon., Le lemme en résulte facile-

ment sachant que pour tout Q_ -caractére ¥ , composant de Q* ,

2
II-X-E—E)l vaut ¢ si x est trivial sur D_ et 1 sinon.

4.3. L'"indice" [e§5 T e %Z[G]Sog ®m] se calcule par la méthode

¢
1.3 en tenant compte des résultats des § 2 et 3. On obtient alors le
résultat suivant ou figure la fonction L 2-adique (cf. [4]) :

LEMME 6. L'ordre de e.(U/C,) est égal &

3 1
T2t ——
XI@ X
Démonstration : On sait que G est un ,Bz-module engendré par
t (cf. 2.1) on a donc (cf. prop. 1 du § 3)
- _— -1
: tl = K: K,
o3 ¢ o,%,[G]1] } [T, (KK )

x| &¥
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De plus, d'aprés le lemme 1 de 1.3 :

[e.Z [Glt : e.Z [GlSog @™] =
¢ @ & ¢ | | T (Sog OM)
X|‘§* X

La formule (6) de 2.1, appliquée & TX(t) = Tx(o) “olt) , et la remarque

qui la suit montrent que :

I ]
x| @

11 T
X‘H‘;*Txt

o h.[K:K
%

E(x)

D'autre part, d'aprés (3) TX(£og @)  est égal a TX(e€£og a™  si g

est le Q-caractére de G ayant X comme Qe—composant, donc en
ng)

g

tenant compte de 2.2 a TX(S,og 8 Ce dernier nombre se calcule

~

a l'aide de la suite d'égalités :

Zng -1 2my.o
T (.Cog 0, ) 2 X (o) og [cp (6 ® )]
X > O'EG g

m.x(v.). £ x (o) togle(829)]
¥ sea 5

-@ > x (o) 2oglep(s

% seGal(ky /@) 5

= oy 2 b X—l(a)eog[tp(l-éix)]

gX a=l1

(a,fX)=1

La premiére égalité écrite provient de la formule (4), la seconde est

20)]

m.x(Yg)

conséquence d'un calcul analogue a celui de (3) le logarithme a été
prolongé comme dans [4] § 4. Dans la troisiéme égalité, on a consi-
déré x comme un caractére de G/Ker ¥ qui est isomorphe au groupe
de Galois Gal(KX/(D) . Dans la derniére égalité ¥ est identifié au
caractére de Dirichlet modulo f gu'il définit ; on a exprimé eg

comme norme de (1—gf ) (cf 2.2). La somme sur a se calcule &
X

l'aide de la formule donnant Le(l,x) (cf. par exemple [4] §5) et la

relation classique T(X)T(X—l) = fX
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-2y () eog [w(l-é‘,? ” = 7 -2 a0
X

Le lemme 6 résulte alors des calculs précédents et des lemmes 4 et 5.

4.4, Traduisons maintenant 4.3 sur le groupe des unités formelles :

THEOREME 1. L'ordre de eQ(U/E) est donné par :

_ 4 |— LZ(I,X) -1
[eQ(U/C)] = Np..| | l*—é———
x|#
Démonstration : En revenant aux définitions de C1 et C (cf.
§ 4.1 et 2,.2) on voit que l'indice de eQCl dans e§6 est égal a celui
de eQZQ[G] dans e (69 egZR[G]) ot dans la somme & parcourt l'en-

~

semble des CD—caracteres non triviaux de G . C'est aussi, grice a la

formule (2) l'indice de A[T] dans @e)\A[I‘] ou dans la somme )

parcourt l'ensemble des Q-caractéres de T , c'est donc (cf. 2.3) N(; .
Ainsi :
L (1,%
ot 1 T G
[eQ(U/C)] == | | x(vx)é—] _e_z____
N ix|e® X
*

Si X est un composant de %" , notons { et 1w ses restrictions &
A et T ; soit E (resp p) le Q-caractére de G (resp I') ayant ¥

(resp ) parmi ses Qe—composants. On a alors :

5l -

et \X(Yx)l = \1-11(0%)\

D'aprés le lemme 2 de 2.3, on déduit :

-— 1

||*g L - v
|8

et, en observant qu'il y a exactement d caractéres ¥ qui correspon-

dent au méme 1

o1 [ wlg )/e-
ll‘é X\ 1=[p\ecp(g° “}d=(§§)d
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Dans le terme du milieu, le produit est pris sur l'ensemble des Q-

caractéres p de T .

4.5, Remarque sur le caractére trivial. Dans ce qui précéde, nous
avons supposé que & est non trivial, Le théoréme 1 est encore vrai
si & est trivial, en convenant que les deux membres de 1'égalité sont

infinis : le rang de eéa est [T]-1, celui de eQU est [T] et

la fonction L ¢-adique correspondant au Qe—caractére trivial de G

admet un pdle en s =1 , Cependant en remplagant 6 par le ZQ[G]—

module C' engendré par C et (1+8) on obtient :

_ Np|  — Lo(1,x) |-1

le,0/G]= = TT =~ —5—
x|8*

X non trivial

§ 5. - CAS OU T EST CYCLIQUE

Si T est cyclique, montrons qu'on peut supprimer l'indice Nl‘ figu-
rant dans le théoréme 1, en remplagant les unités cyclotomiques formel-

les par les unités cyclotomiques (cf. § 2.2)

THEOREME 2. Si T est cyclique et & non trivial, on a :

e (U/C )] = ' [T, 45—
x| @
I_D_é_nlo_rls_t_rggi_c_)p : Il s'agit de montrer que eéa est un sous-
groupe d'indice N? de eQC_JO . C'est clair si T est trivial car

alors les éléments YX introduits plus haut sont inversibles dans

eé% [A] . Si T estcyclique d'ordre ¢" , on sait que N. vaut

T
n-1
+o+ + *
el AR (cf. § 2.3). Soit m un générateur de Hom(I‘,Qe) ,

{ un O _-composant de § et & un générateur de Gal(Kw/G)) . Pour
[A
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k =0,...,n , on considére (cf. 2.2) l'entier algébrique o n-k on

tlr.ne
1'éléve & la puissance (6-1) pour obtenir une unité, puis encore a la

puissance m ( m entier premier & £ assez grand) pour obtenir une

unité oy de K pnk dont l'image dans K est dans U ., Comme
Y.

¢ ne divise pas [A] , la formule (2) montre que (&-1)m est inversi-

ble dans eQZe[G] . On voit ainsi que eéao est le ZQ[G]—module en-
gendré par les éléments ak . On sait d'ailleurs que son rang est
[T].d = end ., Soit ¥ un générateur de T . Pour tout j entier véri-

fiant 0<j < en—l , on considére l'enti.er k tel que ek < i< €k+1

J
et on associe a j l'élément B, = OLY ;& 0 on associe o . En
] k+1 fe)
utilisant la norme entre les corps consécutifs de la suite

K ,...,K b se...K et en raisonnant de proche en proche &
¥ n-k n
y.ml y.m?
partir de K‘y , on vérifie que les éléments Bo,... , B n_; forment un
e —
systéme générateur du eQZe[A]—mOdule eQCo . En considérant le rang

de ce module, on voit qu'on a en fait une base. On peut alors calculer

l'indice de eQC—J de la fagon suivante : cet eQ%e[A]—module admet

comme base l'ensemble des éléments
1.y %1 ey A ey
g Yl gy lgy -l gy tl o gY" 7h o gYT -

o1 2-1 "2 22—1 Bn Zn—l

2 ] n
11 est alors facile d'expliciter une partie de la matrice carré d'ordre ¢

de ce systéme dans la base BO... Ben—l de eQCo . Par exemple si
2 =3 et n=2
1 0 ?. !
0-1-1;, O ?
0o 1 -2 !
-1 0 0 -1 0 0
., 0-1 0 0-1 0
''0 0-1. 0 0 -1
O Il === === == i
1 0 0 -2 0 O
0 1 0 0 -2 0
0 0 1, 0 0 -2

Pour ¢ = 2 , la matrice est triangulaire avec 1,-2,-2,...,-2 sur la

diagonale. Pour ¢ # 2 en permutant les lignes et les colonnes, on fait
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apparaftre des blocs d'ordre (2-1) et de déterminant 2

-1 -1

0
1\ l pour £ #3 et L 1 pour £=3
-1 -1
0 1 -2
1 -2
Un bloc correspond & un couple d'entiers positifs (k,j) avec 0<k <n ,
0<j< ek : on regroupe les lignes et les colonnes correspondant aux
éléments B k pour i=1,...,8-1 .
gt
4., 4"

) . . , . 1
Le déterminant de la matrice est donc au signe prés ¢

(i1 v a (e™-1)/(2-1) blocs si £#2 ) c'est donc N. (cf. fin de 2.3).

Enfin eQZQ[A] est un Ze—module de rang d . L'indice de eQC—L‘ dans
e EO est bien Nd

¢ r-
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