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V I . l S é m i n a i r e d e T h é o r i e d e s N o m b r e s 
21 o c t o b r e 1976 
G r e n o b l e 

P O I N T S R A T I O N N E L S S U R Q D E C E R T A I N E S 

C O U R B E S M O D U L A I R E S . 

p a r 

B. MORLAYE 

I N T R O D U C T I O N . 

S o i t N u n e n t i e r . D é s i g n o n s p a r T (N) l e s o u s - g r o u p e d e SL (Z) 

(a b \ ^ 

A v é r i f i a n t c = 0 (mod N) . C e g r o u p e o p è r e s u r 

l e d e m i - p l a n d e P o i n c a r é H = ( z Ç Œ I l m ( z ) > 0 } p a r : f a . z = a Z . 
\c a) c z + d 

Le q u o t i e n t r Q ( N ) \ H e s t u n e c o u r b e a l g é b r i q u e a f f i n e , n o n c o m p a c t e 
Y ( N ) ^ . On l a c o m p a c t i f i e e n u n e c o u r b e p r o j e c t i v e X ( N ) ^ e n l u i a j o u -

o Œ o CD 

t a n t l ' e n s e m b l e (fini) d e s e s p o i n t e s : r ( N ) \ P ' ( Q ) . O n m o n t r e q u e 
Y ( N ) . , e t X ( N ) ^ s ' o b t i e n n e n t p a r e x t e n s i o n d e s s c a l a i r e s d e c o u r b e s 

o Œ o Œ 

a l g é b r i q u e s s u r Q , n o t é e s Y (N) e t X (N) . C e s c o u r b e s s o n t s u s c e p ­

t i b l e s d ' u n e i n t e r p r é t a t i o n e n t e r m e m o d u l a i r e , q u i e x p l i q u e l e u r i n t é r ê t . 

M i s à p a r t l e n o m b r e (fini) d e s c a s où X

Q ( N ) e s t d e g e n r e 0 , 

a u q u e l c a s l ' e n s e m b l e X o ( N ) ^ d e s p o i n t s r a t i o n n e l s s u r Q d e X Q ( N ) 

e s t i n f i n i , o n c o n j e c t u r e q u e X Q ( N ) Q e s t u n e n s e m b l e f i n i . 

C e t t e c o n j e c t u r e a é t é v é r i f i é e l o r s q u e l e g e n r e e s t 1 (cf. [ 2 ] ) . E l l e 

a é t é é g a l e m e n t v é r i f i é e p a r O g g e t M a z u r # l o r s q u e l e g e n r e e s t > 2 e t 

q u e N e s t u n n o m b r e p r e m i e r < 25 0 , à u n p e t i t n o m b r e d ' e x c e p t i o n s 

p r è s (cf. [4] e t a u s s i l a t a b l e à l a fin d e [ 3 ] ) . L ' e x p o s é q u i s u i t e s t 

c o n s a c r é à é t u d i e r t r o i s d e s c a s e x c e p t i o n n e l s e n q u e s t i o n . P l u s p r é c i s é ­

m e n t , on v a m o n t r e r ( [ 6 ] ) : 
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THEOREME. - Pou r N = 5 3 , 1 1 3 , 137 l e s s e u l s p o i n t s r a t i o n n e l s  

d e X

Q ( N ) s u r Q s o n t l e s p o i n t e s . 

La d é m o n s t r a t i o n u t i l i s e n o t a m m e n t d e s r é s u l t a t s e n c o r e n o n p u b l i é s 

d e M a z u r (cf. t o u t e f o i s [ 3 ] ) , e t un t h é o r è m e r é c e n t d ' A t k i n , q u e n o u s c o m ­

m e n c e r o n s p a r r a p p e l e r . 

I . RAPPELS. 

1) L ' i n t e r p r é t a t i o n m o d u l a i r e d e X

Q ( N ) . 

O n m o n t r e q u e l a c o u r b e X

Q ( N ) p a r a m è t r e l e s c l a s s e s d ' i s o m o r p h i s - 

me d e p a i r e s ( E , C ) où E e s t u n e c o u r b e e l l i p t i q u e e t C c E e s t u n 

s o u s - g r o u p e c y c l i q u e d ' o r d r e N . En fa i t à u n t e l c o u p l e e s t a s s o c i é u n 

p o i n t j (E ,A) d e Y (N), s i l e c o u p l e e s t d é f i n i s u r l e c o r p s k , e t 
O KL 

t o u t p o i n t d e Y ^ N ) ^ p e u t ê t r e o b t e n u a i n s i . 

O n p e u t a u s s i d i r e q u e l a c o u r b e X Q ( N ) p a r a m è t r e l e s c l a s s e s d ' i s o - 

m o r p h i s m e d ' i s o g é n i e s r a t i o n n e l l e s c y c l i q u e s d e d e g r é N . 

2) L ' i n v o l u t i o n d ' A t k i n - L e h n e r . 

N o u s s u p p o s e r o n s d é s o r m a i s , d a n s t o u t e l a s u i t e , g u e N e s t p r e m i e r . 

D a n s c e s c o n d i t i o n s , l a c o u r b e X (N) a d e u x p o i n t e s : P e t P c o r -
O O oo 

r e s p o n d a n t r e s p e c t i v e m e n t à 0 e t » , e t c e s d e u x p o i n t e s s o n t r a t i o n ­ 

n e l l e s s u r Q . 

La c o u r b e X Q ( N ) a a l o r s u n e i n v o l u t i o n W , q u i é c h a n g e l e s d e u x 

p o i n t e s , e t q u i , l o r s q u ' e l l e a g i t s u r X Q ( N ) ^ , e s t a s s o c i é e à l a m a t r i c e 

W._ = (; T . I , c ' e s t - à - d i r e à l a t r a n s f o r m a t i o n z »-» - d e H . Il 
N VN 0 j NZ 

e s t b o n d e r e m a r q u e r q u e l a m a t r i c e n o r m a l i s e T Q ( N ) . 

N o u s a l l o n s d o n n e r l ' i n t e r p r é t a t i o n m o d u l a i r e d e W (cf„ [4] e t [5]). 
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PROPOSITION. -

i) Du p o i n t d e v u e m o d u l a i r e , W t r a n s f o r m e l e c o u p l e ( E , C ) e n  

l e c o u p l e ( E / C , E N / C ) où E ^ = { X € E | N . X = 0} . 

i i ) En t e r m e s d ' i s o q é n i e s , W t r a n s f o r m e l ' i s o g é n i e E ^ E* , c y ­ 

c l i q u e d e d e g r é N , e n l ' i s o g é n i e E' ^ E a v e c X° \ = N : E -* E 

e t Xo X = N : E' - E' . 

R e m a r q u e : o n a d e s i n t e r p r é t a t i o n s m o d u l a i r e s a n a l o g u e s , m ê m e 

l o r s q u e N e s t n o n p r e m i e r . 

O n p e u t e n p a r t i c u l i e r c a r a c t é r i s e r l e s p o i n t s f i x e s d e W . S u p p o ­

s o n s q u e l e c o u p l e ( E , C ) c o r r e s p o n d e à u n p o i n t f ixe d e W . L e s p a i r e s 

( E , C ) e t ( E / C , Ejyj/O s o n t a l o r s i s o m o r p h e s : i l e x i s t e un i s o m o r p h i s m e 

E / C - E t r a n s f o r m a n t E / C e n C . Il e n r é s u l t e q u e E a d m e t u n e 

2 
m u l t i p l i c a t i o n c o m p l e x e X d e n o y a u C q u i v é r i f i e X = N.cp , cpÇAut(E) . 

2 

Si T o n s u p p o s e N > 3 , o n a a l o r s cp = - 1 e t X = - N : 1 a c o u r b e 

X Q ( N ) a d m e t u n e m u l t i p l i c a t i o n c o m p l e x e p a r J-Tti . On a o b t e n u : 

PROPOSITION. - Si N > 3 , l e s p o i n t s f i x e s d e W s u r X (N) 

c o r r e s p o n d e n t a u x c o u r b e s e l l i p t i q u e s g u i a d m e t t e n t u n e m u l t i p l i c a ­ 

t i o n c o m p l e x e p a r A / - N . 

R a p p e l o n s e n f i n q u e s i l ' o n p o s e X Q ( N ) + = [ l , W } \ X o ( N ) , l a c o u r b e 

X o ( N ) + a u n g e n r e g + d o n n é p a r : 

+ g + 1 n(W) 

D a n s c e t t e fo rmule : 

• g = - y 2 ~ e s t l e g e n r e d e ^ ( N ) / où T o n s u p p o s e 

l N = a (mod 12) 

( a = - 1 , 5 , 7 , 1 3 

• n(W) e s t l e n o m b r e d e s p o i n t s f i x e s d e W . Il s e c a l c u l e à 

l ' a i d e d e l a fo rmule d e F r i c k e : 
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/_.j.\ l h ( - N ) + h ( - 4 N ) s i N = 3 (mod 4) 
n(W) = 

( h ( - 4 N ) s i n o n 

où h ( - D ) e s t l e n o m b r e d e c l a s s e s d e f o r m e s q u a d r a t i q u e s b i n a i ­

r e s d e d i s c r i m i n a n t - D . 

Il f au t a u s s i r a p p e l e r q u e W e s t d é f i n i e s u r Q , e t q u ' i l e n e s t 

+/ \ 
d o n c d e m ê m e d e X (N) . 

o 

3) La j a c o b i e n n e d e X (N) . R é s u l t a t s d e M a z u r . 
Q  

S o i t C u n e c o u r b e a l g é b r i q u e , d e g e n r e g > 1 , O n l u i a s s o c i e 

u n e v a r i é t é a b é l i e n n e J(C) , d e d i m e n s i o n g : s a j a c o b i e n n e . C e t t e d e r ­

n i è r e e s t o b t e n u e c o m m e e n s e m b l e d e s c l a s s e s d e s d i v i s e u r s d e C , m o -

d u l o l ' é q u i v a l e n c e l i n é a i r e , i . e . , d e u x d i v i s e u r s D , D 1 d e C s o n t 

é q u i v a l e n t s s i D - D ' = (f) d i v i s e u r d e l a f o n c t i o n ( m é r o m o r p h e ) f . 

cp 

Si P e s t u n p o i n t f ixé d e C , o n a u n p l o n g e m e n t C -* J(C) e n 

p o s a n t cp(Q) = c l a s s e d e Q - P ; e n o u t r e cp e s t r a t i o n n e l l e s i l e p o i n t 

f ixé P e s t r a t i o n n e l ( d i s o n s q u ' i c i t o u t e s l e s q u e s t i o n s d e r a t i o n n a l i t é 

s o n t r e l a t i v e s à Q ) . 

En p a r t i c u l i e r l a c o u r b e X Q ( N ) s e p l o n g e r a t i o n n e l l e m e n t d a n s s a 

j a c o b i e n n e J (N) p a r P -* P - P ( la c l a s s e . . . ) . En p a r t i c u l i e r , s o i t 
O oo 

c = c ê ( P - P ) l ' i m a g e d e P d a n s c e p l o n g e m e n t . C ' e s t u n p o i n t r a -
O oo O 

t i o n n e l d e J (N) : c € J ( N ) - . 
o o Cp 

O g g e t M a z u r o n t d é m o n t r é l e r é s u l t a t s u i v a n t : 

THEOREME. -

i) l e s o u s - g r o u p e c y c l i q u e C d e J (N) e n g e n d r é p a r c e s t 
N - 1 ° 

f i n i , d ' o r d r e n u m 

ii) C e s t l e s o u s - g r o u p e d e t o r s i o n d e J 0 ( N ) Q . 

i i i ) _Si x n ' e s t p a s u n e p o i n t e d e X

Q ( N ) e t e s t r a t i o n n e l s u r Q 
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e t s i N = 5 3 , 1 1 3 , 1 3 7 , l ' I m a g e du d i v i s e u r x - w(x) d a n s  

J Q ( N ) Q e s t é g a l e à ± 1/3 c . 

4) P o i n t s d e W e i e r s t r a s s . T h é o r è m e d ' A t k i n . 

R a p p e l o n s d ' a b o r d q u ' u n p o i n t P e s t d i t p o i n t d e W e i e r s t r a s s d e l a 

c o u r b e a l g é b r i q u e C , d e g e n r e g s ' i l e x i s t e u n e f o n c t i o n d é f i n i e s u r 

C , a v a n t e n P u n p ô l e d ' o r d r e £ g e t p a r t o u t a i l l e u r s r é g u l i è r e s u r 

C . 

A t k i n a m o n t r é r é c e m m e n t l e : 

THEOREME. - Si N e s t u n e n t i e r p r e m i e r , l a p o i n t e P n ' e s t  

j a m a i s p o i n t d e W e i e r s t r a s s d e l a c o u r b e X Q ( N ) m ( c f # [ l ] ) # 

I I . DEMONSTRATION DU THEOREME DE PARRY. 

N o u s s u p p o s e r o n s d é s o r m a i s q u e N = 5 3 , 113 o u 1 3 7 . D a n s c e s 

c o n d i t i o n s P e t P s o n t l e s s e u l e s p o i n t e s d e X (N) . E l l e s s o n t 
o » o 

r a t i o n n e l l e s e t s ' é c h a n g e n t p a r W . L ' é t u d e d e s p o i n t s r a t i o n n e l s d e 

X (N) r e v i e n t d o n c à l ' é t u d e d e Y ( N ) m . En u t i l i s a n t s e s m é t h o d e s , 
o o CÇ 

M a z u r a p r o u v é q u e Y Q ( N ) Q c o n t e n a i t 0 ou d e u x p o i n t s . N o u s a l l o n s 

p r o u v e r q u e : 

THEOREME. - Y ( N ) m e s t v i d e . 
o (ç 

Il e s t c l a i r q u e c e r é s u l t a t e s t é q u i v a l e n t a u t h é o r è m e é n o n c é d a n s 

l ' i n t r o d u c t i o n . 

1) C o n s t r u c t i o n d e s f o n c t i o n s , • 

R e m a r q u o n s q u e l a fo rmule d o n n é e a u I , p e r m e t d e c a l c u l e r l e g e n r e 

g(N) d e s t r o i s c o u r b e s m o d u l a i r e s q u i n o u s i n t é r e s s e n t . O n t r o u v e : 

a) g (53) = 4 

b) g (113) = 9 

c) g (137) = 11 . 
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O b s e r v o n s p a r a i l l e u r s q u e , d a n s c h a c u n d e c e s c a s , l e n u m é r a t e u r 

d e _ . e s t : 

a) n = 13 ; b) n = 28 e t c) n = 34 . 

O n v é r i f i e a i n s i l e : 

L E M M E . - On a t o u j o u r s n = 3g + 1 . 

Il e n r é s u l t e q u e l e s o u s - g r o u p e d ' O g g d e J (N)» , e n g e n d r é p a r 
o g? 

c = P - P e s t d ' o r d r e 3 g + 1 . D o n c (3g + l ) c = 0 e t a i n s i — c = - g c 
o » 3 

[ r e m a r q u o n s q u e 1/3 a u n s e n s i c i ( d a n s Z / n Z ) ] . 

S o i t m a i n t e n a n t x 6 Y ( N ) _ . L ' i n v o l u t i o n w e s t d é f i n i e s u r Q , 
o g? 

d o n c w(x) € Y ( N ) m . C o n s i d é r o n s l ' i m a g e d a n s J ( N ) m du d i v i s e u r 
o (Ç o (p ^ 

x - w ( x ) . D ' a p r è s l e t h é o r è m e d ' O g g - M a z u r , c e t t e i m a g e e s t ± - c , e t 
1 6 

l a r e m a r q u e p r é c é d e n t e p e r m e t d e s u p p o s e r q u e c ' e s t -^-c ( s i n o n o n é c h a n -
1 6 

g e x e t w(x) ) . O r , p u i s q u e -r-c = - g c , i l e n r é s u l t e q u e x - w ( x ) e t 
6 1 

- g ( P - P ) d ' u n e p a r t e t x - w ( x ) e t - - ^ ( P - P M ) d ' a u t r e p a r t s o n t l i -
O o° o O 

n é a i r e m e n t é q u i v a l e n t s . A i n s i , i l e x i s t e d e u x f o n c t i o n s e t m é r o -

m o r p h e s s u r X Q ( N ) e t t e l l e s q u e : 

( f j = P - P - 3 x + 3w(x) 
1 O oo 

( f j = g P - g P + x - w(x) 
Z O oo 

L ' i n v o l u t i o n w o p é r a n t l i n é a i r e m e n t s u r l e s d i v i s e u r s , i l r é s u l t e d e 

c e q u i p r é c è d e q u e (f^ ° w) = - ( f^ ) e t (f^ ° w) = • A i n s i , q u i t t e à 

m u l t i p l i e r e t p a r u n n o m b r e c o m p l e x e ^ 0 c o n v e n a b l e , o n p e u t 

s u p p o s e r : 

f 1 f 1 

Il e n r é s u l t e t o u t d e s u i t e q u e s i x e s t f ixe p a r w , f^(x) = ± 1 

e t f 2 (x ) = ± 1 . 

D ' a p r è s l a fo rmule d e H u r w i t z d o n n a n t l e n o m b r e d e s p o i n t s f i x e s d e 

w , e t c o m p t e - t e n u du fa i t q u e d a n s c h a c u n d e s t r o i s c a s é t u d i é s l e d i s ­

c r i m i n a n t d e Q(v ' -N) e s t - 4N , o n a d a n s t o u s c e s c a s : n(W) = h 

(= n o m b r e d e c l a s s e s d e Q(J^N) . 
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O n e n c o n c l u t q u e p o u r N = 53 ( r e s p . 1 1 3 , 137) , n(w) = 6 

( r e s p . n(w) = 8 ) . 

C o n s i d é r o n s a l o r s l ' a p p l i c a t i o n . E l l e e s t d e d e g r é 4 = / e t 

d ' a p r è s l ' i n t e r p r é t a t i o n d e c e d e g r é e n t e r m e s d e d i v i s e u r s l ' a p p l i c a t i o n f 

p r e n d a u p l u s e n q u a t r e p o i n t s l a m ê m e v a l e u r . P u i s q u ' o n a t o u j o u r s 

n(w) > 4 , c ' e s t q u e p r e n d e f f e c t i v e m e n t l e s v a l e u r s + 1 e t - 1 e n 

c e r t a i n s p o i n t s f i x e s d e w . 

2) Le c a s N = 53 . 

S o i t d o n c , d a n s c e c a s , y 6 X (N) f ixe p a r w t e l q u e f^(y) = 1 . 

On p e u t s u p p o s e r q u e l ' o n a é g a l e m e n t = * ( s i n o n o n c o n s i d è r e - f̂  ) . 

L E M M E . - Il e x i s t e u n a u t o m o r p h i s m e a d e (D q u i , a g i s s a n t s u r 

X (N) p e r m u t e c i r c u l a i r e m e n t l e s p o i n t s f i x e s d e w . 

En e f f e t , d a n s l e s c a s e n v i s a g é s l e g r o u p e d e s c l a s s e s d e Q C / - N ) 

e s t c y c l i q u e . Le l e m m e r é s u l t e a l o r s d e s p r o p r i é t é s c o n n u e s d e s c o u r b e s 

a v e c m u l t i p l i c a t i o n c o m p l e x e e t d e l ' i n t e r p r é t a t i o n e n t e r m e s d e t e l l e s c o u r ­

b e s d e s p o i n t s f i x e s d e w . 

S o i t a l o r s e t € l e s t r a n s f o r m é e s d e e t p a r a . L e s 
CJ o 

d i v i s e u r s d e e t é t a n t r a t i o n n e l s s u r Q , ^ e t f̂  s o n t n é ­

c e s s a i r e m e n t d e s m u l t i p l e s c o n s t a n t s d e f̂  e t f̂  . M a i s a u s s i 

fjfcrly)) = c(f^(y)) = a ( l ) = 1 . Or a (y) e s t a u s s i u n p o i n t f ixe d e f̂  . 

C ' e s t d o n c q u e f^(a(y)) = ± 1 . Il e n r é s u l t e a u s s i t ô t q u e f̂  = ± f 1 . O r , 

n o u s s a v o n s q u e f̂  p r e n d e f f e c t i v e m e n t l a v a l e u r - 1 , e t a u s s i , e n 

p o s a n t ^ i = G ^ i ' e = ± 1 , o n a a = 2 { J o a = e . a o ^ e t p a r r é ­

c u r r e n c e f ^ o a v = e V Q V o fj . D ' o ù s i e = + 1 , t o u s l e s é l é m e n t s f i x e s 

p a r w é t a n t d e l a forme cr V (y) , l e f a i t q u e ^ n e p r e n d r a i t q u e l a 

v a l e u r 1 . D o n c e = - 1 . 

Par c o n s é q u e n t f̂  = - f 1 , e t a l o r s p a r r é c u r r e n c e : f 1 ( a m ( y ) ) = ( - l f 1 . 
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N o u s é n o n ç o n s : 

L E M M E . - S o i t y € X (N) f ixe p a r W t e l q u e y = 1 . Il e x i s t e  

u n a u t o m o r p h i s m e a d e CD p e r m u t a n t c i r c u l a i r e m e n t l e s p o i n t s  

f i x e s d e W q u i e s t t e l q u e f ^ ( a m ( y ) ) = ( - l ) m . 

Le t h é o r è m e e n d é c o u l e p u i s q u e l e l e m m e p r o u v e q u e f 1 - 1 s ' a n n u l e 

2 4 

e n y , a (y) e t a (y) . En e f f e t , a é t a n t u n a u t o m o r p h i s m e , c e s z é ­

r o s d o i v e n t a v o i r l e m ê m e o r d r e , m a i s o n a vu q u e é t a i t d e d e g r é 4 , 

e t d o n c p r e n a i t a u p l u s 4 fo i s l a m ê m e v a l e u r . On e n d é d u i t q u e y , 
2 4 

a (y) e t a (y) n e p e u v e n t ê t r e q u e d e s z é r o s s i m p l e s d e f - 1 , q u i a 

n é c e s s a i r e m e n t u n a u t r e z é r o § . A i n s i : 
(f-. - 1) = y + a 2 ( y ) + a 4 ( y ) + ? 

1 o 

l n e p e u t ê t r e f ixe p a r W p u i s q u e l e s p o i n t s f i x e s d e W s o n t l e s 

j V ( y ) e t q u e s i v e s t i m p a i r a V ( y ) n ' a n n u l e p a s - 1 . 

M a i s s i u e s t u n z é r o d e f± - 1 : f (u) = 1 , w(u) e n e s t a u s s i 
1 

u n p u i s q u e f (w(u)) = (f ow ) (u ) = f . , - 1 . D o n c (f - 1 ) e s t f ixe p a r 
1 1 J. O 

w , c e q u i i m p l i q u e q u e ç e s t f ixe p a r w . C o n t r a d i c t i o n . 

O n a p r o u v é : 
THEOREME. - Y ( N ) ^ = 0 s i N = 53 . 

o Q) 

3) L e s c a s N = 1 1 3 , 137 . 

N o u s d i s t i n g u e r o n s d e u x s o u s - c a s . 

a) t ^ 1 ^ = 1 q u e l Que s o i t u f ixe p a r w . 

A l o r s l a p r e m i è r e p a r t i e du 2 ) , q u i r e s t e v a l a b l e s a n s c h a n g e m e n t , 

m o n t r e q u e l ' o n a = e t q u e , p a r s u i t e f̂  - 1 s ' a n n u l e e n t o u s l e s 

p o i n t s f i x e s d e w . M a i s , é g a l e m e n t , o n p r o u v e q u e (fn - 1) e s t f ixe 
Z o 

p a r w (en c h a q u e p o i n t f ixe d e w , - 1 a un z é r o s i m p l e ) . 

D ' a u t r e p a r t , o n a l e : 
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L E M M E . -

i) i l e x i s t e u n e forme d i f f é r e n t i e l l e ^ 0 , uu , f ixe p a r w , t e l l e  

q u e l a forme uo' = f ^ 1 n ' a i t p a s d e p ô l e e n d e h o r s d e s p o i n t s  

f i x e s d e w . 

i i) T o u t e forme d i f f é r e n t i e l l e f ixe p a r w d o i t s ' a n n u l e r e n c h a c u n  

d e s p o i n t s f i x e s d e w . 

A d m e t t o n s p o u r l ' i n s t a n t l e l e m m e . On p e u t a l o r s c o n s t r u i r e l a forme 

a ' , e t i l r é s u l t e d e i i) e t d e s p r o p r i é t é s d e s z é r o s d e f̂  - 1 q u e O J 1 e s t  

u n e forme h o l o m o r p h e . 

Si v e s t l a v a l u a t i o n à l ' i n f i n i , o n a e n s u i t e : 
œ 

v ( f . - l ) > Inf (v (f ) , v (1)) = - g 
00 £ 00 £ 00 

p a r c o n s t r u c t i o n m ê m e d e f0 . D o n c v ( - 7 — r ) ^ g . P u i s q u e uu' e s t h o -

l o m o r p h e , e l l e n ' a p a s d e p ô l e , e t o n a a i n s i p r o u v é : P e s t z é r o d e 
00 

x ' d ' o r d r e > g . En d ' a u t r e s t e r m e s , P e s t p o i n t d e W e i e r s t r a s s d e 
00 

X (N) . C e l a c o n t r e d i t l e t h é o r è m e d e A t k i n . C o n t r a d i c t i o n . 
o 

b) C a s où p r e n d l a v a l e u r - 1 e n a u m o i n s u n p o i n t f ixe d e x . 

Pa r d e s m é t h o d e s a n a l o g u e s , o n p r o u v e i c i q u e f̂  = - / e t d o n c 

q u e f 2 ( ^ m ( y ) ) = ( - l ) m q u e l q u e s o i t m . O n r a i s o n n e a l o r s c o m m e d a n s 

l e c a s a) e n r e m p l a ç a n t p a r f^f . 

D a n s t o u s l e s c a s , l a c o n t r a d i c t i o n e s t é t a b l i e : Y^(N)^ n e p e u t 

a v o i r d e p o i n t r a t i o n n e l : Y o ( N ) ^ = 0 . Le t h é o r è m e e s t d é m o n t r é . 

Il r e s t e à p r o u v e r l e l e m m e . 

L ' e x i s t e n c e d e x r é s u l t e d e s o b s e r v a t i o n s s u i v a n t e s : 

B g + e s t l a d i m e n s i o n d e l ' e s p a c e Q + d e s d i f f é r e n t i e l l e s f i x e s 

p a r w 

• s i x 6 Q + , (x) e s t f ixe p a r w 

• (f n - 1) e s t f ixe p a r w , e t d e s v a l e u r s r e s p e c t i v e s d e g , 
2 o 

g + e t h = n(w) q u i o n t é t é r a p p e l é e s a u d é b u t . 
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