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Séminaire de Théorie des Nombres V.1
25 novembre et 2 décembre 1976
Grenoble

DISCRIMINANTS MINIMAUX SUCCESSIFS POUR LES CORPS
DE NOMBRES ALGEBRIQUES TOTALEMENT REELS DE DEGRE n

par

Elisabeth GALLOU

Le probléme est de calculer les discriminants minimaux successifs
parmi les discriminants de corps de nombres algébriques totalement réels

de degré n donné sur Q

Les résultats connus sont les suivants :

n nombre de racines réelles valeur minimale de |D\
de l'extension F sur Q D discriminant de F
0 3
2 2 5
1 23
3 3 49
0 117
4 2 275
4 725
1 1609
5 3 4511
5 14641
6 0 9747
6 300125
7 7 20134393




le cas n=3 a été résolu par Furtwangler en 1896, n =4 par Mayer

en 1929, n=5 par Hunter en 1956 [7], n=6 par Kaur en 1970 [8]
pour le cas totalement réel et par Liang et Zassenhaus en 1973 [9] pour

le cas totalement complexe, n =7 par Pohst pour le cas totalement réel
[11]. Siegel a conjecturé que pour les corps totalement réels de degré
n le discriminant minimum a(n) est tel que a(n) = (2n+1)n“1 si
2n+1 est premier ; c'est exact pour =2,3,5 . Cohn en 1952, [3] a
montré que si n+l et 2n+1 sont premiers a(n) < (2n+1)n_1 . On cons-
tate que c'est exact pour n=6 . Pour n=8,9,11 , 2n+1 est premier
et n+tl ne l'est pas. On peut se demander si la conjecture de Siegel

est exacte dans ces 3 cas.

A) Dans cette partie n sera un entier naturel supérieur ou égal a 3

quelconque. Soit F1 Q(6) un corps de nombres algébriques de degré n

sur Q . Les F, ,i=1,2,...,n sont les corps conjugués de F, . Pour

i 1
Py entier de F1 nous appelons pi , lsi=<n , les conjugués de p1 .
n n n 2 2
Posons 2 p. = S(p,) , Z |p,| =8(e,]) . Z o =8(p7) et
R | 1 , i 1 i 1
i=1 i=1 =
2 1012 = 8(p, |5 ., ® est le n-uplet )
izllpi\ = |p1\ , (x st le n-uple  SEEREPL

THEOREME 1, - Si F1 est de degré n sur Q et de discriminant

D , il existe p1 entier algébrique de P1 tel que p1 ne soit pas

un rationnel et

|8(p))| < [n/2]

n
n-1 2,n-1 Y
n < (8lp,|") < 'ﬁnlD\
an(1+7) 2/n
vy =l . Lles valeurs connues de Yy sont vy, = ,/4/3 ,
n 1,\n n 2
(p(3))
3= _ 5 6 7
Y3=«/2:Y4=«/4:Y5=«/§-:Y6=«/5473:Y7=«/_671—:Y8=2-P0Uf
n-1
les valeurs suivantes nous utiliserons 1'inégalité Y, S Y;‘"%
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COROLIAIRE DU THEOREME 1. - Si I“-‘1 est un corps de nombres al-

gébriques totalement réel de degré n sur Q , de discriminant D

il existe p entier algébrique de F, tel que p

1 ne soit pas ra-

1

1
tionnel et

[3] = S(e) s 0

n 1
1

/

n+1 s 8(0) = (2 |DP™

En effet si F est totalement réel les pi sont tous réels donc

1
2
6, = \pi\ . En remplagant éventuellement p, par -p, noUS pouvons
n
supposer que S(pl) est négatif. Supposons S(p?) =n . \-ﬂ pi\ est
' i=1

un entier puisque c'est la valeur absolue de la norme de pl et cet en-

tier est non nul. Par suite

n

2

S(pl) = n avec { l piz > 1 entraine pi2 = 1 pour tout i . Ceci est en
i=1

2
contradiction avec le fait que Py n'est pas rationnel donc n+l < S(pl)

Démonstration du théoréme 1 : Soit w, = (1,p. . ,PnseeesP ) une ba-
—————————————————————————— 1 117712 Inl
= ; = 1I AL RN : ¥ . j g .
se entiére de 1:‘1 : wi ( pil pln—l) ou piJ est conjugué de p1J
est une base entiére de Fi . Soit D le discriminant de 1:'1 , D = det w‘%.
i . = + +,..+ .
Soit Xl X1 pilx2 pin—lxn ;

n
f((x)) = 'Z |X 1
1=
n
T \Xi\ est la valeur absolue de la norme d'un entier algébrique non nul
i=1 n
donc ﬂ ]Xi\ > 1 . En appliquant l'inégalité entre moyenne arithmétique

i=1
et moyenne géométrique nous trouvons

f est une forme quadratique définie positive & coefficients dans Z de

déterminant \D\ . f a pour minimum n , ce minimum étant atteint en
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(x.) = (1,0,...,0) . m, est le minimum de f sur l'ensemble des entiers

(x) non proportionnels a (Xl) .om, est atteint en (XZ) m, est le
minimum de f sur l'ensemble des (x) entiers qui ne sont pas des combi-

naisons linéaires de (Xl) et (xz) . Mg est atteint en (x,3) et ainsi
de suite nous définissons m4,...,mn
n < m, < my £...% mr1
: s n
D'aprés [4] , mym,...m < yn\D\
n-1 n
nm, © <y, |D| . (1)
Nous écrivons
2 i=nj=n k=n
f((x) = nx, +2 2 b xx, + 2 b %1
1 j=1j=1 ij7 i k=2 kk k
i#j
1 n 2
= + =
f(x) = nlxp+= 2 by x) +gb,,...,x)
k=2
Soit x2,...,xn des entiers donnés non tous nuls , il existe X4 entier
n
+ =
tel que X4 k2=:2 b1 K Xk 0 donc g(nxz,. .. ,nxn)>0 et g(xz,...,xn) >0.
g est une forme quadratique définie positive & n-1 variables . m, =f((x2))
posons (xz) = (cxl,...,cnn) (xz) n'étant pas proportionnel & (Xl) les

a, pour i supérieur ou égal & 2 ne sont pas tous nuls. Posons
& = pgcd {az,...,qn}

Nous allons montrer que § =1

Supposons 6 = 2 , cxi = ési , 2<i<n ,
1 & 2 .2
m, = f((x,))) = nla, + - kézblkak) + 8798, ... 0B )
Il existe vy tel que
|y +.1_ ‘E b, B \ < L .
N 1k™k 2

"
T

Appelons My le minimum de f pour les (x) entiers tels que X,
pour iz 2

n
b, S 7 9By, .8
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2 1 2 2 2 n
peeB) S = += = +g(3 3
57 g(8, Bn) m, = n o, nk?zblkak + 6 g(BZ,...,Bn) <My = 7 %9088 )
donc
2 n
6 - < -
(6°-1)g(By,ennrB ) = 3
n
9(By.eiB ) = T3
, n
Par suite, m2 < Y + {1—2 <n . Il v a contradiction car m2 =zn . Nous avons
bien montré que & = 1

Nous trouvons une matrice entiére n~1xn-1 de déterminant 1

A e A

9 22 2n-1
Y.
%n an e >Lnn—l
les o sont toujours définis par (xz) = (al,qz,...,an) . Posons
= R 1
X X} o, X,
= ax + AR L
X; T 0y T A%, Mn-1%n

11 s'agit d'une substitution unimodulaire entiére. Appliquons-la a f((x))

n
3 2
= Lt Lo+ gt '
£ ;Ellxl Pir*2 7 Ppo¥ Pi n-1%nl
= + + = + +.+ N P
avec Py T 0y TRy%y Pin-1%n €Y Py = hpP55aP 0 MiPin-1

pour j =2 . La substitution étant entiére et unimodulaire (l’pll""’pln—l)

est une base entiére de F1 et (l'pil""’pin—l) en est une de Fi

Posons pl = p11 et montrons qu'il vérifie les conclusions du théoréme 1.

i=n, j=n
f((x)) = Z b, x'x!
i=1,j=1 1)
= = 2 - +_ - -
avec b11 n , b22 S(\pl\ ) et 2b12 S(p1 pl) ZS(FI) ,

(xz) = (al,...,an) se transforme en (x'z) = (0,1,0,...,0) dans la substi-

2
tution entiére unimodulaire considérée, donc m, = f((xz)) = b22 = S(\pl\ ).

Par suite, en utilisant (1) nous obtenons



a(stle, |07 < V2|

~

Il reste & montrer que \S(pl)\ < [n/2] pour terminer la démonstration

du théoréme 1.

Dans la transformation entiére unimodulaire considérée (x) = (xl,...,x )

est tel que pour tout i supérieur ou égal a 2 , X; = 0 , si et seulement

1
égal & (1,1,0,...,0) ou &

,...,x'n) posséde cette propriété. Par suite (x')
(1,-1,0,...,0) est l'image d'un (x) non pro-

si son image (x') = (x

portionnel & (1,0,0,...,0) et donc tel que f((x)) = m, . m, est égal
a b22 , nous obtenons par conséquent :
b11 +2b12 + b22 = b22
et
D117 2byy tPyy 2 by,
donc 1
1b1pl =2 Pyy
_ _ ) n
Comme |b12\ = \S(pl)\ et b11 = n nous avons montré que \S(pl)\ <5

\S(pl)\ est un entier. Il est donc inférieur ou égal & la partie entiére de

n/2 . Le théoréme 1 est démontré.

B) Soit F1 un corps de nombres algébriques totalement réel, de degré

n sur @ , de discriminant D ., D'aprés le corollaire du théoréme 1, il

existe o4 entier algébrique de F, non rationnel tel que

1
-[n/2] =8(p) <0 (2)
et Yn 1
2 n n-1
n+l < S(pl) < (n |DD (3)
5 engendre un sous-corps de degré d de Fl sur @ ol d est un

diviseur de n avec éventuellement d=n . Il existe donc un polyndtme
gX) de Z[X] , irréductible dans Q[X , de degré d , ayant d racines

pour une de ses racines. Le terme de
d

réelles distinctes et admettant p1

plus haut degré de ce polyntme est x

d —. .
Notons g(X) = 2z aiXd ! . Les a, sont des entiers relatifs,

i
i=0



a, =1 et les inégalités (2) et (3) nous donnent une majoration et une mi-
noration de 3, et a, en fonction de d et D . Nous allons montrer que
les conditions sur g(X) nous permettent de calculer pour chaque a; une
majoration et une minoration en fonction de d et de D . Nous établis-

sons d'abord un théoréme valable pour un polyntme de degré d & coeffi-

cients entiers.

THEOREME 2. - g(X) polynétme de Z[X] de degré d a d racines

réelles distinctes si et seulement si Mg est la matrice d'une forme

quadratigue définie positive

d-i

d
giX) = EO a X

Mg est la matrice carrée d'ordre d-1 et de coefficients

Mg = (myg))jeg-
l<jsd-1
t=i
= (A + _— C i .
mij i(d ])aiaj El d(i-j 2t)aj+t a;_, si i+tj = d
d t——g-—j 2 d
(A + L C
m, i( J)aiaj Z d(i-j t)aj+tai—t si j+i >

Démonstration du théoréme 2 : D'aprés [5], p. 199, giX) a d

racines réelles distinctes si et seulement si les déterminants s
SO Sln . -Sd_l

So Sl . d
S ey ' sont tous strictement positifs. sp = 7. onf
S]_ SZ Sd_lsd...SZd_z i=1
Ql,az,...,ad étant les racines de g(X) . Posons
i=d-1,k=d-1 j=d d-1 )
S (%)) = 2 s, Xx = 2, (x tax +.4+a, X, )
+ 1 d-1
d i=0 k=0 itk ik j=1 o ] j
Sd est une forme quadratique & d variables. Sd est définie positive
5, S sosl. Sq-1
si et seulement si les déterminants s_ , Jeees
° Sy S2 s s s
d-1"d"""72d-2

sont strictement positifs.

dsy((x) = (dxgts x 4. 45y xy 4) +hixy, . ouxgoq)



Sd est une forme quadratique définie positive si et seulement si la forme
quadratique & d-1 wvariables h est définie positive. En effet, soit

X

non tous nuls, il existe x, tel que XO+SIX1+”'+sd—1Xd—1 = 0.

LRy
Alors de(xO,dxl,...,dxd_l) = dzh(xl’“"xd-l) ce qui entrafne

h(Xl ,...,Xd_l) > 0

Soit A la matrice entiére de déterminant 1 suivante

azi\‘ad—z
\az
%1

d .
les a; sont définis par giX) = 2 aiXd ! . Considérons la substitution
i=0

entiére unimodulaire qui a (Xl""’xd—l) associe (gl,...,(;d_l) tel que

* ¢
=A1. . Nous définissons une nouvelle forme quadratique &

X4-1 Ca-1

d-1 variables h' par h'(¢ ) = h(xl, ) . La forme qua-

1,...,Qd_1 ..,xd_1
-dratique & d-1 wvariables h est définie positive si et seulement si h'
est une forme quadratique définie positive. Appelons Mg la matrice de
la forme quadratique h' . Nous avons montré que g(X) a d racines
réelles distinctes si et seulement si Mg est la matrice d'une forme qua-

dratique définie positive.

Calcul de Mg . Notons H la matrice de la forme quadratique h ,
Ho= ()90
1<jsd-1
h,, = ds. - s.,S
1] 1+j i i
Posons J t
Mg = (m)) ieget
lgj=d-1
M = ‘AHA .
g
Donc
t=i k=]
m,, = (d )

Stk %i-t 3k " 5%k %i-1%-k



Nous utilisons les formules de Newton

s = -a.,s .. —pa si >d
p 1"p-1 Py P
sp = —alsp_1 “8gSp-g St P <d
Posons
t=i k=j
B =2 ‘El Stk %i-t %k
t=i k=j
B= 7 s.a s, a
t=7 t i-t k=1 k7 j-k
B = ija, a
Posons
t=i k=j
C= 72 2. s a
+ ] — -~
=1 k=1 t+k Ti-t Tj-k
Supposons __i+j = d
Posons k=j
cC = S
+ -
t k=1 t+k Ti-k
t=i
t=1
= + +...+
C aJ(al-l 1 ai-ZSZ sl)
+ +,..4+s -
aJ+1(a _pS1% 23, 35, s -1)
aj+1-1 o 1
j+ - j+ o a (jH
a; U 1)aj_|_1 a;_,U Z)aj_|_2 ao(J l)aj+i
t=i t=i
= i—t+ - i+
© (t+llayyy g2 44y - 23y (UM,
t=1 =1
t=i-1
= -i- + i - (j+i
C “ (i-j 2t)aj+t 3y T iag, (j l)aj+iao

V.9

(4)

m.. = dC-B ce qui donne l'expression de m,, écrite dans 1'énoncé du
1)

1)
théoréme 2

Supposons i+j > d :

Nous posons Ct = -ajot "'_adst+j

fagon analogue. Le théoréme 2 est démontré.

- d et nous effectuons les calculs de



THEOREME 3.

avec d =3

Démonstration du théoréme 3

V.10
- Scit g(X) un polynéme de degré d , de Z[X]
g(X) est unitaire, a d racines réelles distinctes et
i=d A2 < a, £ A
- 1 1
= 2 axd ! avec ,
i=0 \Bz < a, = B1
2 étant des entiers relatifs donnés. Alors
2
IL , L IL % ri L < a < L
Ip 2p) (1p Zp)e 2p p lp
Soit p un entier compris entre 2

et d . Appelons @(p) la propriété suivante :
vi 1<i<p 3(L,.,L,.) (L,.,L )EZZ L,.<a, <L
! ! 1i'721" 1 11721 721 i 1i
2(2) est vraie par hypothése.

Montrons que (p) entratne ®(p+l) si p+l <d Supposons  P(p)
vraie et p+l =<d . Notons gp+1(x) la dérivée d'ordre d-p-1 de g(x) .
gp+1(x) est un polyndme de Z[X] , de degré p+l ayant p+l racines
réelles distinctes. Appliquons le théoréme 2

i=p+1 )
+1-
g )= T ax
P i=0
= -1 -1 . i i ' = - ]
avec a; (d-i) ... (p+2-i)a; en particulier ap+1 (d-p-1)! ap+1
Mgy = M) iep
1£j<p
. t=i
i i+ < p+l = i(p+l-ja’'a’ + +1)(i-j-2t)a; . a!
si i+ = p+l , m,, = i(p+l-jajal t2=31 (p+1)(i-j-2t)a, a4
t=p+1-j
. .+. + - 3 +1_- ] ] + + P 1 1
si i+ > p+1l , m,, i(p J)aiaj Z (p+1)(i~j 2t)aj+t ai_,
Alors, Mngrl est la matrice d'une forme quadratique définie positive.
1) Supposons__p__pair :
Posons
"o p "pp
+
2 2 221
A =
+1
" M"pp.. M. p
2 21 T gl
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est strictement positif

Lp+1
p P 2
m =% (=+1)a'" - 2(ptDa" a' - +1)pa' a'
op - 2% p p o o, (p+1)pa o]
2 2 2 2 2
2
— E ] ] ] 1 2
m = (5) a' a - 3(p+l)a a co.-(pt)%a' &’
pp, 2 %o, "%, % P p+1 %
2 2 2 2 2
mp D = (%‘Fl)-g-a';l_ - 2(p+1)aI'D ai:) ...- (ptl)pa’ +1a'1
=15+ +2 =
5 12 1 5 1 5 2 5
Ap+1 est un polynéme du second degré en abﬂ tel que le coefficient de
4 2
I ‘t - +1 1 : 3 1
ap_'_1 soi (p+1) ao et tel que le coefficient de ap+l et le terme
constant soient des polynétmes en (aé),a'l,...,aij) a coefficients entiers.
Pour que Ap+1 soit strictement positif, il faut et il suffit qu'il ait 2 ra-
cines réelles et que a'p+1 soit compris strictement entre ces racines. Si

les racines ne sont pas réelles, il n'existe pas de valeur possible de Z

pour ap+1 . Nous posons L1 p+l = L2 p+l = 0 . Si les racines sont des
réels x; et Xy avec X, = X; nous avons sz_'_1 < ap+1< L1p+1
avec
E( ! 1 1 Z
= —_— i
L1p+1 (d—p—l)!) s (d-p-1)1 3
1p+l  (d-p-1)! RG]
X2
L p+l E((d—p-l)!)
2) Supposons_ p__impair :
Mo+l p+1  Tp+l p+3
Ly = 2 2 2 2 doit étre strictement positif
P
m m
p+tl p+3 p+3 p+3
2 2 2 2
m = (p—ﬂ-)2 a'2 - 2(p+l)a’ a' - (p+1)2a' a'
p+l ptl 2 p+l p+3 -1 ptl o
2 2 2 2 2
m = EhHEDar  a -3(pHal . a ..-plpt)ala
p+tl p+3 2 2 " "ptl p#3 +5 "p-1 p+l 1
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p+3, p-1, , , .
= (=) (F— - + -...- (p- +1)a' '
M43 p+3 - )5 )ap+3 2(p l)ap+5a 417~ -1 l)apﬂa2
2 2 2 2 2
A;)+1 est un polyndme du secbnd degré en ai'ﬁ"'l tel que le coefficient
| . 3. 2 2.2 .
- + - + s
de ap_H soit  (p-1)(p+1) azao p°(p+1) a et tel que le coefficient de
ap+1 et le terme constant soient des polynd®émes en (ao,a ,...,ap) a
coefficients entiers. Le coefficient my, de Mng est strictement posi-
. p— lz ] ] : $ 2 Iz 1] 1
= - + - -
tif. Or my, paj 2(p l)a2 al - A fortiori p a (p 1)(p+1)a2 al est

p+1
positif. La fin de la démonstration est analogue & celle du cas p pair.

strictement positif donc le coefficient de a dans Ai) est strictement

C)

1) Nous cherchons maintenant les corps de nombres algébriques to-
talement réel, de degré n sur Q de discriminant DI inférieur & un
nombre K donné. Soit F1 un de ces corps de nombres algébriques.

D'aprés le théoréme 1, il existe p, entier algébrique de F, , o n'é-

1 1 1
tant pas un rationnel, tel que :
-[n/2] =< 8(p) = 0 . (2)
et n —_—
ntl =5(%) < (oo™ (3)
- n

Py engendre un sous-corps de degré d de F1 sur Q . Il existe un

polynéme g(X) de Z[X] de degré d unitaire, irréductible dans Q(X) ,

admettant d racines réelles distinctes dont l'une est p1 . Nous notons
i=d  4-g
gX) = 2 a;X avec a =1 . Soit s’l,...,s'd les homomorphismes de
i=0
Q(pl) dans @ . Notons p'i = s'i(pl) . Il ya n homomorphismes de I-"1
dans (@ et leurs restrictions a Q(pl) sont s'l,...,s;Jl . Chaque si se
prolonge en n/d homomorphismes de Pl dans @ . Par suite
n 2 n, 2 12
= '+ .40 = —(p! +
S(p) = gloyotol) o 8()) = glo" £t py)
a2 (5,2 4t 5}
comme a, = -(pl' ot pé) et a, = > . Nous déduisons de

cela



d
0 < a, = [2]
et Yn 1 (4)
1.d. 0 7T 2 1o ad 2
—Z[H(HK) —-al] Sazg—z[(n+1)n—a1]

Utilisons maintenant le théoréme 3 : pour chaque a; nous calculons un
majorant et un minorant qui sont exprimés en fonction de d, n, K,

a ...,
Ol 7 1_1
degré n sur Q de discriminant inférieur ou égal & K est tel qu'il

Tout corps de nombres algébriques F totalement réel de

existe d divisant n , tel que F contienne un sous corps engendré sur
@ par une racine d'un polynéme unitaire g(X) de 2[X] de degré d ,
irréductible dans Q[X] , ayant d racines réelles distinctes et dont les
coefficients sont compris entre les bornes calculées a partir de (4) par

la méthode indiquée dans le théoréme 3.

2) Nous supposons pour cette partie que n est un nombre premier.
Alors tout corps de nombres algébriques F de degré n sur Q de dis-
criminant inférieur ou égal & K est engendré par une racine d'un polyno-
me unitaire de 2Z[X] , de degré n , avant n racines réelles distinctes,
et dont les coefficients sont compris entre les bornes calculées & partir

de (4) par la méthode indiquée dans le théoréme 3. Soit un polynéme

i=n ,
gX) = = aan—l avec a_ =1 .

i=0

Supposons que les a; soient des entiers compris entre les bornes
calculées & partir de (4) pour les corps de nombres algébriques totalement

réels de degré n de discriminant inférieur ou égal &8 K

Nous indiquons comment nous vérifions si une racine de g(X) définit.
une extension de degré n , totalement réelle, de Q de discriminant in-
férieur ou égal & K : nous cherchons si g(X) est irréductible dans
Q[X] . S'il l'est nous formons Mg dont l'expression en fonction des a;
est donnée dans 1l'énoncé du théoréme 2 . Nous vérifions que tous les mi-
neurs principaux ont des déterminants strictement positifs. Notons 4 le
déterminant de Mg . Nécessairement A doit étre strictement positif. Si
g(X) n'a été éliminé par aucune des vérifications précédentes une racine

o de g(X) définit une extension totalement réelle de degré n sur Q



2
de discriminant D HAT? = Dp et Dp =d D avec d€Z . 1l reste a
vérifier si on a effectivement . D<K . D est supérieur & la minoration

de Minkowski pour les extensions totalement réelles de degré n sur Q

gue nous notons D donc

o)
P2,
X < d < Do si D s K
Dp 2 Dp
Si p est un nombre premier tel que pour un k , X < (pk) = o
o)

et si p2 divise Dp nous cherchons la décomposition de 1'idéal (p)
dans Q(p) par la méthode de Berwick [1] et nous appliquons ensuite le
lemme suivant
e, e
ILEMME. - Scit p un nombre premier de Z , p = P, .P dans

s
un corps F sur Q , les Py étant des idéaux premiers distincts

de F , alors la puissance Dp de p contenue dans le discriminant

de K sur @ est

i=s £ (5;-1)
i‘vrl
D,=T1p
i=1 Qs
avec e, =e. si pXe, e +1 <8, < (Q.*l)e, si p/e., et pl
it = L5y i it = i =

est la puissance maximum de p contenu dans e

Prenons par exemple =3 et K=150 . Considérons le polyn6me
3 2

gX) = X" +X" -5X -1 . Il est bien irréductible dans Q[X] et Mg est

la matrice d'une forme quadratique définie positive. Appelons p une ra-
cine de g(X)
A 2

D, =35 = 592 = d°D , D discriminant de Q(p)

Nous avons a priori comme possibilité d=1 ou d=2 donc D= 592
ou D = 148 . Cherchons la décomposition de 1'idéal (2)

a) = (x+1)% - 2[x+1)%] - 4[X+1)-1] mod.8

(0,2)

(1,2)

~J(2,1)

(3,0)

donc (2) = p? ; en utilisant le lemme nous trouvons D = 148
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3) Recherche des discriminants minimaux successifs pour les exten-

sions totalement réelles de degré 3 sur Q

a) Le discriminant minimum pour les extensions totalement réelles de
degré 3 sur @ est 49 . Nous allons chercher le plus petit parmi les dis-
criminants suivants , ensuite nous chercherons le plus petit parmi les dis-

criminants supérieurs aux deux premiers et nous continuerons ainsi.

Une extension totalement réelle de degré 3 sur Q de discriminant
inférieur ou égal & K est engendrée par une racine d‘un polyntme

gX) tel que

3 2 3
= + +
gX) = X" + a1X a2X a, . (al,az,a3) €Z

3 2 3
-27a +a3(18a1a2-4a1) +a1a -4a2 >0

De plus si ces 3 conditions sont vérifiées, nous appelons p une racine

de g(X) , D le discriminant de Q(p) . Alors

D=—é— avec d¢€Z

3d2
et
2 3 2 2 3
A= —27a3 +a3(18a1a2—4a1) +aja, - 4a,
1/2
. 1 2K _ = 2722 _ 453
Pour a, =0, (5) devient —2(3 ) < a2 < -2 et p = 27a3 4a2
. 1, 2K 1/2
Pour a, =1, (5) devient —2((3 ) -1) < a, = -2 et
2 2 3
A= —27a3 + a3(18a2—4) +a, - 4a2
Considérons g(X) =X3—3X+1 . g(X) est irréductible, a 3 racines

réelles distinctes et A/3 = 81 . Une racine p de g(X) définit une ex-

tension de degré 3 totalement réelle de Q de discriminant D tel que

D=§-%-,de%
d
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comme nécessairement D > 49 , cela entrafne d=1 et D =81

b) Cherchons les extensions totalement réelles de degré 3 sur Q

de discriminant inférieur & 81 . Une telle extension est engendrée par une

racine ; d'un polynéme gX) = X3+a X2+a X+a, , (a,,a,,a.) € %3
1 2 3 177273
a1 =0 a, = 1
-35a2s—2 ou —BSazs—Z
3 2 2 3
\ - - + - -
0= a, s ZJ a2/27 27a3 a:,’(18a2 4) +a, 4a2 >0

nous étudions tous les polynémes g(X) possibles. D désignera
le discriminant de Q(p) quand g(X) vérifie les conditions imposées et
est irréductible dans Q(X)

a1=0,a2=-2 . Alors OSa351 , X3—2X et X3-2X+1 ne sont

pas irréductibles dans Q(X) ayant comme racines évidentes respectivement

0 et 1

3
a1=0 , a2=—3 . Alors 0$a352 ' X3—3X et X -3X+2 ne sont
pas irréductibles dans Q(X) ayant comme racines évidentes respectivement
0 et 1 . X3 -3X +1 définit l'extension cyclique de @ non ramifiée en

dehors de 3 , de degré 3 . C'est une extension totalement réelle de de-

gré 3 de Q , de discriminant 81 ainsi que nous l'avons calculé & la

fin du a)
2 3 2
a1=1 . a2=~2 . —27a3—40a3+36>0 entrafne —ZsaSsO , X +X -2X
3 2

et X +X"-2X-2 ne sont pas irréductibles dans Q[X] . Etudions
gX) = X3 +X2 -2X-1, A/3 =D =49 ., Une racine de ce polynéme engen-

dre l'extension de degré 3 sur Q totalement réelle de discriminant mi-

nimum.
3 2 3 .2
a1=1,a2=-3.Alors -3sa3s1. X +X -3X+1 , X +X -3X ,
3 2 3 2 . . )
X7 +Xe-3X-2, X +X -3X -3 ne sont pas irréductibles dans Q[X] ,

gx) = x5 +x2

-3X -1, g(X) est bien irréductible dans Q[X] .,
A/3 = 148 donc D = 148/d2 nécessairement D =249 ; donc d=1 et

D = 148
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Il n'y a pas d'extension totalement réelle de degré 3 sur Q dont
le discriminant soit compris strictement entre 49 et 81 . Il existe une
extension de degré 3 sur Q totalement réelle de discriminant 49 et une
extension de degré 3 sur Q totalement réelle de discriminant 81 . Ce

sont toutes deux des extensions cycliques de Q

c) Nous allons chercher maintenant le discriminant minimum parmi
les discriminants d'extensions totalement réelles de degré 3 sur Q non
cycliques ainsi que le discriminant minimum pour les extensions totalement
réelles de degré 3 sur Q de discriminant strictement supérieur a 81
Dans 1'étude précédente nous avons rencontré le polynéme X3 +X2—3X—1
Une racine de ce polyn®tme engendre une extension totalement réelle de

degré 3 sur Q de discriminant 148 =37><22

Une extension F de degré 3 sur Q non cyclique a pour cléture
galoisienne N une extension de Q dont le groupe de Galois est S3
N a 3 sous-extensions de degré 3 sur Q conjuguées et une seule
sous-extension quadratique k de discriminant d . Notons D le dis-
criminant de F , Alors D =df2 avec f € Z (voir [10]) . Une racine
de X3 +X2—3X—1 engendre une extension de degré 3 sur Q totalement
réelle non cyclique dont la cloture galoisienne N est l'extension de
degré 3 de Q(/37) non ramifiée en dehors de 2 . Il y a 3 extensions

de degré 3 de Q -conjuguées totalement réelles de discriminant 148

Nous allons montrer que 148 est le discriminant minimum pour les
extensions totalement réelles de degré 3 sur Q non cycliques et que
c'est le discriminant minimum pour les extensions totalement réelles de

degré 3 sur Q de discriminant strictement supérieur a 81 .

Recherche des extensions totalement réelles de degré 3 sur Q de _dis~

criminant supérieur & 81 et inférieur & 148 . Elles sont engendrées par

3 2
une racine p d'un polynéme g(X) = X +a1X +a2X+a3 , (al,az,as)ez3
avec -4 « a, < -2 ou -4 < a, = -2 . Les
2°,.3 0.2 _ 2_,.3
—27a3 4a2 >0 27a3 +a3(18a2 4) +az 4&12 > 0



cas (a1=0 et —Ssazs—Z) et (a1=1 et —3sa2s-2) ont été

étudiés pendant la recherche des extensions. de discriminant inférieur & 81 .

3 3

a, = 0, a2 = -4 ; alors OSa3 <3 . X -4X et X -4X+3 ne sont pas
irréductibles dans Q[X] , gX) = X3 -4X+1 est irréductible dans Q[X]
5/3 = dZD = 229 . 229 est premier donc a=1 et D =229

g(X) = X3 - 4X + 2 , 0/3 = 148 . Une racine de g(X) engendre une des

3 extensions conjuguées de degré 3 totalement réelles sur Q sous-
extensions de l'extension de degré 3 de Q(/37) non ramifiée en dehors
de 2 . Ces sous-extensions sont de discriminant 148

3 2 3 2

a1=1,a2=—4; alors —3sa352. X +X" -4X+2 , X +X -4X ne
3

sont pas irréductibles dans Q[X] . g(X) =X +X2—4X+1 donne une ex-

tension cyclique de degré 3 sur Q totalement réelle de discriminant

169 = 132 .ogX) = X3 +X2—4X—1 donne des extensions de degré 3 sur
Q totalement réelles non cycliques de discriminant 321. gX) = X3 +X2 -4X-2
donne des extensions de degré 3 sur Q totalement réelles non cycliques
de discriminant 4x79 . g(X) =X3 +X2-4X—3 donne des extensions de

degré 3 sur Q totalement réelles non cycliques de discriminant 257 .

Nous avons montré qu'il n'existe pas d'extension totalement réelle
de degré 3 sur Q dont le discriminant soit strictement compris entre 81

et 148

- II -

Dans cette partie, nous allons chercher les discriminants minimaux
successifs pour les extensions totalement réelles de degré n sur Q ou
n n'est pas un nombre premier. Nous allons étudier particuliérement les
cas n=4 et n=9 ., Nous utiliserons les théorémes 1, 2, 3 de la par-
tie I et le théoréme suivant du a Godwin [6] que j'énonce, dans le cas

totalement réel sous l nom de théoréme 4.



THEOREME 4, - Soit K un corps totalement réel de degré N = ny

sur Q de discriminant D ayant un sous-corps k de degré n

sur Q de discriminant d . Alors K est engendré sur k par une

racine d'un polyndme Ql(X) tel que :

V] v-1 .
= + +, ..+
@l(X) X )\llx )\1\) . >\1i entier de k

Notons onn,...,onlv les racines de él. Elles sont nécessairement

réelles. Notons él"'én les conjugués de @1 pour les homomorphis-

mes de k dans C et «a "ajv les racines de ¢

10
.. J;n %1:\) az -(1=VOL )2/) . Dll/z
=1 li=1 7% \=1 2 N'n\\d\l:zvn/z

Yo pour ¢ entier est la constante de Minkowski dont la définition

est donnée dans le théoréme 1.

[—,

2
N-n

A) Supposons que Pl soit une extension totalement réelle de degré n

sur @Q de discriminant D inférieur ou égal a K . D'aprés le théoréme 1

il existe p1 entier algébrique de F1 , p1 n'étant pas un rationnel tel que

|8(p)| = [n/2]

et _ Y
< (|| s 2|

(n+1)n-1

Q(pl) est une extension de degré d sur Q avec d diviseur de n .
Nous avons démontré dans la partie 1 que Q(pl) est engendrée par une
racine d'un polyné6me unitaire g(X) de Z[X], de degré d , ayant d
racines réelles distinctes, irréductible dans Q[X] et tel que

i=d

gX) = a.Xd—l avec 0<a, < [d/2]
i=0 1 1

n 1
_;[Q(XEK)HET_ z] < s < __L[(n+1)d_ 2]
2Ln'n 8y 3 A |

d'aprés le théoréme 3 ceci entrafne que pour tout i compris entre 1 et d

L

et

il existe un couple d'entier (L ) tels que L [ < L Suppo-

117 24 2 11 °

sons que d est un diviseur strict de n , d'aprés le théoréme 4, F1 est
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engendré sur Q(pl) par une racine 6, d'un polyndtme § (X) tel que

n 1 1
d a"l
3. (X) =X + 1 X .+ ) , A.. entier de Q(p.)
1 1y 1i 1
Si Ql""’@d sont les conjugués de @1 , hotons ajl""’q._n_ les racines
de @J, . Alors |
j=n lz% 1:% 2 % Ez—_d
2 D
0<Z§Za—(2a %%5-\( —LJ——— (7)
, ji . ji n-d 1 n
j=1 Ui=1 i=1 -
_rl 2
5”&
avec D discriminant de Fl , & discriminant de Q(pl)
(X)) = él(X)QZ(X)...én(X) est le polynéme minimal de 91 sur Q si
d

Q(el) = Fl . Alors {(X) a nécessairement n racines réelles distinctes,

est de degré n , est & coefficients dans Z , est unitaire et irréductible
dans Q(X) . Montrons qu'il existe une majoration et une minoration en
X0l ot ge  xP2

fonction de K , n et d des coefficients de Le coef-

ficient de X" est Tr Q(pl)/Q(Xu) = a] . Le coefficient de X072 est
1
Tr Qe )/QM )+ 5 (TrQ(p ) /Q0 —'TrQ /Q(x = a,
(7) donne 1 2
7 n-d
D
0<(l—-TrQ J7QW ) - 2Tr Qe )/Q0 ) < v 4 1 o . (8)
2 n, 2

@
D <« K par hypothése et & est minoré par le discriminant minimum pour

les extensions totalement réelles de degré d sur Q gue nous notons k

donc (8) donne ___2_
7 n-d
0 < (1= )/Q0Y) - 2T Qly) < vy | 5 (9)
kz(-fjl)2

Si on ajoute & el un entier relatif (9) ne change pas. Par suite, en
remplagant éventuellement 61 par sa somme avec un entier, on peut sup-
poser

d-1

= + +, ..+ ,
N ao alpl qd-lpl

11
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i1z n n
1 1 ts d , - [—] < — i
avec les o, ¢éléments de Q [Zd ais[Zd pour iz 1 et
& tel que —d[ ] < TrQ(p /Q < d[—zr—l-d— . Si on change 61 en
—61 (9) ne change pas donc nous pouvons supposer
Ao =a *ap +ota, o371 a, €@
11 o) 171 d-1"1 ! i
viz 1 , [ 7l <aq S[Zd) et 0 < Tr Q(p /Q SEgl

Pour un entier j donné TrQ(p /Q pJ s'exprime en fonction des ai
coefficients de g(X) . Les ai etant tous majorés et minorés en fonction
de n,d et K. TrQ(pl)/Q (X?l) est par suite majoré en fonction de

n , d et K. Cette majoration et (9) entrafnent que ay et a; sont

majorés et minorés en fonction de n , d et K

Pour démontrer cela, nous avons dQ supposer F1 = Q(el) . Si n =pq
ol p et g sont deux nombres premiers non nécessairement distincts et si
nous sommes dans le cas Q(pl) # Fl alors nécessairement I-“1 = Q(el)
ou Fl est une extension composée d'une extension de degré p sur Q
et d'une extension de degré g sur Q . La recherche des extensions to-
talement réelles de degré n=pg sur Q , avec pet g premiers non né-
cessairement distincts, de discriminant inférieur ou égal @ K consiste
d'une part & chercher les extensions composées d'une extension totalement
réelle de degré p sur Q et d'une extension totalement réelle de degré
g sur Q et d'autre part a calculer pour d=p , pour d =g les majo-

t . ~

' et a et ensuite a chercher les polyndmes

1 2
gui vont convenir parmi les polyn6mes unitaires de degré n de Z[X] ,

rations et minorations de a

ayant n racines réelles distinctes, irréductibles dans Q[X] et tels que
les coefficients de Xn-1 et Xn_2 ‘soient majorés et minorés. Cette der-

niére partie se fait par la méthode indiquée dans I pour le cas n premier.

B) Recherche des discriminants minimaux successifs pour les extensions

totalement réelles de degré 4 sur Q .

Nous savons que le discriminant minimum pour de telles extensions

est 725 et que l'extension correspondante est cyclique. Le discriminant mi-
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nimum pour les extensions totalement réelles de degré 4 sur Q qui sont
composées de 2 extensions quadratique est (5><8)2 = 1600 qui est le dis-
criminant de CD(A/g,Jf) . Une extension de degré 4 sur Q galoisienne est
soit cyclique, soit la composée de 2 extensions quadratiques. Nous cher-
cherons le discriminant minimum pour les extensions totalement réelles de

degré 4 sur Q non galoisiennes.

D'aprés le théoréme 1 pour une extension 1:‘1 de degré 4 sur Q de

discriminant inférieur ou égal & 5000 il existe 1 tel que p1 ne soit pas
4
Y 1
rationnel et 0 < —S(pl) <2 avec 5 < S(pf) < (Zi 5000) /3 donc
52804217
1) Si Fl = Q(pl) . P @ pour polynéme minimal
g(X)=X4+a X3+aX2+aX+a a, €%
1 2 3 4 ! i

g irréductible dans Q[X] , ayant 4 racines réelles distinctes et

a1=0 a1=1 a1=2
ou ou
—8_<.azs—3 —8sa25-—3 —6SaZS—1
2) Si Q(pl) est une extension de degré 2 de Q . pl a pour polyn®me
minimal

2
gX) =X +a X+a

1 p + 3 €Z
avec a? - 4a2 >0, a?-éla2 n'étant pas un carré de Z , Osalsl et
al-17/2 al -5/2
————2— < a2 < - Ces 2 derniéres conditions donnent (a1=0 et
—45325—2) ou (a1=1 et -3 sazﬁ-l) . Q(pl) est par suite engendré
2

par une racine P de l'un des polyndbmes suivants : X -2 , X2—3 .
2
X" +X-1, X2 +X-3 . Q(pl) est donc l'une des extensions quadratiques
de @ suivantes : QJ2 , Q.3 ., Q.5 , Q.J/13 .

Appliquons maintenant le théoréme 4 . F, est engendré sur Q(Dl)

2
. - + + / .

par 91 racine de él(X) X XHX >\12 avec \11 et xlz entiers de
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1 2

Q(pl) et 0 < 2TrQ(pl)/Q(xn) -27Tr Q(pl)/Q(klz) < 9 (10)

a) Supposons Q(el) extension quadratique de @ . Alors )“11 et
X1z sont des éléments de Z . (10) ne change pas si on ajoute & A un
entier. Nous pouvons donc supposer 0 < )\11 <1 on a 0<)€1—4>\12 <9
donc (xn =0 et -2¢« >\12 < -1) ou (xn =1 et -2¢« )lezs -1) . Ql(X)
est par suite l'un des polyndmes suivants X2—1 , X2—2 , X +X-1 ,
X2+X—2 . Xz-l et X2+X-—2 ont des racines entiéres et ne
définissent donc pas d'extension quadratique de Q@ . Par suite él(X) est

2 — —

X2—2 ou X +X-1 et Q(8,) est QG/2) ou Q(/5) . Nous obtenons

1
ainsi les extensions totalement réelles de degré 4 sur Q de discriminant

inférieur ou égal & 5000 suivantes : Q(/2,/5) de discriminant 1600 |,

(Q/3,,/5) de discriminant 3600 , Q(/13,,/5) de discriminant 4225

b) Supposons Q(Sl) extension de degré 4 sur Q . Le polynome

minimal de 81 sur Q est y(X) tel que

2 2 -
P00 = O Hn X+ A K T X+

1 12 )

2

Pour un élément ) de Q(pl) , A désigne son conjugué.

4 '3 2
= -+ + a' + 3! + a'
LLJ (X) X a1X aZX a3X a

Pour tout i , ai est un élément de Z

al = TrQ(p,)/Q)0 )

2
ay = Tr(@Q(p)/Q)0 ) + 7 (Tr(@(e)/Q)0 ) - 3Tr(Q(e)/Q)6.7)

Nous continuons la démonstration par la méthode indiguée dans la partie A
de 1II .

A, =a *ta,p avec (a ,a,) élément de CDZ -lgq,c1 et

11 o 1M o’'™1 ! 1
0<Tr Q(pl)/Q (>\11) <2 . TrQ(pl)/Q (XH) est un élément de Z égal A

TrQ(p,)/Q (5

+
2ao OL1

Si Q) = QVZ . TrQ(p)/Q) () = 0 et TrQ(p)/Q (p2) =4 donc
0sa_s1 et TrQp)/Q) 02) 56
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S Q) = QJ3 . TQp)/Q) (o) =0 et TrQlp)/Q () = 6 donc
0ea =1 et TrQle)/Q02) <8

Si Q(pl) = Q.5 . Tr Q(pl)/Q)(pl) =-1 et Tr Q(pl)/Q (p?) 3 donc
—% <a s% et Tr Q(pl)/Q (>‘121) < -lzi

Si Q) = QVI3 . TrQle)/Q (p) =-1 et Tr Qlp)/Q (62 = 7 donc

1 3 2 23
-5 sa 5 et Tr Q(pl)/Q (xll) <3

2
. , 9 23 . % ,
Nous obtenons 0O<a' =2 et a, 2z -5 -—+— . Par ailleurs,
1 2 2 4 2
y(X) devant avoir 4 racines réelles distinctes, a'lz— 8a'2 > 0 car c'est
le premier coefficient de la matrice M définie dans 1l'énoncé du théo-

y(X)

réme 2

Donc F1 est engendré sur @ par une racine d'un polyn®me unitaire

y(X) de Z[X] , irréductible dans Q[X] , ayant 4 racines réelles distinc-

tes et tel que yX) = X4 +a'1X3 + a'Xz +a'X+a' avec (a' =0 et

2 3 4 1

—IOSaZS—l) ou (a1=1 et -105a250) ou (a1=2 et-9sa2s0)

THEOREME 5.- Une extension F1 totalement réelle de degré 4 sur

Q de discriminant inférieur & 5000 est soit QQ/-S—,JE) , Q(Jg,Jg) ,

Q(J-S-,Jﬁ) , Soit engendrée par une racine d'un polynétme de Z[X]

!

gX) = X4 + a'lx3 + a'ZX2 + a'3X + a;l , irréductible dans Q@[X] , ayant
4 racines réelles distinctes et tel gue (a'1 =0, -10¢ a'2 < -1) ou
(al=1,—103a250) ou (a1=2,—95a250)

, , 4 2
Parmi les polyntmes tels que a1 =0 , nous remarquons : X -4X +2

gui donne l'extension Fl = Q(~/2+A/2_) , extension cyclique de degré 4 sur Q@ ,

totalement réelle, non ramifiée en dehors de 2 qui a pour discriminant 2048 ;

4
X =-5X +5 qui donne une extension cyclique de degré 4 sur Q ,

+
F1 = Q( 52“/5 , de discriminant 2000 ; X4-7X2+X +9 qui donne des

extensions de degré 4 sur < totalement réelles non galoisiennes de dis-

criminant 4705
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C) Nous cherchons le discriminant minimum pour les extensions de degré

. , 2m
9 totalement réelles sur Q . Nous connaissons l'extension Q(cos Tg) de

8
discriminant 19~ . Nous allons donc chercher les corps F; dont le dis-

criminant est inférieur a 198 , F1 étant une extension totalement réelle

de degré 9 sur Q

Appliquons le théoréme 1 : il existe p entier de F, , o n'ap-
1 1 "1

partenant pas a Q tel que
0 < S(p,) s 4

1
1/8

et
) 9
10 < S(p)) = (lg—) x 19

Il v a 2 cas possibles : Pl engendre 1:‘1 ou p, engendre une sous-

1
extension de degré 3 de F

1
1) ) engendre P1 . Soit g(X) le polyntme minimal de o - gX) est
de degré 9 , est unitaire, a ses coefficients dans #Z est irréductible

dans QX) , a 9 racines réelles distinctes et

a, =0 a, =1 a, =2 la, =3
. 1 . 1 , 1 .
soit , Soit , soit , soit
—17sa25—5 -17sa25—5 -15 sa25-3 —13sa2s—1
| gal =4
soit
—9sazs3
2) 3 engendre une sous-extension de degré 3 de F1 . Soit g{X) le poly-

néme minimal de p

3 2
gX) = X +a1X +azX+a3

a, , a a éléments de Z . g(X) irréductible dans Q[X] , ayvant 3

1 2 ' 73
racines réelles distinctes et
( = =1
a, 0 a,
ou
—Ssazs—Z —SSaZS—Z

D'aprés le théoréme 2, g{X) a 3 racines réelles distinctes si et seulement si

2
2a1 -6a2 a1a2—9a3
A= ) > 0
a1a2-9a3 2a2—6a3a1
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2
alors A/3 =d'S avec d entier et S discriminant de Q(pl) sur Q
=0 =1
les cas al et al ont &té étudiés dans la partie I
—4sa2s-2 —4sa2s—2

Les résultats sont contenus dans la liste suivante

e o) | Srra 5 Tt O
X3—3X+1 81 cyclique
x3-4x+1 229
X3—X2-2X-1 49 cyclique
X +x%-3x-1 148 = 4 x 37
X3 - 4% +2 148 = 4 x 37
X3+X2—4X+1 169 cyclique
Xo+x? - ax -1 321

X +X% - 4% - 2 4 x 79
x3+x%-ax-3 257

X3-5X+1 473

X2 - 5% +3 257

X3 +x%-5X +2 229
X3+x2-5x+1 404 = 4 x 101
X3 +%2-5X - 1 148 = 4 x 37
x3+x2-5%-3 4 x 141

X3 +x%-5% -4 469

Quand nous n'avons rien indiqué & droite, Q(pl) est non cyclique sur Q
Nous avons indiqué & droite la décomposition en puissances de nombres
premiers distincts. Si Gl est u‘ne extension non cyclique de degré 3 sur
Q de cldture galoisienne N , si k est le sous-corps quadratique de

N , d le discriminant de k , D le discriminant de G1

D=df2

pour les discriminants de la liste ci-dessus, il y a une seule décomposition

possible donc un seul k et un seul N
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Par suite, quand dans la liste précédente 2 polynémes nous donnent
le méme discriminant, il suffit de garder un seul de ces deux polynémes.

Si F. est tel que Q(p,) soit engendré par une racine d'un polynéme de

1 1
la liste précédente, d'aprés le théoréme 4, Fl est engendré par une racine
2 d'un polynéme él(X)
(X) —X3+) X2+ X+
dp = ‘11 M2 3
tel que
2 2 4173
2 _ _19
0 < 3 TrQ(ol)/Q (kn) 2TrQ(pl)/Q (klz) < \-6(3J§x7) . (10)

a) Si Q(8) est de degré 3 sur Q . Si Q(pl) = Q(cos %T-T-) néces-

sairement pour gue Q(G,pl) soit de degré 9 sur Q le discriminant de

Q(2) est supérieur ou égal au 2e discriminant minimum pour les extensions
de degré 3 totalement réelles, soit 81 . Donc si nous appelons D le dis-

criminant de F
! 3 8
D> (49 x 81)" > 19

si Q(pl) # Qfcos 2—,;1) le discriminant de Q(pl) est supérieur ou égal a

81 . Celui de Q(8) est supérieur ou égal & 49 et on a le méme résultat.

b) Si Q(8) est de degré 9 sur Q

3 2 3 2 3 2
g = ) + + + + + +. X+
W(X) = X7 X X xB)(X Mgy X Hh X x23)(x Lg X X f&)
ou }"ji est conjugué de >\j'i par un endomorphisme de Q(pl) dans C .
¢(X) est le polyndme minimal de 68 . (X) est de degré 9, unitaire, &

coefficients dans Z , irréductible dans Q[X] , a 9 racines réelles dis-

tinctes
X)) = X9 + a'1X8 + a‘2X7 + a'3X6 + a'4X5 + a'sx4 + a'6X3 + a'7X2 + a'8X + a'9
a) = TrQlp)/Q 0
2 = TQ(e /A0 ) + F IO/ 0, ) - 3T Ql)/Q 0

2
Pour que ¢ ait 9 racines réelles distinctes, il faut que a'1 - 18 a‘2 > 0

Nous savons que, en remplacant éventuellement & par sa somme avec

un entier de Z et par son opposé, on peut supposer gque
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3
- <
2 ‘11

et tel que
OLO of

2
= + +
IS cxo onl pl az pl

avec

3

%

3 3
R R

0 < Tr Q(pl)/Q ()\11) < 4

Pour chaque polynétme g(X)

2
nous calculons une majoration de TrQ(pl)/Q ()\11

nons donc une minoration de a

2

de notre liste, dont une racine définit
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élément de Q

Q(pl)

) . Avec (10) nous obte-

Les résultats sont dans le tableau suivant :

polynétme dont une racine discriminant majoration de minoration de

définit  Q(p) de Qlg) TrQlp)/Q 0:) 2 - 222
X3-3x+1 81 12 -23,95
XS +x4-2% - 1 49 10 -23,35
xS +x4-3% - 1 4x37 18 ~29,39
X +x%-ax +1 169 36 ~46,54
X rx?oax -1 321 28 -38,04
xS +x%-4x -2 4 %79 24 -36,20
x3+x%-4x-3 257 21 -30,89
X3 -5X +1 473 25 -34,44
x3-ax +1 229 18 -28,05
X3 +x%-5% +1 4 x 101 a7 -56,39
X3 +x%4-5% - 3 4 x 141 32 -43,49
%3 +x%-5% - 4 469 28 ~37,44
La majoration de a'2 est donnée par a'l2 - 18a'2 >0 car a'l2 - 18a'2

est le premier coefficient de la

matrice MW




BIBLIOGRAPHIE

(1]
(2]
(3]

(4]

(5]
(6]

(7]

(8]

(9]

[10]

(11}

BERWICK - Integral Bases. Camb. Tracts on Maths, n®°22,
CASSELS - An introduction to the geometry of numbers,

COHEN - Note on fields of small discriminant. Proc. Amer. Math. Soc.
3 (1952), pp. 713-714.

DAVENPORT - The product of n homogeneous linear forms. Indag
Math. 8 (1946), pp. 524-541.

GANTMACHER - Théorie des matrices, t.2, Dunod.

GODWIN - The determination of fields of small discriminant with a
given subfield. Math. Scand. 6 (1958), pp. 40-46.

HUNTER - The minimum discriminant of quintic fields. Proc. Glasgow
Math. Association, vol. III (1957).

KAUR - The minimum discriminant of sixth degree totally real algebric
number fields. Journal of the Indian Math. Soc. (1970),
pp. 123-134.

LIANG et ZASSENHAUS - The minimum discriminant of sixth degree to-
tally complex algebraic number fields. Journal
of number theory, 9 (1977), pp. 16-35.
MARTINET - Sur l'arithmétique des extensions galoisiennes & groupe de
Galois diédral d'ordre 2p

POHST - The minimum discriminant of seventh degree totally real alge-
braic number fields. Journal of number theory (a& paraftre).

Laboratoire de Mathématiques Pures - Institut Fourier
dépendant de 1'Université Scientifique et Médicale de Grenoble
associé au C.N.R.S.

B.P.

116

38402 ST MARTIN D'HERES (France)



