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V.1 S é m i n a i r e d e T h é o r i e d e s N o m b r e s 

2 5 n o v e m b r e e t 2 d é c e m b r e 1 9 7 6 

G r e n o b l e 

D I S C R I M I N A N T S M I N I M A U X S U C C E S S I F S P O U R L E S C O R P S 

D E N O M B R E S A L G E B R I Q U E S T O T A L E M E N T R E E L S D E D E G R E r 

par 

E l i s a b e t h G A L L O U 

Le p r o b l è m e e s t d e c a l c u l e r l e s d i s c r i m i n a n t s m i n i m a u x s u c c e s s i f s 

pa rmi l e s d i s c r i m i n a n t s de c o r p s de n o m b r e s a l g é b r i q u e s t o t a l e m e n t r é e l s 

de d e g r é n d o n n é su r Q . 

L e s r é s u l t a t s c o n n u s s o n t l e s s u i v a n t s : 

n o m b r e de r a c i n e s r é e l l e s v a l e u r m i n i m a l e de | D j 

d e l ' e x t e n s i o n F s u r Q D d i s c r i m i n a n t de F 

, 0 3 
L 2 5 

, 1 2 3 
6 3 4 9 

0 1 1 7 

4 2 2 7 5 

4 7 2 5 

1 1 6 0 9 

5 3 4 5 1 1 

5 1 4 6 4 1 

0 9 7 4 7 

6 3 0 0 1 2 5 

7 7 2 0 1 3 4 3 9 3 
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l e c a s n = 3 a é t é r é s o l u pa r F u r t w a n g l e r e n 1 8 9 6 , n = 4 par M a y e r 

e n 1 9 2 9 , n = 5 par H u n t e r e n 1 9 5 6 [ 7 ] , n = 6 pa r Kaur e n 1 9 7 0 [ 8 1 

pour l e c a s t o t a l e m e n t r é e l e t pa r L i a n g e t Z a s s e n h a u s e n 1 9 7 3 [ 9 ] pour 

l e c a s t o t a l e m e n t c o m p l e x e , n = 7 pa r P o h s t pour l e c a s t o t a l e m e n t r é e l 

[ 1 1 ] . S i e g e l a c o n j e c t u r é q u e pour l e s c o r p s t o t a l e m e n t r é e l s d e d e g r é 

n*-1 
n l e d i s c r i m i n a n t min imum a ( n ) e s t t e l q u e a ( n ) = ( 2 n + l ) s i 

2n + l e s t p r e m i e r ; c ' e s t e x a c t pour n = 2 , 3 , 5 . C o h n e n 1 9 5 2 , [ 3 ] a 

n*~ 1 

m o n t r é q u e s i n + 1 e t 2 n + l s o n t p r e m i e r s a ( n ) < ( 2 n + l ) . On c o n s ­

t a t e q u e c ' e s t e x a c t pour n = 6 . Pour n = 8 , 9 , 1 1 , 2n + l e s t p r e m i e r 

e t n + 1 ne l ' e s t p a s . O n p e u t s e d e m a n d e r s i l a c o n j e c t u r e d e S i e g e l 

e s t e x a c t e d a n s c e s 3 c a s . 

- I -

A) D a n s c e t t e p a r t i e n s e r a un e n t i e r n a t u r e l s u p é r i e u r o u é g a l à 3 

q u e l c o n q u e . S o i t = Q ( 6 ) un c o r p s d e n o m b r e s a l g é b r i q u e s de d e g r é n 

su r Q . L e s Fj, , i = l , 2 , . . . , n s o n t l e s c o r p s c o n j u g u é s de F^ . Pou r 

e n t i e r de F^ n o u s a p p e l o n s p , l ^ i ^ n , l e s c o n j u g u é s de p . 

P o s o n s L p = S(Pl) , E | p , | = S ( | P l | ) , £ p 2 = S ( p * ) e t 

i = l 1 i = l i = l 1 

n 2 2 
L | P . | = S ( | p 1 1 ) , ( x ) e s t l e n - u p l e t ( X j , . . . , x ) . 

i = l 

T H E O R E M E 1 . - S i F e s t de d e g r é n s u r Q e t de d i s c r i m i n a n t 

D , i l e x i s t e p^ e n t i e r a l g é b r i q u e de F t e l g u e p^ ne s o i t p a s  

un r a t i o n n e l e t 

| S ( P l ) | < [ n / 2 ] 

n 1 1 " 1 , ( S l p ^ V " 1 * ^ | D | . 
(2%(l+%)\ 2 / n 

Y = : . L e s v a l e u r s c o n n u e s de y s o n t yn = 7 4 / 3 , 
n V (P(l))n J n 2 

y 3 = 3J2 , y 4 = t/4" , Y 5 = ^ 8 " , Y 6 = ^ W 3 . Y 7 = , Yg = 2 . Pour 

n - 1 
l e s v a l e u r s s u i v a n t e s n o u s u t i l i s e r o n s l ' i n é g a l i t é Y £ v n ~ ^ • 

' n Y n - 1 
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C O R O L I A I R E D U T H E O R E M E 1 . - S i ? x e s t un c o r p s de n o m b r e s a l ­

g é b r i q u e s t o t a l e m e n t r é e l d e d e g r é n s u r Q , de d i s c r i m i n a n t D 

i l e x i s t e e n t i e r a l g é b r i g u e de t e l g u e n e s o i t p a s r a ­

t i o n n e l e t 

[ f ] <; S ( P l ) £ 0 

n + 1 * S ( p J ) £ ( — I D I ) 1 1 " 1 . 
1 n 1 1 

En e f f e t s i F e s t t o t a l e m e n t r é e l l e s p. s o n t t o u s r é e l s d o n c 

2 2 1 

p. = |p | . E n r e m p l a ç a n t é v e n t u e l l e m e n t p^ . pa r - p n o u s p o u v o n s 
2 n 

s u p p o s e r que S ( p p e s t n é g a t i f . S u p p o s o n s S{p^) = n . | "[""[ p . j e s t 
i = l 

un e n t i e r p u i s q u e c ' e s t l a v a l e u r a b s o l u e de l a no rme de p^ e t c e t e n ­

t i e r e s t non nu l . Pa r s u i t e 

iff p ± \ * 1 

i=l 
2 2 2 

S(p ) = n a v e c "[""[ p. ^ 1 e n t r a î n e p, = 1 pour t o u t i . C e c i e s t e n 
1 , 2 X 

c o n t r a d i c t i o n a v e c l e f a i t q u e p^ n ' e s t p a s r a t i o n n e l d o n c n+1 < S ( p ^ ) . 

D é m o n s t r a t i o n du t h é o r è m e 1 : S o i t M = ( 1 , p , p p ) une b a -1 11 12 ln-1 

s e e n t i è r e de F, ; au, = ( 1 , p P . J o ù p , , e s t c o n j u g u é de p 1 , 
l i i 1 i n-1 I J 1 j 

e s t une b a s e e n t i è r e de F̂ ^ . S o i t D l e d i s c r i m i n a n t de F^ , D = de t uu^. 

soit X i = X l + P i l x 2 + . . . + P . n _ 1 x n ; 

f ( ( x ) ) = S |x . | 2 

i = l 
n 

~[~~[ \X. \ e s t l a v a l e u r a b s o l u e d e l a no rme d ' u n e n t i e r a l g é b r i q u e non n u l 

i = l n 

d o n c "[~| | X . | s i . E n a p p l i q u a n t l ' i n é g a l i t é e n t r e m o y e n n e a r i t h m é t i q u e 

i = l 1 

e t m o y e n n e g é o m é t r i q u e n o u s t r o u v o n s 

n 2 

£ |x.| s n 

i = l 1 

f e s t une fo rme q u a d r a t i q u e d é f i n i e p o s i t i v e à c o e f f i c i e n t s d a n s Z de 

d é t e r m i n a n t | D j . f a pour min imum n , c e min imum é t a n t a t t e i n t e n 
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( x ^ ) = {1,0,...t0) . e s t l e min imum de f su r l ' e n s e m b l e d e s e n t i e r s 

(x) n o n p r o p o r t i o n n e l s à ( x ^ . e s t a t t e i n t e n {x^) . m^ e s t l e 

min imum de f s u r l ' e n s e m b l e d e s (x ) e n t i e r s qu i ne s o n t p a s d e s c o m b i ­

n a i s o n s l i n é a i r e s de ( x ^ ) e t ( x ^ ) . m^ e s t a t t e i n t e n ( x ^ ) e t a i n s i 

de s u i t e n o u s d é f i n i s s o n s m , , . . . , m 

4 n 
n £ m n < m„ <....< m 

2 3 n 

D ' a p r è s [ 4 ] , m 1 m 0 . . . m £ yn I D I 
1 2 n n 1 1 

nmj" 1 £ Y " | D | . (1 ) 

N o u s é c r i v o n s 

_ i = n j = n k=n 

f ( ( x ) ) = nx, + 2 Z b . . x . x . + E b. . x. o 
1 i = l j = l « 1 J k = 2

 k k k 

i n 2 
f ( ( x ) ) = n ( x , + - S b x ) + g ( x 0 , . . . , x ) . 

1 n lie K Ù n 

S o i t X _ / • • • / X d e s e n t i e r s d o n n é s non t o u s n u l s , i l e x i s t e x , e n t i e r 
2 n 1 

n 
t e l q u e x + L b x , = 0 d o n c g ( n x , . . . , n x ) > 0 e t g ( x 0 , . . . , x ) > 0 . 

i lc"~*2 ^ z n 

g e s t une fo rme q u a d r a t i q u e d é f i n i e p o s i t i v e à n - 1 v a r i a b l e s . m^ = f((x^)) 

p o s o n s ( x 0 ) = ( a - / . . . , a ) ( x 0 ) n ' é t a n t p a s p r o p o r t i o n n e l à ( x , ) l e s 
i 1 n L l 

a . pour i s u p é r i e u r o u é g a l à 2 n e s o n t p a s t o u s n u l s . P o s o n s 

6 = p g c d { a , . . . , a } . 
Lt n 

N o u s a l l o n s m o n t r e r que 6 = 1 . 

S u p p o s o n s 6 ^ 2 , a

i

 = / 2 ^ i ^ n ; 

m = f ( ( x j ) = n ( a , + - L b 1 u a, ) 2 + 6 2 g ( p . . , B ) . 
L l l n j ^ _ 2 k i n 

I l e x i s t e y t e l que 

W + ï ï J 2

b i k e k l s 7 • 

A p p e l o n s | J 9 l e min imum de f pour l e s (x) e n t i e r s t e l s que x . = 3. 

pour i ^ 2 

^ 2 * 4 + g ( 3 2 3 n > • 
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K. Z 

d o n c 

( Ô 2 - D G ( 3 9 B ) * 7 
z n 4 

z n 12 

Pa r s u i t e , m 2 ^ j + Y y < n . I l y a c o n t r a d i c t i o n c a r s> n . N o u s a v o n s 

b i e n m o n t r é q u e 6 = 1 . 

N o u s t r o u v o n s une m a t r i c e e n t i è r e n - l x n - 1 de d é t e r m i n a n t 1 : 

( * 2 X22 ••• X 2 n - l \ 

a 3 X32 

V a A. 0 . . . X - y 
v n n2 rm-ly 

l e s a . s o n t t o u j o u r s d é f i n i s pa r ( x 0 ) = ( a , ) . P o s o n s 
1 Z 1 z n 

X l = X i + a i X 2 

x . = a . x ' + ^ . 0 x ' + . . . + X. 1 x ' . 
î î 2 i2 3 i n - 1 n 

I l s ' a g i t d ' u n e s u b s t i t u t i o n u n i m o d u l a i r e e n t i è r e . A p p l i q u o n s - l a à f ( ( x ) ) 

«M) - Ê K + P H * i + 1 , 1 2 x , 3 + - " + ' , l n - l x n | 2 

1=1 
a v e c p . , = a 1 + p . - a 0 + . . . + p. - a e t p . , = X0 .p, , + X 0 ,p > 0 + . . . + X .p. 1 i l 1 i l 2 m - 1 n i j 2) I J 3 j i2 nj i n - 1 
pour j ^ 2 . L a s u b s t i t u t i o n é t a n t e n t i è r e e t u n i m o d u l a i r e (1 , . . . , P j j ) 

e s t une b a s e e n t i è r e de F, e t ( 1 / P . P . J e n e s t une de F, . 
1 i l î n - 1 1 

P o s o n s P j = e t m o n t r o n s q u ' i l v é r i f i e l e s c o n c l u s i o n s du t h é o r è m e 1 . 

i = n , j = n 

f ( ( x ) ) = L h..x\x\ 

i = l , j = l 1 3 1 J 

a v e c b = n , b n = SC\ P x \
2 ) e t 2 b 1 2 = S t P j + P j ) = 2 S ( p 1 ) , 

(x ) = (a 1 , . . . , a ) s e t r a n s f o r m e e n ( x ' ) = ( 0 , 1 , 0 , . . . , 0) d a n s l a s u b s t i -
2 1 n z 2 

t u t i o n e n t i è r e u n i m o d u l a i r e c o n s i d é r é e , d o n c = f ( ( x 2 ) ) = b 2 2 = S ( | p 1 1 ) . 

Par s u i t e , e n u t i l i s a n t ( 1 ) n o u s o b t e n o n s 
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n ( S { \ P l \ 2 ) f - 1 * Y > | • 

I l r e s t e à m o n t r e r q u e | SCp ̂ ) \ ^ [ n / 2 ] pour t e r m i n e r l a d é m o n s t r a t i o n 

du t h é o r è m e 1 . 

D a n s l a t r a n s f o r m a t i o n e n t i è r e u n i m o d u l a i r e c o n s i d é r é e (x ) = ( x ^ , . . . , x ) 

e s t t e l q u e pour t o u t i s u p é r i e u r o u é g a l à 2 , = 0 , s i e t s e u l e m e n t 

s i s o n i m a g e ( x 1 ) = ( x ' , . . . , x ' ) p o s s è d e c e t t e p r o p r i é t é . P a r s u i t e ( x 1 ) 
1 n 

é g a l à ( 1 , 1 , 0 0 ) ou à (1 , - 1 , 0 , . . . # 0 ) e s t l ' i m a g e d ' u n (x) non p r o ­

p o r t i o n n e l à ( 1 , 0 , 0 0 ) e t d o n c t e l q u e f ( ( x ) ) > . e s t é g a l 

à / n o u s o b t e n o n s par c o n s é q u e n t : 

e t

 b l l + 2 b 1 2 + b 2 2 ^ b 2 2 

b l l - 2 b 1 2 + b 2 2 * b 2 2 

d o n c ^ 

l b l 2 l * 2 b l l • 

C o m m e | b

1 2 l = l S ^iM e t b n = n n o u s a v o n s m o n t r é q u e | S ( p < ^ 

' | S ( p ) | e s t un e n t i e r . I l e s t d o n c i n f é r i e u r o u é g a l à l a p a r t i e e n t i è r e de 

n / 2 . L e t h é o r è m e 1 e s t d é m o n t r é . 

B) S o i t F un c o r p s de n o m b r e s a l g é b r i q u e s t o t a l e m e n t r é e l , de d e g r é 

n su r Q) , de d i s c r i m i n a n t D . D ' a p r è s l e c o r o l l a i r e du t h é o r è m e 1 , i l 

e x i s t e p e n t i e r a l g é b r i q u e de F^ n o n r a t i o n n e l t e l q u e 

- [ n / 2 ] * S ( P l ) < 0 (2 ) 

e t n 

n+1 £ S ( P j ) < p p 1 1 " 1 ( 3 ) 

p e n g e n d r e un s o u s - c o r p s de d e g r é d de F^ su r Q o ù d e s t un 

d i v i s e u r de n a v e c é v e n t u e l l e m e n t d = n . I l e x i s t e d o n c un p o l y n ô m e 

g ( X ) de Z [ X ] , i r r é d u c t i b l e d a n s Q[X| , de d e g r é d , a y a n t d r a c i n e s 

r é e l l e s d i s t i n c t e s e t a d m e t t a n t p^ pour une de s e s r a c i n e s . Le t e r m e de 

p l u s h a u t d e g r é de c e p o l y n ô m e e s t x . 

d H—i 

N o t o n s g ( X ) = TJ a j X . L e s a{ s o n t d e s e n t i e r s r e l a t i f s , 

i = 0 
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a = 1 e t l e s i n é g a l i t é s (2) e t ( 3 ) n o u s d o n n e n t une m a j o r a t i o n e t une m i -
o 

n o r a t i o n de a^ e t e n f o n c t i o n de d e t D . N o u s a l l o n s mon t r e r q u e 

l e s c o n d i t i o n s s u r g ( X ) n o u s p e r m e t t e n t de c a l c u l e r pour c h a q u e a i une 

m a j o r a t i o n e t une m i n o r a t i o n e n f o n c t i o n de d e t de D . N o u s é t a b l i s ­

s o n s d ' a b o r d un t h é o r è m e v a l a b l e pour un p o l y n ô m e de d e g r é d à c o e f f i ­

c i e n t s e n t i e r s . 

T H E O R E M E 2 . - g ( X ) p o l y n ô m e de Z [ X ] de d e g r é d a d r a c i n e s  

r é e l l e s d i s t i n c t e s s i e t s e u l e m e n t s i M g e s t l a m a t r i c e d ' u n e fo rme  

q u a d r a t i q u e d é f i n i e p o s i t i v e 

g (X) = L a . x 
i = 0 1 

Mg e s t l a m a t r i c e c a r r é e d ' o r d r e d - 1 e t de c o e f f i c i e n t s : 

M g = K j W d - i 
l < j < d - l 

t = i 
m, , = i ( d - j ) a , a , + X, d ( i - j - 2 t ) a , u a , ' s i i+ j < d 

rj î j t = 1 j + t i - t — 

t = d - j 
m, , = i ( d - j ) a . a . + L d ( i - j - 2 t ) a , , a , , s i j + i > d . 

rj î j t = 1 j + t î - t — 

PJl^lsJ-£ -^9IL - - É 5 L?JBe Ji ' D ' a p r è s [5 ] , p . 1 9 9 , g (X) a d 

r a c i n e s r é e l l e s d i s t i n c t e s s i e t s e u l e m e n t s i l e s d é t e r m i n a n t s S Q , 

S o s i S ? S l " , S d " 1 | d 
° • s o n t t o u s s t r i c t e m e n t p o s i t i f s , s = Z a P / 

s l s 2 s d - l s d * ' ' s 2 d - 2 w 

a. i&„ , . . . ,a , é t a n t l e s r a c i n e s de g ( X ) . P o s o n s 
1 2 a 

i = d - l , k = d - l j=d d _ 1 2 

S , ( ( x ) ) = Tj S , ^ . X . X , = L (X -kx.x + . . . + a , x ) 
d i = 0 > k = 0

 1 1 j=l ° ^ J d " 1 

e s t une fo rme q u a d r a t i q u e à d v a r i a b l e s . e s t d é f i n i e p o s i t i v e 

S I o 1 d - 1 
0 1 

s i e t s e u l e m e n t s i l e s d é t e r m i n a n t s s , . 
s 1 s 2 s s s 

1 ù s d - l s d , , , s 2 d - 2 
s o n t s t r i c t e m e n t p o s i t i f s . 

2 

d S d ( ( x ) ) = ( d x Q + s 1 x 1 + . . • + s d „ 1 ^ d _ 1 ) + h ( x 1 / . . . / X d - 1 ) . 
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Sçj e s t une fo rme q u a d r a t i q u e d é f i n i e p o s i t i v e s i e t s e u l e m e n t s i l a fo rme 

q u a d r a t i q u e à d - 1 v a r i a b l e s h e s t d é f i n i e p o s i t i v e . E n e f f e t , s o i t 

X l " ' " X d - l n ° n t o u s n u 3 - s ' ^ e x i s t e x Q t e l q u e x o + s i x i + - - * + s d - i x d - i = 0 -

A l o r s d S^Cx # d x ^ / . , . / d x c j _ = d h{x^,...,x^_^) c e q u i e n t r a î n e 

h ( x 1 , . - . / X d - 1 ) > 0 . 

S o i t A l a m a t r i c e e n t i è r e de d é t e r m i n a n t 1 s u i v a n t e : 

/ \ a i a 2 " - a d - 2 \ 

\ \ a 2 

v o v J 
d c i _ i 

l e s a . s o n t d é f i n i s par g (X) = TJ a . X . C o n s i d é r o n s l a s u b s t i t u t i o n 
1 i = 0 1 

e n t i è r e u n i m o d u l a i r e q u i à ( x j # . . . # x ^ _ ^ ) a s s o c i e {Q C^_^) t e l q u e 

! = A ! . N o u s d é f i n i s s o n s une n o u v e l l e fo rme q u a d r a t i q u e à 

d - 1 v a r i a b l e s h ' par h 1 (C ^ / • • • # C ^ . j ) = h (x^ , . . # x ^ _ ^ ) . L a fo rme q u a ­

d r a t i q u e à d - 1 v a r i a b l e s h e s t d é f i n i e p o s i t i v e s i e t s e u l e m e n t s i h' 

e s t une fo rme q u a d r a t i q u e d é f i n i e p o s i t i v e . A p p e l o n s Mg l a m a t r i c e de 

l a fo rme q u a d r a t i q u e h' . N o u s a v o n s m o n t r é q u e g ( X ) a d r a c i n e s 

r é e l l e s d i s t i n c t e s s i e t s e u l e m e n t s i M e s t l a m a t r i c e d ' u n e fo rme q u a -
g 

d r a t i q u e d é f i n i e p o s i t i v e . 

C a l c u l de M g . N o t o n s H l a m a t r i c e de l a fo rme q u a d r a t i q u e h , 

H = ( h . ) . , , 
I J l < i < d - l 

l < j < d - l 

P o s o n s 

M = ( m , , ) , , , i 

g i j l < i ^ d - l 

l < j < d - l 

M = *AHA . 
g 

D o n c . , 
t = i k = J 

m.. = E L ( d s . , , a , . a . . - s . s . a, . a . . ) . 
I J t+k î - t j - k t k î - t j - k 

t = l k = l 
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N o u s u t i l i s o n s l e s f o r m u l e s de N e w t o n 

s = - a , s , . . . - p a s i p > d 

P i p-i P _ ( 4 ) 

s = - a s . . . - a , s , s i p < d 
p 1 p - 1 d p - d ^ 

P o s o n s 

t = i k = j 
B = E E s. s. a , . a , , 

t = l k = l 1 k 1 - 1 J " k 

t = i k = j 
B = E s . a . E s, a , 

t = i 1 ^ k = i k 

B = i j a, a , . 
i J 

P o s o n s 
t = i k = j 

C = E E s . . . a , . a , . . 

t = i k = i t + k 1 _ t j - k 

S u p p o s o n s _ _ i + j _ ^ _ d : 

P o s o n s k= j 

°t - £ v 
t = i 

C = E C t a ^ . 

t = l 

C = - a j ( a i - l S l + a i - 2 S 2 + - + S i ) 

- a J + l ( a i - 2 S l + a i - 3 S 2 + - + s r 1 ) 

" V i - l V l 

- V l ( , + l î a j + l " a i - 2 ( j + 2 ) a

j + 2 - - a o ( j + i ) a j + i • 

C = V ( i - t + D a ^ ^ a ^ - ^ a ^ W a ^ 

t=i-l 
C = L ( i - j - 2 t ) a . a . . + i a . a , - ( j + i ) a . , . a 

j + t î - t 1 j j + i o 

m . = d C - B c e q u i d o n n e l ' e x p r e s s i o n de m. , é c r i t e d a n s l ' é n o n c é du 
i j iJ 

t h é o r è m e 2 . 

S u p p o s o r j s _ i+J_>_.d : 
N o u s p o s o n s C ' = - a . s ^ . . . - a , s . . , - d e t n o u s e f f e c t u o n s l e s c a l c u l s d e 

t j t d t + j 

f a ç o n a n a l o g u e . Le t h é o r è m e 2 e s t d é m o n t r é . 
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T H E O R E M E 3 . - S o i t g (X) un p o l y n ô m e de d e g r é d , de. Z [ X ] 

a v e c d ^ 3 . g (X) e s t u n i t a i r e , , a, d r a c i n e s r é e l l e s d i s t i n c t e s e t 

, , ^ d - i i A 2 * a l * A l 

g ( X ) = 2j a . x a v e c < 

i = 0 1 ( B 2 s a 2 s B X 

A l ' À 2 ' B l ' B 2 é t a n t d e s e n t i e r s r e l a t i f s d o n n é s . A l o r s 

vp , S s p s d , 3 ( L l p , L 2 p ) , ( L l p , L 2 p ) € Z 2 , L 2 p < a p < L l p . 

Démqr^sJtraUon^ d u _ t h é o r è m e ^ 3 : S o i t p un e n t i e r c o m p r i s e n t r e 2 

e t d . A p p e l o n s p(p) l a p r o p r i é t é s u i v a n t e : 

v i , l s i s p , 3 ( L 1 . < L 2 . ) , ( L n , L 2 . ) 6 Z 2 , L 2 . < a . < L 1 . . 

P ( 2 ) e s t v r a i e par h y p o t h è s e . 

M o n t r o n s q u e P(p) e n t r a î n e P ( p + 1 ) s i p+1 £ d . S u p p o s o n s P(p) 

v r a i e e t p+1 ^ d . N o t o n s g ^ ( x ) l a d é r i v é e d ' o r d r e d - p - 1 d e g ( x ) . 

g , (x) e s t un p o l y n ô m e de Z [ X ] , d e d e g r é p+1 a y a n t p+1 r a c i n e s 
p+1 

r é e l l e s d i s t i n c t e s . A p p l i q u o n s l e t h é o r è m e 2 

i = P + l i i . 

P + 1 i = 0 1 

a v e c = ( d - i ) . . . ( p + 2 - i ) a i e n p a r t i c u l i e r a j ^ = ( d - p - 1 ) ! a p + 1 

M g = ( m , . ) 
p+1 I J l < i < p 

l<j<;p 

t = i 
s i i + j < p+1 , m, , = i ( p + l - j ) a ' , a', + £ ( p + l ) ( i - j - 2 t ) a ' a ' 

1J 1 } £ = 1 ^ ^ 

t = p + l - j 
s i i+ j > p+1 , m. . = i ( p + l - j ) a ' . a'. + S ( p + l ) ( i - j - 2 t ) a ' . a! . 

i j i J t = l ^ ^ 

A l o r s , Mg 1 e s t l a m a t r i c e d ' u n e forme q u a d r a t i q u e d é f i n i e p o s i t i v e . 
p+1 

1) S u p p o s o n s p p a i r : 

P o s o n s 

m m 

2 2 2 2 + i 

V i = 

m m 
P- P . I P . i P ,-, 
2 2 + 1 2 + 1 2 + 1 
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'• e s t s t r i c t e m e n t p o s i t i f 
- p + 1 

m = £ ( £ + i ) a ' - 2 ( p + l ) a ' a ' . . . - ( p + l ) p a ' a ' 
£ £ 2 2 £ £ + 1 £ 1 P o 
2 2 2 2 1 2 

m = (£) a ' a ' - 3 ( p + l ) a ' a 1 . , . - ( p + l ) 2 a ,

± 1 a 1 

£ £ . I 2 p p K p p ^ p + 1 o 
2 2 + 1 7 2 2 1 

2 + l 2 + l 2 + i 2 ^ 2 

A , e s t un p o l y n ô m e du s e c o n d d e g r é e n a 1 , t e l q u e l e c o e f f i c i e n t de 
P + 1 4 2

 p + 1 

a ' , s o i t - ( p + 1 ) a 1 e t t e l q u e l e c o e f f i c i e n t de a 1 , , e t l e t e r m e 
p + 1 o p + 1 

c o n s t a n t s o i e n t d e s p o l y n ô m e s e n ( a 1 , a ' , . . . , a 1 ) à c o e f f i c i e n t s e n t i e r s . 
o l p 

Pour q u e ^ p + i s o i 1 : s t r i c t e m e n t p o s i t i f , i l f a u t e t i l s u f f i t q u ' i l a i t 2 r a ­

c i n e s r é e l l e s e t que ap+i s o ^ c o m p r i s s t r i c t e m e n t e n t r e c e s r a c i n e s . S i 

l e s r a c i n e s n e s o n t p a s r é e l l e s , i l n ' e x i s t e p a s de v a l e u r p o s s i b l e de Z 
pour a 1 , . N o u s p o s o n s L , „ = L 0 , , = 0 . S i l e s r a c i n e s s o n t d e s 

p + 1 1 p + 1 2 p + 1 

r é e l s X I e t x 0 a v e c x 9 < x 1 n o u s a v o n s L n ( 1 < a , < L . 
1 z z i 2 p + 1 p + 1 1 p + 1 

a v e c 

L i P + i
 = E ( ( d ^ î T i ) + 1 s i T d ^ T y r ^ 

= x i . x i 

L l p + 1 " ( d - p - l ) ! S 1 ( d - p - 1 ) ! € Z 

x 2 
L 2 p + 1 = E ( ( d - p - l ) ! ) ' 

2 ) § H P P 2 § o n s _p i m p a i r : 

m x . m 
p+1 p+1 p+1 p+3 

/ ' = 2 2 2 2 d o i t ê t r e s t r i c t e m e n t p o s i t i f 
^ p + l 

m p + l p+3 m p + 3 p+3 
2 2 2 2 

m ^ 4.1 = ( £ ? ' ) 2 a , i 1 " 2 ( p + l ) a ' , a 1 ( p + l ) 2 a ' 1 a ' 
p+1 p+1 2 p+1 p+3 p - 1 p+1 o 

2 ~ T ~ 2 2 2 

m = ( ^ ( ^ a * ^ a ' - 3 ( p + l ) a ' a 1 , p ( p + l ) a ' . a ' 
p+1 p+3 2 2 p+1 p+3 p+5 p - 1 p+1 1 

~ 2 2~~ 2 2 2 2 
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mp+3 p+3 
(p+3)(p-l) , 2() , ()() = 2 2 a p+3 - p+l a~+5 a.I2.:!:.!.- ... - p-l p+l a~+la2 

2 2 2 2 2 

6~+1 est un polynôme du second degré en a~+l tel que le coefficient 

de a~+l soit (P-l)(p+l)3a2a~ - p2(p+1) 2a12 et tel que le coefficient de 

a~+l et le terme constant soient des polynômes en (a~, al' ... ' a~) à 

coefficients entiers. Le coefficient m11 de Mg p+l est strictement posi­

tif. Or m11 = p a l2 - 2(p+1)aZ a~ . A fortiori p2a12 - (p-l)(p+l)a2 a~ est 

strictement positif donc le coefficient de a~+l dans 6~ est strictement 

positif. La fin de la démonstration est analogue à celle du cas p pair. 

C) 

1) Nous cherchons maintenant les corps de nombres algébriques to­

talement rÉel, de degré n sur Q de discriminant G inférieur à un 

nombre K donné. Soit FI un de ces corps de nombres algébriques. 

D'après le théorème l, il existe Pl entier algébrique de FI ,Pl n'é­

tant pas un rationnel, tel que: 

et 
- [ n/2 l ~ s (p,) ~ 0 

~ 1 
2 yn n-l 

n + 1 -::;: S (p 1) s; (-1!. 1 D Il 

(2) 

(3) 
~ n 

Pl engendre un sous -corps de degré d de FI sur Q . Il E~xiste un 

po lynôme g(X) de Z[X] de degré d unitaire, irréductible dans Q(X) , 

admettant 
i=d 

g (X) = L­
i= 0 

d racines réelles distinctes dont l'une est Pl . Nous notons 

a = 1 . Soit 
o les homomorphismes de 

dans cr;. Notons p', = s',(P I ) . Il y a 
l l 

n homomorphismes de FI 

<t et leurs restrictions à Q(Pl) 

prolonge en n/d homomorphismes de 

S( ) _n(, ,) 
Pl - a Pl + ... + Pd' 

comme 

cela 

sont sl, ... ,Sct. Chaque 

FI dans cr::. Par suite 

2 n ,2 '2 
S(P l ) = d(Pl + ... + Pd ) 

s~ 
l 

se 

Nous déduisons de 
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0 * a l * [f1 

e t n _ 1 _ (4 ) 
1 r d , Y n ^ n - 1 2-, 1 r / i \ d 2 . 

" 2 C n ( T J " a l ] ^ a

2 ^ " 2 C ( n X ) n " a i ] • 

U t i l i s o n s m a i n t e n a n t l e t h é o r è m e 3 : pour c h a q u e â ^ n o u s c a l c u l o n s un 

m a j o r a n t e t un m i n o r a n t q u i s o n t e x p r i m é s e n f o n c t i o n de d , n , K , 

a , . . . , a . 1 . Tou t c o r p s de n o m b r e s a l g é b r i q u e s F t o t a l e m e n t r é e l de 
o î - l 

d e g r é n su r Q de d i s c r i m i n a n t i n f é r i e u r ou é g a l à K e s t t e l q u ' i l 

e x i s t e d d i v i s a n t n , t e l q u e F c o n t i e n n e un s o u s c o r p s e n g e n d r é su r 

Q pa r une r a c i n e d ' un p o l y n ô m e u n i t a i r e g ( X ) de Z [ X ] de d e g r é d , 

i r r é d u c t i b l e d a n s Q [ X ] , a y a n t d r a c i n e s r é e l l e s d i s t i n c t e s e t don t l e s 

c o e f f i c i e n t s s o n t c o m p r i s e n t r e l e s b o r n e s c a l c u l é e s à p a r t i r de (4 ) par 

l a m é t h o d e i n d i q u é e d a n s l e t h é o r è m e 3 . 

2 ) N o u s s u p p o s o n s pour c e t t e p a r t i e q u e n e s t un n o m b r e p r e m i e r . 

A l o r s t o u t c o r p s de n o m b r e s a l g é b r i q u e s F de d e g r é n s u r Q de d i s ­

c r i m i n a n t i n f é r i e u r ou é g a l à K e s t e n g e n d r é par une r a c i n e d 'un p o l y n ô ­

me u n i t a i r e de Z [ X ] , de d e g r é n , a y a n t n r a c i n e s r é e l l e s d i s t i n c t e s , 

e t dont l e s c o e f f i c i e n t s s o n t c o m p r i s e n t r e l e s b o r n e s c a l c u l é e s à p a r t i r 

de (4 ) par l a m é t h o d e i n d i q u é e d a n s l e t h é o r è m e 3 . S o i t un p o l y n ô m e 

i=n 

g (X) = £ a j X 1 1 1 a v e c a Q = 1 . 
i = 0 

S u p p o s o n s que l e s â ^ s o i e n t d e s e n t i e r s c o m p r i s e n t r e l e s b o r n e s 

c a l c u l é e s à p a r t i r de (4 ) pour l e s c o r p s de n o m b r e s a l g é b r i q u e s t o t a l e m e n t 

r é e l s de d e g r é n de d i s c r i m i n a n t i n f é r i e u r o u é g a l à K . 

N o u s i n d i q u o n s c o m m e n t n o u s v é r i f i o n s s i une r a c i n e de g ( X ) d é f i n i t 

une e x t e n s i o n de d e g r é n , t o t a l e m e n t r é e l l e , de Q de d i s c r i m i n a n t i n ­

f é r i e u r ou é g a l à K : n o u s c h e r c h o n s s i g (X) e s t i r r é d u c t i b l e d a n s 

Q [ X ] . S ' i l l ' e s t n o u s f o r m o n s M g don t l ' e x p r e s s i o n e n f o n c t i o n d e s 

e s t d o n n é e d a n s l ' é n o n c é du t h é o r è m e 2 . N o u s v é r i f i o n s q u e t o u s l e s m i ­

n e u r s p r i n c i p a u x on t d e s d é t e r m i n a n t s s t r i c t e m e n t p o s i t i f s . N o t o n s à l e 

d é t e r m i n a n t de M . N é c e s s a i r e m e n t A d o i t ê t r e s t r i c t e m e n t p o s i t i f . S i 
y 

g(X) n ' a é t é é l i m i n é par a u c u n e d e s v é r i f i c a t i o n s p r é c é d e n t e s une r a c i n e 

p de g ( X ) d é f i n i t une e x t e n s i o n t o t a l e m e n t r é e l l e d e d e g r é n su r Q 
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3 
d o n c ( 2 ) = p ; e n u t i l i s a n t l e l e m m e n o u s t r o u v o n s D = 1 4 8 . 

de d i s c r i m i n a n t D . ^A-, = e t D n = d 2 D a v e c d € Z . I l r e s t e à 
n - 2 P H 

v é r i f i e r s i on a e f f e c t i v e m e n t D K . D e s t s u p é r i e u r à l a m i n o r a t i o n 

de M i n k o w s k i pour l e s e x t e n s i o n s t o t a l e m e n t r é e l l e s d e d e g r é n s u r Q 

q u e n o u s n o t o n s D Q d o n c 

D D 
7 ^ £ d <; — £ s i D £ K 
K. D 

S i p e s t un n o m b r e p r e m i e r t e l q u e pour un k , — £ (pk) £ — , 

O 

e t s i p d i v i s e D p n o u s c h e r c h o n s l a d é c o m p o s i t i o n de l ' i d é a l (p) 

d a n s Q ( p ) par l a m é t h o d e de B e r w i c k [ 1 ] e t n o u s a p p l i q u o n s e n s u i t e l e 

l e m m e s u i v a n t 
1 s 

L E M M E , - S o i t p un n o m b r e p r e m i e r de 2?. , p = p . . . p d a n s 
j . s 

un c o r p s F s u r Q , l e s p i é t a n t d e s i d é a u x p r e m i e r s d i s t i n c t s 

de F , a l o r s l a p u i s s a n c e D de p c o n t e n u e d a n s l e d i s c r i m i n a n t 
P 

de K s u r Q e s t 

l=s f (êj-1) 
D p - p P 

a v e c e , = e . s i p X ^ j ^ , e

i

 + 1 ^ g i ^ ( Q . + l ) e . s i p / e . e t p 

e s t l a p u i s s a n c e m a x i m u m de p c o n t e n u d a n s e . 

P r e n o n s pa r e x e m p l e n = 3 e t K = 15 0 . C o n s i d é r o n s l e p o l y n ô m e 

g (X) = X 3 + X 2 - 5 X - 1 . I l e s t b i e n i r r é d u c t i b l e d a n s Q [ X ] e t M e s t 

l a m a t r i c e d ' u n e forme q u a d r a t i q u e d é f i n i e p o s i t i v e . A p p e l o n s p une r a ­

c i n e de g (X) 

A 2 
D p = - = 5 9 2 = d D , D d i s c r i m i n a n t de Q (p ) . 

N o u s a v o n s a p r i o r i c o m m e p o s s i b i l i t é d = 1 ou d = 2 d o n c D = 5 9 2 

ou D = 1 4 8 . C h e r c h o n s l a d é c o m p o s i t i o n d e l ' i d é a l (2 ) 

g (X) = ( X + 1 ) 3 - 2 [ ( X + 1 ) 2 ] - 4 [ ( X + 1 ) - 1 ] m o d . 8 



V . 1 5 

3 ) R e c h e r c h e d e s d i s c r i m i n a n t s m i n i m a u x s u c c e s s i f s pour l e s e x t e n ­

s i o n s t o t a l e m e n t r é e l l e s de d e g r é 3 su r Q 

a ) L e d i s c r i m i n a n t min imum pour l e s e x t e n s i o n s t o t a l e m e n t r é e l l e s de 

d e g r é 3 su r Q e s t 4 9 . N o u s a l l o n s c h e r c h e r l e p l u s p e t i t pa rmi l e s d i s ­

c r i m i n a n t s s u i v a n t s , e n s u i t e n o u s c h e r c h e r o n s l e p l u s p e t i t p a r m i l e s d i s ­

c r i m i n a n t s s u p é r i e u r s a u x d e u x p r e m i e r s e t n o u s c o n t i n u e r o n s a i n s i . 

U n e e x t e n s i o n t o t a l e m e n t r é e l l e de d e g r é 3 s u r Q de d i s c r i m i n a n t 

i n f é r i e u r ou é g a l à K e s t e n g e n d r é e par u n e r a c i n e d ' un p o l y n ô m e 

g(X) t e l q u e 

g ( X ) = X 3 + a ^ 2 + a 2 X + a 3 , ^ , a 2 , a 3 ) € % 3 

0 £ & 1 £ 1 (5 ) 

- 2 " [ ( T K ) - a x * a 2 < - j W - a j ] 

- 2 7 a ^ a 3 ( 1 8 a 1 a 2 . 4 a 3 ) + a ^ . 4 a 3

2 > 0 

D e p l u s s i c e s 3 c o n d i t i o n s s o n t v é r i f i é e s , n o u s a p p e l o n s p une r a c i n e 

de g (X) , D le d i s c r i m i n a n t de Q ( p ) . A l o r s 

D = A_ a v e c d € Z 
3 d z 

e t 

A = - 2 7 a * + a 3 ( 1 8 a i a 2 - 4 a j ) + ̂ \ - 4 a * . 

1 2K 2 3 
Pour a = 0 , (5 ) d e v i e n t ( ~ ) * a 2 <, - 2 e t A = ~ 2 7 a

3 - 4 a

2 • 

1 2K 

Pour a x = 1 , (5 ) d e v i e n t -jCCy) " ! ) ^ a 2 £ - 2 e t 

A = ~ 2 7 a 3 + a 3 ( 1 8 a 2 - 4 ) + a 2 - 4 a 3 . 

3 

C o n s i d é r o n s g (X) = X - 3 X + 1 . g ( X ) e s t i r r é d u c t i b l e , a 3 r a c i n e s 

r é e l l e s d i s t i n c t e s e t A / 3 = 8 1 . U n e r a c i n e p de g ( X ) d é f i n i t une e x ­

t e n s i o n de d e g r é 3 t o t a l e m e n t r é e l l e de Q d e d i s c r i m i n a n t D t e l que 

D = , d € Z 
d Z 
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c o m m e n é c e s s a i r e m e n t D > 4 9 , c e l a e n t r a î n e d = 1 e t D = 81 . 

b ) C h e r c h o n s l e s e x t e n s i o n s t o t a l e m e n t r é e l l e s de d e g r é 3 s u r Q 

de d i s c r i m i n a n t i n f é r i e u r à 8 1 . U n e t e l l e e x t e n s i o n e s t e n g e n d r é e pa r une 

3 2 3 
r a c i n e p d ' un p o l y n ô m e g(X) = X + a ^ X + a

2

X + a 3 ' ^ a l ' a 2 ' a 3 ^ ^ ^ 

/ a l = 0 / a l = 1 

| - 3 £ a 2 <; - 2 ou | - 3 <; a 2 <: - 2 

' 0 ^ a 3 ^ 2 ~ a 3 / 2 7 2 7 a 3 + a 3 ( 1 8 a 2 " 4 ) + a 2 " 4 a 2 > ° 

n o u s é t u d i o n s t o u s l e s p o l y n ô m e s g ( X ) p o s s i b l e s . D d é s i g n e r a 

le d i s c r i m i n a n t de Q ( p ) q u a n d g (X) v é r i f i e l e s c o n d i t i o n s i m p o s é e s e t 

e s t i r r é d u c t i b l e d a n s Q ( X ) . 

3 3 

a l = ° ' a 2 = ~ 2 * A 1 ° r S ° * a 3 * 1 ' X " 2 X e t x - 2 X + 1 n e s o n t 

p a s i r r é d u c t i b l e s d a n s Q ( X ) a y a n t c o m m e r a c i n e s é v i d e n t e s r e s p e c t i v e m e n t 

0 e t 1 . 

3 3 
a i = 0 ' a 2 = " 3 " A l o r S 0 * a 3 * 2 ' X ~ 3 X e t X " 3 X + 2 n e S o n t 

p a s i r r é d u c t i b l e s d a n s Q ( X ) a y a n t c o m m e r a c i n e s é v i d e n t e s r e s p e c t i v e m e n t 
3 

0 e t 1 . X - 3X + 1 d é f i n i t l ' e x t e n s i o n c y c l i q u e d e Q n o n r a m i f i é e e n 

d e h o r s de 3 , de d e g r é 3 . C ' e s t une e x t e n s i o n t o t a l e m e n t r é e l l e de d e ­

g r é 3 de Q , de d i s c r i m i n a n t 8 1 a i n s i que n o u s l ' a v o n s c a l c u l é à l a 

f i n du a ) . 

a x = 1 , a 2 = - 2 . - 2 7 a 2 - 4 0 a 3 + 3 6 > 0 e n t r a î n e - 2 < a 3 < 0 , X 3 + X 2 - 2 X 

3 2 

e t X + X - 2 X - 2 ne s o n t p a s i r r é d u c t i b l e s d a n s Q [ X ] . E t u d i o n s 

g (X) = X 3 + X 2 - 2 X - 1 , A / 3 = D = 4 9 . U n e r a c i n e d e c e p o l y n ô m e e n g e n ­

dre l ' e x t e n s i o n de d e g r é 3 s u r Q t o t a l e m e n t r é e l l e d e d i s c r i m i n a n t m i ­

n i m u m . 
a 1 = 1 , a 2 = - 3 . A l o r s - 3 <; a 3 £ 1 . X 3 + X 2 - 3 X + 1 , X 3 + X 2 - 3 X , 

X 3 + X 2 - 3X - 2 , X 3 + X 2 - 3 X - 3 ne s o n t p a s i r r é d u c t i b l e s d a n s Q [ X ] , 

g (X) = X 3 + X 2 - 3X - 1 , g (X) e s t b i e n i r r é d u c t i b l e d a n s Q [ X ] , 

A / 3 = 1 4 8 d o n c D = 1 4 8 / d 2 n é c e s s a i r e m e n t D ^ 4 9 ; d o n c d = 1 e t 

D = 1 4 8 . 
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I l n ' y a p a s d ' e x t e n s i o n t o t a l e m e n t r é e l l e de d e g r é 3 su r Q don t 

l e d i s c r i m i n a n t s o i t c o m p r i s s t r i c t e m e n t e n t r e 4 9 e t 8 1 . I l e x i s t e une 

e x t e n s i o n de d e g r é 3 s u r Q t o t a l e m e n t r é e l l e de d i s c r i m i n a n t 4 9 e t une 

e x t e n s i o n de d e g r é 3 su r Q t o t a l e m e n t r é e l l e de d i s c r i m i n a n t 8 1 . C e 

s o n t t o u t e s d e u x d e s e x t e n s i o n s c y c l i q u e s de Q . 

c ) N o u s a l l o n s c h e r c h e r m a i n t e n a n t l e d i s c r i m i n a n t min imum p a r m i 

l e s d i s c r i m i n a n t s d ' e x t e n s i o n s t o t a l e m e n t r é e l l e s de d e g r é 3 s u r Q non 

c y c l i q u e s a i n s i que l e d i s c r i m i n a n t min imum pour l e s e x t e n s i o n s t o t a l e m e n t 

r é e l l e s de d e g r é 3 su r Q de d i s c r i m i n a n t s t r i c t e m e n t s u p é r i e u r à 8 1 . 

3 2 
D a n s l ' é t u d e p r é c é d e n t e n o u s a v o n s r e n c o n t r é l e p o l y n ô m e X + X - 3 X - 1 . 

U n e r a c i n e de c e p o l y n ô m e e n g e n d r e une e x t e n s i o n t o t a l e m e n t r é e l l e de 
2 

d e g r é 3 su r Q de d i s c r i m i n a n t 1 4 8 = 3 7 x 2 

U n e e x t e n s i o n F de d e g r é 3 s u r Q n o n c y c l i q u e a pour c l ô t u r e 

g a l o i s i e n n e N une e x t e n s i o n de Q don t l e g r o u p e de G a l o i s e s t . 

N a 3 s o u s - e x t e n s i o n s d e d e g r é 3 s u r Q c o n j u g u é e s e t u n e s e u l e 

s o u s - e x t e n s i o n q u a d r a t i q u e k de d i s c r i m i n a n t d . N o t o n s D l e d i s -
2 

c r i m i n a n t de F . A l o r s D = df a v e c f 6 Z ( v o i r [ 1 0 ] ) . U n e r a c i n e 

3 2 

de X + X - 3 X - 1 e n g e n d r e une e x t e n s i o n de d e g r é 3 s u r Q t o t a l e m e n t 

r é e l l e n o n c y c l i q u e don t l a c l ô t u r e g a l o i s i e n n e N e s t l ' e x t e n s i o n de 

d e g r é 3 de Q(J37) n o n r a m i f i é e e n d e h o r s de 2 . I l y a 3 e x t e n s i o n s 

de d e g r é 3 de Q c o n j u g u é e s t o t a l e m e n t r é e l l e s de d i s c r i m i n a n t 1 4 8 . 

N o u s a l l o n s m o n t r e r q u e 1 4 8 e s t l e d i s c r i m i n a n t min imum pour l e s 

e x t e n s i o n s t o t a l e m e n t r é e l l e s de d e g r é 3 su r Q non c y c l i q u e s e t que 

c ' e s t l e d i s c r i m i n a n t min imum pour l e s e x t e n s i o n s t o t a l e m e n t r é e l l e s de 

d e g r é 3 su r Q de d i s c r i m i n a n t s t r i c t e m e n t s u p é r i e u r à 8 1 . 

R e c h e r c h e d e s e x t e n s i o n s t o t a l e m e n t r é e l l e s de d e g r é 3 su r Q de d i s ­

c r i m i n a n t s u p é r i e u r à 8 1 e t i n f é r i e u r à 1 4 8 . E l l e s s o n t e n g e n d r é e s par 

3 2 3 
une r a c i n e p d 'un p o l y n ô m e g ( X ) = X H-a^X + a 2 X + a 3 / ( a ^ a ^ a ^ ç Z 

a v e c I - 4 s a 2 £ - 2 o u - 4 < a 2 à - 2 I . L e s 

V - 2 7 a ^ - 4 a ^ > 0 / V - 2 7 a 2 + a 3 ( 1 8 a 2 - 4 ) + a ^ - 4 a ^ > 0 ' 
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c a s (a = 0 e t - 3 < a 2 < - 2 ) e t (a = 1 e t - 3 <> a 2 <; - 2 ) o n t é t é 

é t u d i é s p e n d a n t l a r e c h e r c h e d e s e x t e n s i o n s de d i s c r i m i n a n t i n f é r i e u r à 8 1 . 

3 3 

a = 0 , a = - 4 ; a l o r s 0 £ a^ £ 3 . X - 4 X e t X - 4 X + 3 ne s o n t p a s 

i r r é d u c t i b l e s d a n s Q [ X ] , g (X) = X - 4 X + 1 e s t i r r é d u c t i b l e d a n s Q [ X ] 

A / 3 = d 2 D = 2 2 9 . 2 2 9 e s t p r e m i e r d o n c a = 1 e t D = 2 2 9 . 

g (X) = X 3 - 4 X + 2 , A / 3 = 1 4 8 . U n e r a c i n e de g ( X ) e n g e n d r e une d e s 

3 e x t e n s i o n s c o n j u g u é e s de d e g r é 3 t o t a l e m e n t r é e l l e s su r Q s o u s -

e x t e n s i o n s de l ' e x t e n s i o n de d e g r é 3 de OCv/37) n o n r a m i f i é e e n d e h o r s 

de 2 . C e s s o u s - e x t e n s i o n s s o n t de d i s c r i m i n a n t 1 4 8 . 

a = 1 , a = - 4 ; a l o r s - 3 £ a £ 2 . X 3 + X 2 - 4 X + 2 , X 3 + X 2 - 4 X ne 

— " 3 2 

s o n t p a s i r r é d u c t i b l e s d a n s Q [ X ] . g (X) = X + X - 4 X + 1 d o n n e u n e e x ­

t e n s i o n c y c l i q u e de d e g r é 3 su r Q t o t a l e m e n t r é e l l e de d i s c r i m i n a n t 

1 6 9 = 1 3 2 . g ( X ) = X 3 + X 2 - 4 X - 1 d o n n e d e s e x t e n s i o n s de d e g r é 3 su r 
3 2 

Q t o t a l e m e n t r é e l l e s non c y c l i q u e s de d i s c r i m i n a n t 3 2 1 . g ( X ) = X + X - 4 X - 2 
d o n n e d e s e x t e n s i o n s de d e g r é 3 su r Q t o t a l e m e n t r é e l l e s n o n c y c l i q u e s 

3 2 

de d i s c r i m i n a n t 4 x 7 9 , g (X) = X + X - 4 X - 3 d o n n e d e s e x t e n s i o n s de 

d e g r é 3 s u r Q t o t a l e m e n t r é e l l e s non c y c l i q u e s de d i s c r i m i n a n t 25 7 . 

N o u s a v o n s m o n t r é q u ' i l n ' e x i s t e p a s d ' e x t e n s i o n t o t a l e m e n t r é e l l e 

de d e g r é 3 su r Q dont l e d i s c r i m i n a n t s o i t s t r i c t e m e n t c o m p r i s e n t r e 8 1 

e t 1 4 8 . 

- I I -

D a n s c e t t e p a r t i e , n o u s a l l o n s c h e r c h e r l e s d i s c r i m i n a n t s m i n i m a u x 

s u c c e s s i f s pour l e s e x t e n s i o n s t o t a l e m e n t r é e l l e s de d e g r é n su r Q o ù 

n n ' e s t p a s un n o m b r e p r e m i e r . N o u s a l l o n s é t u d i e r p a r t i c u l i è r e m e n t l e s 

c a s n = 4 e t n = 9 . N o u s u t i l i s e r o n s l e s t h é o r è m e s 1 , 2 , 3 de l a p a r ­

t i e I e t l e t h é o r è m e s u i v a n t du à G o d w i n [ 6 ] q u e j ' é n o n c e , d a n s l e c a s 

t o t a l e m e n t r é e l s o u ? 1P nom de t h é o r è m e 4 . 
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T H E O R E M E 4 . - S o i t K un c o r p s t o t a l e m e n t r é e l de d e g r é N = nv 

s u r Q de d i s c r i m i n a n t D a v a n t un s o u s - c o r p s k de d e g r é n 

su r Q de d i s c r i m i n a n t d . A l o r s K e s t e n g e n d r é su r k par une  

r a c i n e d ' un p o l y n ô m e ^ ( X ) t e l g u e : 

= X v + X 1 1 X V " l + . . . + X 1 , X e n t i e r de k . 
1 11 l v l i 

N o t o n s a , , / . . . / a , l e s r a c i n e s de . E l l e s s o n t n é c e s s a i r e m e n t 
11 lv 1 

r é e l l e s . N o t o n s l e s c o n j u g u é s de $^ pour l e s h o m o m o r p h i s -

m e s de k d a n s (D e t a . 1 / . . . , a 1 l e s r a c i n e s de $ . . 

- , 1 ,v ^ 
j = n ( i = v 7 / i=v \ 2 / ) ( | n l l / 2 ) N _ n 

0 < £ I , a . - L a . , / v s y L i i l ( . ( 6 ) 

v pour Z e n t i e r e s t l a c o n s t a n t e de M i n k o w s k i dont l a d é f i n i t i o n 

e s t d o n n é e d a n s l e t h é o r è m e 1 . 

A) S u p p o s o n s que F s o i t une e x t e n s i o n t o t a l e m e n t r é e l l e de d e g r é n 

s u r 0 de d i s c r i m i n a n t D i n f é r i e u r o u é g a l à K . D ' a p r è s l e t h é o r è m e 1 

i l e x i s t e e n t i e r a l g é b r i q u e de F^ , p^ n ' é t a n t p a s un r a t i o n n e l t e l que 

| S ( û ) | £ [ n / 2 ] 
e t y n 

( n + l ) n _ 1

 à ( S ( | P l | 2 ) ) n _ 1 <. - ^ | D | 

Q (p ) e s t une e x t e n s i o n de d e g r é d s u r Q a v e c d d i v i s e u r de n . 

N o u s a v o n s d é m o n t r é d a n s l a p a r t i e I q u e Q (p^) e s t e n g e n d r é e par une 

r a c i n e d 'un p o l y n ô m e u n i t a i r e g (X) de Z [ X ] , de d e g r é d , a y a n t d 

r a c i n e s r é e l l e s d i s t i n c t e s , i r r é d u c t i b l e d a n s Q [ X ] e t t e l q u e 

i=d , 
g (X) = Z a . X a v e c O s a . s [d /2] 

i=0 1 1 

e t r n 1 -I 

1 d j n ^ 2 l [ ( n + l ) d 2"| 
- 2 L n ( - K ) - a J * a 2 ^ " ^ L — H a i J 

d ' a p r è s l e t h é o r è m e 3 c e c i e n t r a î n e q u e pour t o u t i c o m p r i s e n t r e 1 e t d 

i l e x i s t e un c o u p l e d ' e n t i e r (L , L . ) t e l s q u e L < a . < L . S u p p o -
1 1 Z 1 L t \ 1 1 1 

s o n s que d e s t un d i v i s e u r s t r i c t de n , d ' a p r è s l e t h é o r è m e 4 , e s t 
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e n g e n d r é su r Q(p^) par une r a c i n e 0^ d ' un p o l y n ô m e $ j ( X ) t e l que : 

n n _ 1 

d d 
$ ( X ) - = X + A . 1 1 X L , X,, e n t i e r de Q(pJ . 

1 i l l v l i 1 

S i § - , / • • • / § • , s o n t l e s c o n j u g u é s de 6 , n o t o n s a . 1 , . . . , a l e s r a c i n e s 
l a 1 j 1 . n. 

de § . . A l o r s j d 
3 

,_n ,_n 1 \ 2 

j = n i1

 d / x d Y / ) I In l 2 " 1 ^ 
0 < * . £ , 4 " I a n /5 s V a ( 7 ) 

j = l l 1=1 \ l = l / ' J l y - / 

a v e c D d i s c r i m i n a n t de , 6 d i s c r i m i n a n t de Q(p ) . 

\IF(X) = $ 1 ( X ) $ 2 ( X ) . . . $ n ( X ) e s t l e p o l y n ô m e m i n i m a l de 0^ s u r Q s i 

d 

Q ( 0 ^ ) = . A l o r s ty(X) a n é c e s s a i r e m e n t n r a c i n e s r é e l l e s d i s t i n c t e s , 

e s t de d e g r é n , e s t à c o e f f i c i e n t s d a n s 7L , e s t u n i t a i r e e t i r r é d u c t i b l e 

d a n s Q ( X ) . M o n t r o n s q u ' i l e x i s t e une m a j o r a t i o n e t une m i n o r a t i o n e n 

f o n c t i o n de K , n e t d d e s c o e f f i c i e n t s de Xn~^ e t de X n ~ 2 . Le c o e f ­

f i c i e n t de X 1 1 " 1 e s t Tr Q(p ) / Q ( X ) = a ' . Le c o e f f i c i e n t de X n ~ 2 e s t 

T r Q l p ^ / Q U ^ J + I d r Q l p ^ / Q ^ ) ) 2
 - ^ T r Q t p ^ / Q U ^ ) = a^ 

(7 ) d o n n e r i v i L 

0 < ( l - ^ T r Q f p J / Q U * ) - 2 T r Q ( P l ) / Q ( X 1 9 ) < y , f n . ( 8 ) 
n i i l 1 îz n - a i n_ 

D < K par h y p o t h è s e e t ô e s t m i n o r é pa r l e d i s c r i m i n a n t min imum pour 

l e s e x t e n s i o n s t o t a l e m e n t r é e l l e s de d e g r é d su r Q q u e n o u s n o t o n s k 

d o n c (8 ) d o n n e 1 2 

f \ 
0 < ( l - f ) T r Q ( P l ) / Q ( X 2

n ) - 2TrQ(p1)/Q(\y2) < - . ( 9 ) 

S i on a j o u t e à 0 un e n t i e r r e l a t i f (9 ) n e c h a n g e p a s . P a r s u i t e , e n 

r e m p l a ç a n t é v e n t u e l l e m e n t 0^ pa r s a s o m m e a v e c un e n t i e r , o n peu t s u p ­

p o s e r 

X l l = a o + a l p l + - + a d - l p l _ 1 
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a v e c l e s a . é l é m e n t s de Q , - [TTT] < a . £ [ £ r ] pour i ;> 1 e t 
i z a i z a 

a Q t e l q u e - d [ ^ ] < T r Q t p ^ / Q U ^ £ d [ ^ - ] . S i o n c h a n g e 9 e n 

- 0 (9) n e c h a n g e p a s d o n c n o u s p o u v o n s s u p p o s e r 

xn = a o + V i + - + V i f 1
 ' a i € Q 

v i * i , <fd] <ai*iTd) e t 0 à T r Q ( p i ) / Q a u ' * [ f ] • 

Pour un e n t i e r j d o n n é T r Q ( p ^ ) / Q ( p ^ ) s ' e x p r i m e e n f o n c t i o n d e s a 

c o e f f i c i e n t s de g ( X ) . L e s a . é t a n t t o u s m a j o r é s e t m i n o r é s e n f o n c t i o n 

de n , d e t K . T r Q ( p ) / Q ( X ) e s t par s u i t e m a j o r é e n f o n c t i o n de 

n , d e t K . C e t t e m a j o r a t i o n e t ( 9 ) e n t r a î n e n t q u e a'^ e t a^ s o n t 

m a j o r é s e t m i n o r é s e n f o n c t i o n de n , d e t K . 

Pour d é m o n t r e r c e l a , n o u s a v o n s dû s u p p o s e r = ÇKS^) . S i n = pq 

o ù p e t q s o n t d e u x n o m b r e s p r e m i e r s n o n n é c e s s a i r e m e n t d i s t i n c t s e t s i 

n o u s s o m m e s d a n s l e c a s Q(p^) ^ F^ a l o r s n é c e s s a i r e m e n t F = Q ( 8 ^ ) 

o u F e s t une e x t e n s i o n c o m p o s é e d ' u n e e x t e n s i o n de d e g r é p s u r Q 

e t d ' u n e e x t e n s i o n de d e g r é q su r Q . La r e c h e r c h e d e s e x t e n s i o n s t o ­

t a l e m e n t r é e l l e s de d e g r é n = pq s u r Q , a v e c p e t q p r e m i e r s non n é ­

c e s s a i r e m e n t d i s t i n c t s , de d i s c r i m i n a n t i n f é r i e u r ou é g a l à K c o n s i s t e 

d ' u n e par t à c h e r c h e r l e s e x t e n s i o n s c o m p o s é e s d ' u n e e x t e n s i o n t o t a l e m e n t 

r é e l l e de d e g r é p s u r Q e t d ' u n e e x t e n s i o n t o t a l e m e n t r é e l l e de d e g r é 

q s u r Q e t d ' a u t r e par t à c a l c u l e r pour d = p , pour d = q l e s m a j o ­

r a t i o n s e t m i n o r a t i o n s de a'^ e t a^ e t e n s u i t e à c h e r c h e r l e s p o l y n ô m e s 

q u i von t c o n v e n i r p a r m i l e s p o l y n ô m e s u n i t a i r e s de d e g r é n de Z [ X ] , 

a y a n t n r a c i n e s r é e l l e s d i s t i n c t e s , i r r é d u c t i b l e s d a n s Q [ X ] e t t e l s que 

l e s c o e f f i c i e n t s de X n 1 e t X n ~ ^ s o i e n t m a j o r é s e t m i n o r é s . C e t t e d e r ­

n i è r e p a r t i e s e f a i t pa r l a m é t h o d e i n d i q u é e d a n s I pour l e c a s n p r e m i e r . 

B) R e c h e r c h e d e s d i s c r i m i n a n t s m i n i m a u x s u c c e s s i f s pour l e s e x t e n s i o n s  

t o t a l e m e n t r é e l l e s de d e g r é 4 s u r Q . 

N o u s s a v o n s q u e l e d i s c r i m i n a n t min imum pour de t e l l e s e x t e n s i o n s 

e s t 7 2 5 e t que l ' e x t e n s i o n c o r r e s p o n d a n t e e s t c y c l i q u e . L e d i s c r i m i n a n t m i -
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n imum pour l e s e x t e n s i o n s t o t a l e m e n t r é e l l e s de d e g r é 4 su r Q q u i s o n t 
2 

c o m p o s é e s de 2 e x t e n s i o n s q u a d r a t i q u e e s t (5 x 8 ) = 1 6 0 0 q u i e s t l e d i s ­

c r i m i n a n t de QL/S fj2) , U n e e x t e n s i o n d e d e g r é 4 s u r Q g a l o i s i e n n e e s t 

s o i t c y c l i q u e , s o i t l a c o m p o s é e de 2 e x t e n s i o n s q u a d r a t i q u e s . N o u s c h e r ­

c h e r o n s l e d i s c r i m i n a n t min imum pour l e s e x t e n s i o n s t o t a l e m e n t r é e l l e s de 

d e g r é 4 s u r Q n o n g a l o i s i e n n e s . 

D ' a p r è s l e t h é o r è m e 1 pour une e x t e n s i o n de d e g r é 4 s u r Q de 

d i s c r i m i n a n t i n f é r i e u r o u é g a l à 5 0 0 0 i l e x i s t e t e l q u e p n e s o i t p a s 

2 y a 1 / 3 
r a t i o n n e l e t 0 <; -SipJ £ 2 a v e c 5 <; S ( p j ) £ ( - ^ 5 0 0 0 ) ' d o n c 

5 s S ( p 2 ) * 17 . 

1) S i F = Q ( p ^ ) . p a pour p o l y n ô m e m i n i m a l 

g ( X ) = X 4 + a x X 3 + a 2 X 2 + a g X + a 4 , a . € Z 

g i r r é d u c t i b l e d a n s Q [ X ] , a y a n t 4 r a c i n e s r é e l l e s d i s t i n c t e s e t 

( a i = o ^ f °i=i ï f a i = 21 
o u o u . 

V - 8 ^ a 2 ^ - 3 J \ - 8 z a 2 £ - 3 J V - 6 s a 2 * - l / 

2 ) S i Q ( p 1 ) e s t une e x t e n s i o n d e d e g r é 2 de Q . p a pour p o l y n ô m e 

m i n i m a l 

g (X) = X 2 + a j X + a 2 , a . ^ ï 

2 2 

a v e c a^ - 4 a 2 > 0 , a

1 " 4 a 2 n ' é t a n t p a s un c a r r é de 7ZL , O ^ a ^ l e t 

a 2 - 1 7 / 2 a 2 - 5 / 2 

- ^ a £ - . C e s 2 d e r n i è r e s c o n d i t i o n s d o n n e n t ( a = 0 e t 
ù ù Là 1 

- 4 £ a 9 £ - 2 ) o u ( a = l e t - 3 ^ a ? ^ - l ) . Q ( p J e s t p a r s u i t e e n g e n d r é 
2 2 

par une r a c i n e p de l ' u n d e s p o l y n ô m e s s u i v a n t s : X - 2 , X - 3 , 

2 2 

X + X - 1 , X + X - 3 . Q ( p j ) e s t d o n c l ' u n e d e s e x t e n s i o n s q u a d r a t i q u e s 

de Op s u i v a n t e s : Qjï , Qj3 , Q¿5 , 0 ^ 1 3 . 
A p p l i q u o n s m a i n t e n a n t l e t h é o r è m e 4 . F e s t e n g e n d r é su r Q ( p J 

2 
pa r 0j r a c i n e de $ j ( X ) = X + ^ 1 1

x + ^ 1 2

 a v e c e t ^ e n t i e r s d e 
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Q ( p j ) e t 0 < ^ T r Q l p ^ / Q U ^ ) - 2 T r Q ( P L ) / Q U 1 2 ) ^ 9 ( 1 0 ) 

a ) S u p p o s o n s Q ( 0 j ) e x t e n s i o n q u a d r a t i q u e de Q . A l o r s \ e t 

s o n t d e s é l é m e n t s d e Z . ( 1 0 ) n e c h a n g e p a s s i o n a j o u t e à 8 un 
o 

e n t i e r . N o u s p o u v o n s d o n c s u p p o s e r O ^ A . ^ ^ 1 o n a ®<^n~^]2 ^ ^ 
d o n c U u = 0 e t - 2 ^ X 1 2 ^ - 1 ) o u & n = 1 e t . $ (X) 

2 o 2 
e s t par s u i t e l ' u n d e s p o l y n ô m e s s u i v a n t s X - 1 , X - 2 , X + X - 1 , 

2 2 2 
X + X - 2 . X - 1 e t X + X - 2 on t d e s r a c i n e s e n t i è r e s e t ne 

d é f i n i s s e n t d o n c p a s d ' e x t e n s i o n q u a d r a t i q u e de Q . Pa r s u i t e $ . ( X ) e s t 
2 2 - _ 1 

X - 2 ou X + X - 1 e t Q ( 9 ) e s t Q C / 2 ) o u Q C / 5 ) . N o u s o b t e n o n s 

a i n s i l e s e x t e n s i o n s t o t a l e m e n t r é e l l e s de d e g r é 4 su r Q de d i s c r i m i n a n t 

i n f é r i e u r o u é g a l à 5 0 0 0 s u i v a n t e s : QCs/2 / A / 5 ) de d i s c r i m i n a n t 1 6 0 0 , 

{QJZijS) de d i s c r i m i n a n t 3 6 0 0 , Q ( V T 3 / / s / 5 ) de d i s c r i m i n a n t 4 2 2 5 . 

b ) S u p p o s o n s 0 ( 8 ^ ) e x t e n s i o n de d e g r é 4 s u r Q . L e p o l y n ô m e 

m i n i m a l de 8 su r Q e s t \jj(X) t e l que 

(̂x) = ( x 2 + X n x + X 1 2 ) ( x 2 + X " u x + X 1 2 ) . 

Pour un é l é m e n t \ de O(p^) / X d é s i g n e s o n c o n j u g u é . 

I|((X) = X 4 + a ^ X 3 + a ^ X 2 + a ^ X + a^ . 

Pour t o u t i , a^ e s t un é l é m e n t de Z 

a'j = T r ( Q ( P l ) / Q ) a u ) 

a^ = T r ( Q ( p 1 ) / Q ) a i 2 ) + | ( T r ( Q ( P l ) / Q ) ( X n ) ) 2 - | T r ( Q ( p 1 ) / Q ) ( > . 2

1 ) . 

N o u s c o n t i n u o n s l a d é m o n s t r a t i o n par l a m é t h o d e i n d i q u é e d a n s l a p a r t i e A 

de I I . 

2 
\ „ = a + a l P l a v e c (a . a J é l é m e n t de Q , - 1 ^ a , < 1 e t 

11 o 1 1 o 1 1 

0 £ Tr Q ( P 1 ) / Q U N ) £ 2 . T r Q ( p 1 ) / Q U U ) e s t un é l é m e n t de Z é g a l à 

2 a + a , T r Q ( p J / Q ( p j . 
o 1 1 1 

S i Q(p ) = QJ2 . T r ( Q ( P l ) / Q ) ( p ^ = 0 e t Tr Q t p ^ / Q ( p 2 ) = 4 d o n c 

0 <; a £ 1 e t T r ( Q ( o ) / Q ) ( X 2 ) £ 6 . 
o 1 i l 
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S i Q ( P l ) = Q V 3 . T r Q ( ( p 1 ) / Q ) (p x ) = 0 e t Tr Q îp^ /Q ( p 2 ) = 6 d o n c 

0 s a ¿ 1 e t Tr Q ( p J / Q U 2 ) <; 8 . 
o 1 11 

S i Q ( P L ) = Qjs . Tr Q ( P 1 ) / Q ) ( P j ) = - 1 e t Tr QCp^/Q ( p 2 ) = 3 d o n c 

- \ â a ¿ 1 e t Tr Q ( p J / Q ( x 2 ) s . 
l o i \ \\ l 

S i Q(p ) = Q-v/îT . Tr Q ( P l ) / Q (P j ) = - 1 e t Tr Q t p ^ / Q ( p 2 ) = 7 d o n c 

- H A ¿ 1 e t Tr Q ( o ) / Q ( \ 2 ) à ^ • 
1 O L 1 11 Z 9 

9 23 1 
N o u s o b t e n o n s 0 £ a^ £ 2 e t a^ ^ - y " " 4 " + ~2~~ • P a r a i ^ e u r s / 

O 
I|/(X) d e v a n t a v o i r 4 r a c i n e s r é e l l e s d i s t i n c t e s , a ' 1 ^ \ > ® c a r c ' e s t 

l e p r e m i e r c o e f f i c i e n t de l a m a t r i c e M d é f i n i e d a n s l ' é n o n c é du t h é o -

\(j(X) 
r è m e 2 . 

D o n c F j e s t e n g e n d r é su r Q pa r une r a c i n e d ' u n p o l y n ô m e u n i t a i r e 

\|F(X) de Z [ X ] , i r r é d u c t i b l e d a n s Q [ X ] , a y a n t 4 r a c i n e s r é e l l e s d i s t i n c -

4 3 ? 
t e s e t t e l q u e ^ (X) = X + a ^ X + a^X* + a ^ X + a^ a v e c (a ' j = 0 e t 

- 1 0 <. al

2 <> - 1 ) o u ( a 1 = 1 e t - 1 0 ^ a^ £ 0) o u (a^ = 2 e t - 9 <; a^ £ 0) . 

T H E O R E M E 5 . - U n e e x t e n s i o n t o t a l e m e n t r é e l l e de d e g r é 4 s u r 

Q de d i s c r i m i n a n t i n f é r i e u r à 5 0 0 0 e s t s o i t Q{J5 ,*J2) , Q(J5 ,*/3) , 

QCS/5 /A / 13 ) , s o i t e n g e n d r é e par u n e r a c i n e d ' u n p o l y n ô m e de Z [ X ] , 
4 3 2 

g (X) = X + a ^ X + a ^ X + a ^ X + a^ , i r r é d u c t i b l e d a n s Q [ X ] , a y a n t 

4 r a c i n e s r é e l l e s d i s t i n c t e s e t t e l g u e (a'^ = 0 , - 1 0 <, < - 1 ) o u 

(a ' j = 1 , - 1 0 £ a ^ 0) o u (a^ = 2 , - 9 <; a^ £ 0) . 

4 2 
P a r m i l e s p o l y n ô m e s t e l s q u e a'^ = 0 , n o u s r e m a r q u o n s : X - 4 X + 2 

q u i d o n n e l ' e x t e n s i o n , e x t e n s i o n c y c l i q u e de d e g r é 4 s u r Q , 

t o t a l e m e n t r é e l l e , non r a m i f i é e e n d e h o r s de 2 q u i a pour d i s c r i m i n a n t 2 0 4 8 ; 
4 2 

X - 5 X + 5 q u i d o n n e une e x t e n s i o n c y c l i q u e de d e g r é 4 su r Q , 

F l = ^ 2 ^ ) ' d e d i s c r i m i n a n t 2 0 0 0 /' X 4 - 7 X 2 + X + 9 q u i d o n n e d e s 

e x t e n s i o n s de d e g r é 4 sur O t o t a l e m e n t r é e l l e s non g a l o i s i e n n e s de d i s ­

c r i m i n a n t 4 7 0 5 . 
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C ) N o u s c h e r c h o n s l e d i s c r i m i n a n t min imum pour l e s e x t e n s i o n s de d e g r é 

9 t o t a l e m e n t r é e l l e s s u r Q . N o u s c o n n a i s s o n s l ' e x t e n s i o n Q ( c o s ^ ) de 

8 
d i s c r i m i n a n t 19 . N o u s a l l o n s d o n c c h e r c h e r l e s c o r p s F j don t l e d i s -

O 

c r i m i n a n t e s t i n f é r i e u r à 19 , F é t a n t une e x t e n s i o n t o t a l e m e n t r é e l l e 

de d e g r é 9 su r Q . 

A p p l i q u o n s l e t h é o r è m e 1 : i l e x i s t e p e n t i e r de F , p n ' a p ­

p a r t e n a n t p a s à Q t e l q u e 

0 <; S ( P l ) * 4 

6 1 2 9 1 / 8 

1 0 £ S ( P l ) ^ ( ^ - ) x 19 . 

I l y a 2 c a s p o s s i b l e s : p̂  e n g e n d r e F^ o u p e n g e n d r e une s o u s -

e x t e n s i o n de d e g r é 3 de F^ . 

1) p̂  e n g e n d r e F^ . S o i t g ( X ) l e p o l y n ô m e m i n i m a l de p . g (X) e s t 

de d e g r é 9 , e s t u n i t a i r e , a s e s c o e f f i c i e n t s d a n s Z e s t i r r é d u c t i b l e 

d a n s Q ( X ) , a 9 r a c i n e s r é e l l e s d i s t i n c t e s e t 

!

' a = 0 ( a ^ = 1 ( a ^ = 2 i a i = 3 

, s o i t < , s o i t < , s o i t < 

- 1 7 <; a 2 <. - 5 ( - 1 7 <; a 2 < ; -5 ( - 1 5 £ a 2 <; - 3 ( - 1 3 <; a 2 < - 1 

s a i = 4 

s o i t < 
( - 9 ^ a 2 ^ 3 

2 ) p e n g e n d r e une s o u s - e x t e n s i o n de d e g r é 3 de F . S o i t g ( X ) l e p o l y ­

n ô m e m i n i m a l de p 

g(X) = X 3 + a 1 X 2 + a 2 X + a 3 

a , a 9 , a^ é l é m e n t s d e 2£ . g ( X ) i r r é d u c t i b l e d a n s Q [ X ] , a y a n t 3 

r a c i n e s r é e l l e s d i s t i n c t e s e t 

i a i = 0 ( a i = 1 

l o u / 
( - 5 ^ a 2 ^ - 2 ( - 5 <; a 2 £ - 2 

D ' a p r è s le t h é o r è m e 2 , g ( X ) a 3 r a c i n e s r é e l l e s d i s t i n c t e s s i e t s e u l e m e n t s i 

2 

2a^^ - 6 a 2

 a i a 2 ~ " 9 a 3 

à = 9 > o 
* i a 2 - 9 * 3

 2 a

2 - 6 a 3 a l 
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2 
a l o r s A / 3 = d S a v e c d e n t i e r e t S d i s c r i m i n a n t de Q (p^) s u r Q 

l e s c a s a i ^ e t 3 1 1 on t é t é é t u d i é s d a n s l a p a r t i e I . 

- 4 £ a 2 â - 2 - 4 £ a 2 £ - 2 

L e s r é s u l t a t s s o n t c o n t e n u s d a n s l a l i s t e s u i v a n t e : 

. . / v r X d i s c r i m i n a n t d e l ' e x t e n s i o n Q ( p . ) 
p o l y n ô m e g\X) . , , l 

e n g e n d r é e par u n e r a c i n e de g 

X 3 - 3 X + 1 8 1 c y c l i q u e 

X 3 - 4 X + 1 2 2 9 

X 3 - X 2 - 2 X - 1 4 9 c y c l i q u e 

X 3 + X 2 - 3 X - 1 1 4 8 = 4 x 3 7 

X 3 - 4 X + 2 1 4 8 = 4 x 3 7 

X 3 + X 2 - 4 X + 1 1 6 9 c y c l i q u e 

X 3 + X 2 - 4 X - 1 3 2 1 

X 3 + X 2 - 4 X - 2 4 x 7 9 

X 3 + X 2 - 4 X - 3 2 5 7 

X 3 - 5 X + 1 4 7 3 

X 3 - 5 X + 3 2 5 7 

X 3 + X 2 - 5 X + 2 2 2 9 

X 3 + X 2 - 5 X + 1 4 0 4 = 4 x 1 0 1 

X 3 + X 2 - 5 X - 1 1 4 8 = 4 x 3 7 

X 3 + X 2 - 5 X - 3 4 x 1 4 1 

X 3 + X 2 - 5 X - 4 4 6 9 

Q u a n d n o u s n ' a v o n s r i e n i n d i q u é à d r o i t e , Q (p^) e s t non c y c l i q u e s u r Q . 

N o u s a v o n s i n d i q u é à d r o i t e l a d é c o m p o s i t i o n e n p u i s s a n c e s de n o m b r e s 

p r e m i e r s d i s t i n c t s . S i G-^ e s t une e x t e n s i o n n o n c y c l i q u e de d e g r é 3 s u r 

Q de c l ô t u r e g a l o i s i e n n e N , s i k e s t l e s o u s - c o r p s q u a d r a t i q u e d e 

N , d l e d i s c r i m i n a n t de k , D l e d i s c r i m i n a n t de 

2 
D = df 

pour l e s d i s c r i m i n a n t s de l a l i s t e c i - d e s s u s , i l y a une s e u l e d é c o m p o s i t i o n 

p o s s i b l e d o n c un s e u l k e t un s e u l N . 
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Par s u i t e , q u a n d d a n s l a l i s t e p r é c é d e n t e 2 p o l y n ô m e s n o u s d o n n e n t 

l e même d i s c r i m i n a n t , i l su f f i t de g a r d e r un s e u l de c e s d e u x p o l y n ô m e s . 

S i e s t t e l q u e Q (p^) s o i t e n g e n d r é par une r a c i n e d ' un p o l y n ô m e de 

l a l i s t e p r é c é d e n t e , d ' a p r è s le t h é o r è m e 4 , F^ e s t e n g e n d r é par une r a c i n e 

8 d ' un p o l y n ô m e $ ^ ( X ) 

$ 1(x) = x 3

+ x n x 2

+ x 1 2 x + x l 3 

t e l q u e 

4 1 /3 

0 < f T r Q ( P l ) / Q ( X 2

U ) - 2 T r Q ( P l ) / Q < Y g t ^ ) . ( 1 0 ) 

2TT 

a ) S i Q ( 0 ) e s t de d e g r é 3 s u r Q . S i Q (p^) = Q ( c o s — ) n é c e s ­

s a i r e m e n t pour que Q ( 9 , p ^ ) s o i t de d e g r é 9 su r Q l e d i s c r i m i n a n t de 

Q ( 9 ) e s t s u p é r i e u r ou é g a l au 2 e d i s c r i m i n a n t min imum pour l e s e x t e n s i o n s 

de d e g r é 3 t o t a l e m e n t r é e l l e s , s o i t 8 1 . D o n c s i n o u s a p p e l o n s D l e d i s ­

c r i m i n a n t de F^ 

D * ( 4 9 x 8 1 ) 3 > 1 9 8 

s i Q(p^) t Q ( c o s 4^) l e d i s c r i m i n a n t de Q(p^) e s t s u p é r i e u r ou é g a l à 

81 . C e l u i de Q ( 9 ) e s t s u p é r i e u r o u é g a l à 4 9 e t o n a l e m ê m e r é s u l t a t . 

b ) S i Q ( 9 ) e s t de d e g r é 9 sur_ Q . 

wOO = ( x 3 ^ 1 1 x
2

+ x 1 ^ B ) ( x ^ ^ 2 1 x
2

+ x 2 2 x ^ 2 3 ) ( x 3

+ x 3 1 x
2

+ x 3 2 x + > . S 3 ) 

où \ e s t c o n j u g u é de \ % x . pa r un e n d o m o r p h i s m e de Q ( p J d a n s (D . 
" j i J i 1 

I|f(X) e s t l e p o l y n ô m e m i n i m a l de 9 . \|/(X) e s t de d e g r é 9 , u n i t a i r e , à 

c o e f f i c i e n t s d a n s Z , i r r é d u c t i b l e d a n s Q [ X ] , a 9 r a c i n e s r é e l l e s d i s ­

t i n c t e s 

* (X) = X 9 + a ; X 8 + a ' X 7 + a ' X 6 + a ' X 5 + a ' X 4 + a ' X 3 + a ' X 2 + a ' X + a ' 

a ' j = T r Q ( P L ) / Q U N ) 

a^ = T r Q ( p 1 / Q ) ( X 1 2 ) + | ( T r Q ( p i ) / Q ( X n ) ) 2 " 2 T r Q ^ / Q ^ u * . 

2 

Pour que \|( a i t 9 r a c i n e s r é e l l e s d i s t i n c t e s , i l f au t q u e a^ - 1 8 a 2 > 0 . 

N o u s s a v o n s q u e , e n r e m p l a ç a n t é v e n t u e l l e m e n t 9 par s a s o m m e a v e c 

un e n t i e r de 22 e t pa r s o n o p p o s é , o n p e u t s u p p o s e r q u e 
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2 
X . N = CCQ

 + C C 1 P 1

 + ^ 2 p i a v e c a

0 ' a l ' a 2 é l é m e n t d e Q 

3 3 3 3 
2 ' " 2 < a 2 ^ 2 

e t a t e l q u e 
° 0 < Tr Q ( P l ) / Q ( \ n ) <s 4 . 

Pour c h a q u e p o l y n ô m e g ( X ) de n o t r e l i s t e , don t une r a c i n e d é f i n i t Q ( P J 
2 

n o u s c a l c u l o n s une m a j o r a t i o n de T r Q ( p ^ ) / Q iX^) • A v e c ( 1 0 ) n o u s o b t e ­

n o n s d o n c une m i n o r a t i o n d e a^ • 

L e s r é s u l t a t s s o n t d a n s l e t a b l e a u s u i v a n t : 

p o l y n ô m e don t une r a c i n e d i s c r i m i n a n t m a j o r a t i o n de m i n o r a t i o n de 
d é f i n i t Q (p ) de Q ( p J T r Q ( p 1 ) / Q ( X 1

2 J , , 2 / 9 

1 1 1 11 a^ - / 2 

X 3 - 3 X + 1 8 1 12 - 2 3 , 9 5 

X 3 + X 2 - 2 X - 1 4 9 1 0 - 2 3 , 3 5 

X 3 + X 2 - 3 X - 1 4 x 3 7 18 - 2 9 , 3 9 

X 3 + X 2 - 4 X + 1 1 6 9 3 6 - 4 6 , 5 4 

X 3 + X 2 - 4 X - 1 3 2 1 2 8 - 3 8 , 04 

X 3 + X 2 - 4 X - 2 4 x 7 9 2 4 - 3 6 , 2 0 

X 3 + X 2 - 4 X - 3 2 5 7 2 1 - 3 0 , 8 9 

X 3 - 5 X + 1 4 7 3 2 5 - 3 4 , 4 4 

X 3 - 4 X + 1 2 2 9 18 - 2 8 , 0 5 

X 3 + X 2 - 5 X + 1 4 x 1 0 1 4 7 - 5 6 , 3 9 

X 3 + X 2 - 5 X - 3 4 x 1 4 1 3 2 - 4 3 , 4 9 

X 3 + X 2 - 5 X - 4 4 6 9 2 8 - 3 7 , 4 4 

o ,2 
L a m a j o r a t i o n d e a ' e s t d o n n é e pa r a ' - 1 8 a ' > 0 c a r a - 1 8 a ' 

e s t l e p r e m i e r c o e f f i c i e n t de l a m a t r i c e . 
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