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Séminaire de Théorie des Nombres I.1
8 et 15 avril 1976
Grenoble

PETITE ANALYSE DE FOURIER ET EVALUATION DE L(1,x)
PAQUET PAR PAQUET

par

Jean René JOLY

§1 - INTRODUCTION.

Soit X un caractére réel primitif modulo k >1 , et posons

(1) L(s,x) = i x(nn~° ;
n=1

(2) M(x) = max | Z x(n)]| ;
x=21 nsx
k-1 .

(3) r(x,a) = 2 X(n)eZman/k (a, entier relatif) ;
n=1

) k-1 .
@ f0) = rly1) = D y@el K
n=1
(S) K = KX = QK/d) , avec d = x(-1)k

On sait que le corps quadratique K a pour discriminant d ,
pour caractére ¥ , pour fonction zéta le produit ¢(s)L(s,x) , et
que par conséquent

1/2 _
2Rh/k S1 X("l) =1,

L(1,x) = /2
si

21h fwk x(-1) = -1 ,

R désignant le régulateur, h le nombre de classes et w le nombre

de racines de 1'unité de K (voir [6] , chap.6). De 1la
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(6) L1,y > 1372,

et en particulier
(7) L(1,x) > 0 .

Si on écrit la série L(1,yx) pour un caractére y particulier de module
k assez petit, 1l'inégalité (7) semble évidente ; la série L(1,x) peut

en effet s'écrire

(8) Li1,x) = 2 1L, ,
v=0
avec
v(k+1) 1
(9) L =L (1,x)= 2 xnn ;
v Vk+1

et il n'est pas bien difficile, en regroupant les termes dans chaque
somme Lv , de montrer que Lv > 0 pour tout v =0 , d'ou

L(1,x) > 0 , par (8)

Exemple 1. - Soit X le caractére de Q(/-7) . On a

Lot .t .t .1 1 _1
v 7v+1 7v+2 7v+3 7v+4d  7v+5s 7v+e

ou, en regroupant,

1 1 )+ ( 1 1 )+ ( 1 1
7Vv+2 VAV ) 7v+4  7v+6

L, = 51" 7o

)

d'ol évidemment L\) >0 quel que soit v=20 . =

Il serait donc tentant de conjecturer que Lv(l,x) est positif
pour tout ¥ et tout v =0 , et d'y voir une "explication" de l'inéga-
lité L(1,x) > 0 . En fait, cette conjecture est correcte pour vy pair
(x(-1)=1) , mais elle est fausse pour x impair (yx(-1)=-1) . Plus pré-

cisément

1 , alors ]_\/ >0 pour

THEOREME 1 (Davenport). - Si =
X _1 ’ é_]'_Q_r—S_ Lo > 0 ! 21.:-

x(-1)
(-1) =

L\) >0 pour v =yl(k) ; mais, quel que soit r>1 , il existe des

tout k et tout v=20 . Si

valeurs de k telles qgue L; <0, L,<0,...,L. <0 .
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[Pour une démonstration, voir [7], ou le §3 ci-dessous] .

La possibilité d'inégalités telles que L1 < 0 est une conséquence
du résultat suivant (Chowla) : quel que soit ¢ > 0 , il existe un carac-
tére y impair tel que L(1,X) < ¢ . (Méme résultat d'ailleurs avec ¥
pair). [Pour une démonstration, voir [5], [3] ou [10]]. Cette possibili-
té de Lv < 0 ("phénoméne de Davenport") tient en gros & ce que, si

L(1,x) est petit, la suite (x(n)) comporte vers son début une

lsn<k-1
prolifération de -1 qui interdit de regrouper les termes de L\) comme

dans l'exemple 1, et empéche de prouver ainsi 1l'inégalité Lv >0

Exemple 2. - Soit X le caractére de QW-163) . On vérifie sans
peine que ¥x(p) = -1 pour p premier, 2s<p =37 ., Exercice : écrire

explicitement la suite (x(n)) , et regarder s'il est possible de

1sn=162
prouver (par exemple) l'inégalité Lo > 0 par regroupement de termes. @

En dehors du résultat de Chowla cité plus haut, la démonstration

du théoréme 1 donnée dans [7] fait intervenir un calcul de sommes

du type
k-1

(10) S = S(x,f) = 2 x(n)(n)
n=1

(avec f(x) = (Vk+x) ) qui utilise un développement de f en série
de Fourier, et évoque une des démonstrations de la formule sommatoire

de Poisson (voir [7] , pp. 230-231 et [6] , pp. 15-16). En fait, il

n'est pas bien difficile d'étendre ladite formule de Poisson & des som-

mes telles que (10). L'objectif de cette rédaction est donc

(i) de rappeler la formule sommatoire de Poisson ordinaire, et d'en
donner une extension applicable a des sommes du type

2 x(n)f(n) , et méme (plus généralement) & des sommes du
asnsb
type > a(n)(n) , o0 A est une fonction arithmétique k-
asnsb
périodique et f une fonction assez réguliére (voir §2) ;



I.4

(ii) d'appliquer cette formule de Poisson généralisée & la démonstration
du théoréme 1, en renvoyant d'ailleurs le lecteur & [7] pour cer-

tains détails de calcul (voir §3) ;

(iii) d'indiquer enfin trois autres applications immédiates de la formule

de Poisson généralisée :

- équation fonctionnelle de L(s,X) ;

- signe de la somme de Gauss T(x) (voir (4)) ;

- majoration de Ml(x) (voir (2) ; le résultat obtenu apporte d'ail-
leurs une légére amélioration au classique "lemme de Polya-

Vinogradov") ;

pour tout ceci, voir §4

Dans des exposés ultérieurs, nous donnerons de nouvelles appli-

cations de la formule de Poisson généralisée

k-1
- étude de sommes du type X x(n)nq :
n=1
k-1
- étude de sommes du type 2 x(n) log n (ce qui fera d'ailleurs
n=1

apparaftre un nouvel exemple de "phénoméne de Davenport") ;

- étude de L(s,x) pour X pair sur l'intervalle réel O0ss=1 ; etc...

§2 - PETITE ANALYSE DE FOURIER ET GENERALISATION DE LA FORMULE
DE POISSON.

D'abord quelques rappels :

(2.1) Développement de Fourier d'une fonction périodigue.

>

Soit f wune fonction k-périodique et a variations bornées. Pour toute
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valeur x de la variable, on a

N
(11) -;-[f(x*) +£(x)] = lim o
N-» n=-N

c e -2minx/k

avec (attention aux signes dans les exposants !)

K .
(12) o =% [ fxe? M Ky
0

le n-iéme coefficient de Fourier de f

["Théoréme de Dini-Jordan" ; voir par exemple [14], pp. 181-184 ; dans

o N
la suite, nous écrirons 2 au lieu de lim 2 )
n=-« N-o n=-N

Pour toute valeur x o0 f est continue, on a donc en particulier

(13) f) = T cne'z”in"/“ .

n=-

(2.2) Formule de Poisson ordinaire.

Y

Soit f une fonction continue et & variations bornées sur un in-

tervalle compact [a,b] . Alors
@© b .
(14) o) = T [ fe’™ax
asnsb n=-= a

l'accent, pour la somme de gauche, indiquant que si a (resp. b) est

1
un entier, le terme correspondant doit étre remplacé par —z'f(a) (resp.

1
Ef(b))

[Pour f monotone par morceaux, voir [6], pp. 15-16 ; pour f &

variations bornées, utiliser (2.1) ci-dessus, et raisonner comme en [6]].

Deux remarques : (i) si f (& variations bornées) admet des dis-
continuités, la formule (14) reste valable & condition d'y remplacer
f(n) par %[f(n+)+f(n")] ; (ii) si f est continue, suffisamment r‘é-
guliére, et tend suffisamment vite vers 0 & l'infini, (14) donne par pas-
sage a la limite sur a et b (@ » -» , b = +=) la formule classique

(voir [127)
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(15) Tt = Z fn) ,
n=-—oo n:-oo

avec

(16) ) = [ fxel™Vgy

-0

la transformée de Fourier de f .

(2.3) Développement de Fourier d'une suite périodigque.

Soit A : Z - € une suite k-périodique. Pour tout ne€eZ , on a

k

(17) rn) = 2 u(h)ezmhn/k .
h=1
avec
k .
(18) ah) =+ T (e 2minn/k
n=1

le h-iéme coefficient de Fourier de X

Z/KZ - C .

En particulier, si A =¥ (voir §1) , on a

ulh) = Erix,-h) = § x(-n)r) = Xy

' k '
d'ou
) k-1 .
(19) x(n) = )—(L—ll)zm-)- 2 x(h)ezmhn/k .
h=1

[A ce sujet, voir [6], pp. 67-69 ; rappelons que x est supposé une

fois pour toutes réel et primitif.]

Faisons maintenant la synthése de (2.2) et (2.3) :

(2.4) Généralisation de la formule de Poisson (14) : formule de Poisson

"tordue par une fonction arithmétique k-périodique".

Soient f une fonction continue et 3 variations bornées sur un

intervalle compact [a,b] (comme en (2.2)) et A une suite k-périodi-
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gue (comme en (2.3)). Notons S = S(f,A; a,b) la somme définie par

(20) S = 2' Xn)(n)
asnsb

Probléme : évaluer S

Interméde. - Dans le cas particulier ot a=0 , b=% , » =y (voir
§ 1) ., un procédé classique d'évaluation de S est le suivant (voir en

particulier [7] , pp. 230-231) :

- on développe en série de Fourier la fonction f1 définie pres-
que partout par les deux conditions ci-aprés : (i) étre k-pério-

dique ; (ii) étre égale & f sur ]10.,k[ ;

- pour tout entier n tel que 0<n<k , on obtient donc

(par (2.1))
e o] 1 - . n.
(21) f(n) = 2 ¥ e 2mihn/k ok f(x)e2 1hX/kdx ;
h=-w 0
- on porte cette expression de f(n) dans la définition de S
(égale ici a 2z x(n)}f(n)) ; intervertissant l'ordre des som-
lsnsgk-1
mations, on arrive a
© k-1 . k .
1 -
(22) S = 2 (E- 2 x(n)e zmhn/k)j f(x)ezmhx/kdx ;
h=-= n=1 0

- on note enfin que le premier facteur du terme d'indice h est
1 2 2
égal a ¢ 7(x,-h) , ou encore (voir le calcul précédant la for-

-7
mule (19)) a Mx(h) ; d'od finalement (en remplagant

k
h par n)
x(-1)1(y) < K 2minx/k
(23) 2" x(n)f(n) = — 2 x(n) j f(x)e dx ,
O=sn<k n=-o 0
ce qui est l'évaluation cherchée. a
Solution du probléme posé (évaluer S(f,\ ; a,b)). - Dans le calcul ci-

dessus, le fait de travailler avec un caractére module k sur un interval-

le de longueur %k , la présence de sommes de Gauss, et surtout (dans
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chaque situation particuliére) l'intervention d'une fonction f particuliére

(dont on s'empresse de calculer les coefficients de Fourier), tout ceci

masque la généralité de la formule (22) (qu'on ne voit d'ailleurs pratique-

ment jamais écrite telle quelle) ainsi que sa ressemblance avec la formu-

le de Poisson. En fait

(24)

THEOREME 2 (formule de Poisson généralisée). - Avec les hypo-

théses et notations indiquées plus haut, on a

© b .
Zoamim) = D opm) [ eael M ey
asnsb n=-e a

u  étant la suite (k-périodique) des coefficients de Fourier de 1\ ,

donnée explicitement en (18) . (Bien entendu, si f admet des

discontinuités, la formule (24) reste valable, & condition de rem-

1
placer "comme d'habitude" f(n) par E[f(n+)+f(n')]).

Démonstration : Il y a trois fagons naturelles de procéder :

Utilisation de 1'additivité des deux membres par rapport & [a,b].

Si 0<a<b<k , la méthode esquissée ci-dessus (en interméde)
s'applique ; il suffit de remplacer respectivement x(n) par X(n) ,
le premier facteur du h-iéme terme (dans (22)) par wu(h) , et enfin
£, par f2 définie par les deux conditions ci-aprés : (i) &tre k-
périodique (condition inchangée) ; (ii) prendre sur [0,k] les va-

leurs données par

0 pour 0 =<x<a;

%f(a) pour x =a ;
fz(x) = f(x) pour a<x<b ;

%f(b) pour X =Db ;

0 pour b<xsk

La formule (24) est donc vérifiée dans ce cas, ou plus générale-
ment (par translation) pour b -a < k . Le cas général s'en déduit
immédiatement par additivité, en effectuant un partage

a =38y <a <a<...<a ,<a =b vérifiant a;-aj_3 <k
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III.

(26)

I.9

pour i=1,2,...,m ; en appliquant la formule (24) & chaque inter-

valle [ai-l'ai] ; et enfin en additionnant membre & membre. =

Utilisation de la linéarité des deux membres par rapport & A

Le premier membre de (24) dépend linéairement de A (noter que
les suites k-périodiques forment un C-espace vectoriel de dimension
k et de base ()

h'1shsk
n = h(mod k) , et A, (n) = 0 sinon), ainsi que le second (voir la

, avec par définition )\h(n) =1 si

h
définition (18) de ) . Il suffit donc de prouver (24) pour chacune

des k suites A (1 <h<k) , ce qui se fait instantanément en

h
appliquant la formule de Poisson ordinaire (14) & la fonction 9y,

définie par gh(x) = f(h+kx) . =

Développement en série de Fourier d'une fonction péricdigue auxi-
liaire (ou "le retour aux sources"). L'idée est de procéder comme
pour la démonstration classique de (15), qui consiste (voir par

exemple {12], pp. 70-75) a développer en série de Fourier la fonc-

oo

tion 1-périodique >, f(x+n) . Dans la situation du théoréme 2,
=-

posons

@©®

F(x) = % A(n) f(x+n) ,

n:—m

f étant préalablement définie (pour tout x) par

0 pour x < a ;

%‘f(a) pour X =a ;
f(x) = f(x) pour a<x<b ;

%‘f(b) pour x=b ;

0 pour x>Db

On vérifie sans peine que f est k-périodique et & variations
bornées. D'aprés (2.1), elle est donc développable en série de
Fourier, et il suffit de calculer les coefficients de ladite séri;e

et de faire x =0 (avec précaution !) pour obtenir la formule (24)

(le détail des calculs est laissé au lecteur). m



I.10

(2.5) Forme particuliére de (24) pour X = x , caractére de Dirichlet.

Revenons au cas particulier ot A = x (voir §1). Dans le second

membre de (24), on a alors (voir le calcul précédant (19))

’

(28) atn) = XTI

mais T() = k7% si x(-1) =1, 160 = k7% si y(-1) = -1

(voir [2], chap.5), x(0) = 0 , x(-n) = x(-1)x(n) = £x(n) . En utili-
sant ces deux derniers points pour éliminer le terme de rang 0 et pour
regrouper les termes de rangs n et -n (n=1) dans (24), on obtient

deux formules bien pratiques :

pour Y pair,

' 2 il b 2Tnx
(29) 2 xn)n) = = x(n) [ £(x) cos dx ;
asnsb kl/2 n=1 Ia K
pour Y impair,
! @© b
(30) 2 xn)(n) = —1272' L x(n) [ f(x) sin Zn‘?x dx
asn<b k n=1 a

Rappel : x est supposé primitif réel ; l'hypothése k>1 est superflue ;
pour k =1, la formule (29) coincide avec la formule de Poisson ordi-

naire telle qu'elle est écrite dans [6], p. 16).

§3 - PHENOMENE DE DAVENPORT : DEMONSTRATION DU THEOREME 1.

Supposons d'abord x(-1) = 1 ., Il s'agit de prouver L >0 pour
e v

tout v =20 . Pour v =1 , nous allons en fait prouver mieux :

THEOREME 1 bis. - Posons

(v+l)k
L(s)=L(s,x) = Z x(nn
v v vk +1
Alors, pour x pair, 0<ss<1l e yv=21,o0ona L (s)>0.
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Démonstration : La formule (29) (avec a=vk , b= (v+1)k ,

ﬂx)==x_s) et le changement de variable § = 2mnx/k donnent immédia-
tement
-1/2 k 1-s 2 -1
(31) L (s) = 2k / —)""° 2 x(n)nS C(s;n,v) ,
v 2m n=1

avec

2nlv+ln
(32) C(s;n,v) = C(s) = j g ” cos £d% .

2Tyn

Soit S(s) l'intégrale déduite de C(s) en remplagant cos 5 par

sin ¢ , et posons

-S -s
(33) Qv(s) =v " - (vtl) 7 ;
on vérifie sans peine les relations suivantes :

(34) S(s)>0 ; C(s) >0 ;
C(s) = sS(s+1) ;
S(s) = (Z'ITn)_SQ\)(S) - sC(s+1) .

De 13 pour C(s) le développement asymptotique

j s(s+1)...(s+2j)
2j

(35) cis) = 2m) Sl % (-1)

Qv (s+2j+1)
j=0 (2mmn)

(o0 la série au second membre est une série alternée divergente), puis,

pour L\)(s) , en portant (35) dans (31) , le développement asymptotique

=-S
2 ® .
i s(s+1)...{(s+2 ,
(36) L (s) = T (-1)L@j+2,y) (s+1) .( J)Q (s+2j+1)
v 2 . 2] v
2m° =0 (2m)
Comme L(2,¥) > 1 -t L(4,x) < ¢(4) =-T-Til- , il résulte de (35)-(36),
! ¢(2) 1_r2 ! ! 90
en ne conservant que deux termes dans les développements asymptoti-
ques, que )
(37) L (s) kTS(i o (s+1) - L SEER) o ()
V& E T T Sy 90 2 y :
2m T 41

et il suffit donc, pour prouver le théoréme 1 bis, de montrer que pour

v>1 et O0<s<l , ona
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4 Q. (s+3)

7
2160 TG+ 5 < !

(38) 3

Mais la formule des accroissements finis, appliquée au numérateur de

s .S
V+1)° -
QV(S) = Lg—l)—\é— , donne facilement (pour 0<s s 1)
V7 (v+1)
s s
< Q\)(S) s —
V7 (Vv+1) V(V+1)

d'ou immédiatement (toujours pour 0 <s < 1) Qv(s+3)/Qv (s+1) < % ,

ce qui implique (38) (puisque < 100) et donc le théoréme 1 bis. =

Il reste & prouver (toujours pour x(-1) = 1) que L, > 0 . Pour
v =1 , les développements asymptotiques (35)-(36) donnent, en faisant
s =1 , en ne conservant que deux termes et en utilisant les majorations
L2,x) < 7°/6 , Lid,x) < /90 ,

1 1 1 1
L g — 1

1
(— - ) + (= - ) ;
voizo 2 (v+1)2 120 4 (V+1)4

(39) k

~

1'addition membre & membre des inégalités (39) pour v=1,2,...

donne (puisque L(1,yx) = LO+L1+L2+...)

kl/z(L(l,X)—Lo) s T5g -

d'ol effectivement

11
L > L(1,x) - > 0,
© 1201<1;2

en utilisant la minoration (6) du §1. =

Supposons maintenant X(-1) = -1 . Pour v=1 , la formule
(30) (avec a= vk , b= (v+1)k , f(x) = x'l) et le changement de va-

riable & = 2mnx/k donnent immédiatement

12 s m)siin,y |

n=1

(40) L, = 2k

avec les mémes notations qu'en (31)-(34) . Comme en (35) , on déduit

de (34) le développement asymptotique
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13 (-1>j<2j)s

(41) S(1) = (2m) Q (2j+1) ,
j=0 (2mn) v
d'ol, pour LV . le développement asymptotique
-1/2 o ,
k 2j)!
(42) L = S (-1 L2+, 2L @ (2541)
v T S 2 v
j=0 (2m)
De 13 (comme pour ¥ pair) les deux inégalités
-1/2
k 1 1 1 1 1
+
v m viLT 02 woow)®
-1/2
k 1 1
(44) L\) = o L(IIX) ('\j’m) '

inégalités qui montrent immédiatement (comme (37) et (39) respectivement

pour ¥y pair) que L\) > 0 pour v assez grand, et que LO > 0 .

Il reste & mettre en évidence le phénoméne de Davenport, donc,
compte tenu de (40), & montrer que si on pose

o]

(45) M\) = 2 X(n) S(l;nl\)) '
n=1
on peut, quel que soit r =1 , réaliser les inégalités
M1<0 , M. <0 ,..., Mr<0 . Mais l'intégration par parties qui a per-

2
mis d'écrire les deux derniéres formules (34) donne ici

2m(v+1)n

S(in,) = (2m) o (1) -2 ¢ sing ar
v 2mvn

d'ou facilement (pour un réel en , 0< Bn <1)

S(1:n,v) = @m) o (1) - 22m)°Q @)s_
AV} \V) n

puis, en portant dans (45) et en explicitant un peu,

1 .1 1 1
(46) M = —(-—)L1,y) - —5 - )3 I
v 21TV +1 An \J3 (\)+1)3
avec par définition
(47) I]= 2 an(n)n

n=1
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Un calcul élémentaire (voir [7], p. 232, 11.10-24) montre que

91 > 0,74 ; comme d'autre part

7-6,] = T xn™ =L@, -1 |
n=2
et que

LB,x) -1 c@B)-1x 0,21,

il est clair que J=0,74 - 0,21 = 0,53 , et donc, en portant ce ré-

sultat dans (46), que

1 0,53,1 1 1
(48) M s ——{L(1,x) - —A(=+ + )}
v 2mul(y+l) zﬂz \)2 v(y+1) (\)+1)2
I1 suffit alors de réaliser
(49) L) < 256G + gy + ——p)
2T 1 (r+1)

(voir le résultat de Chowla cité au §1) pour obtenir le résultat annoncé.

Remarque : Pour r=1 , le second membre de (49) est de l'ordre

1
7 - On sait d'autre part que sous l'hypothése de
Riemann pour L(1,x) (voir [11], et [13] pour une vérification "expé-

de grandeur de

rimentale"), on a approximativement (avec y = la constante d'Euler)

2
m

12eY

L(1,x) > (log log k)™

10
La réalisation de (49) avec r =1 suppose donc en gros k = e® .

ce qui (bien qu'a vrai dire (49) ne soit pas une condition nécessaire)
semble exclure qu'on puisse jamais faire apparaftre le phénoméne de

Davenport "a la main". =

34 - AUTRES APPLICATIONS DE LA FORMULE DE POISSON.

(4.1) Signe de la somme de Gauss fT(X)

On sait (voir [6], chap.2) que 'T(X)Z = y(-1)k , d'ou



/2 /2

1 . . o1 .
T{x) = zk si x est pair, et T(x) = xik si x est impair. En

X ~

fait, le signe & prendre est toujours le signe + (résultat do & Gauss, et

A

utilisé ci~dessus a !'alinéa (2.5)). Nous rappelons ici en quelques lignes
comment (d'aprés Dirichlet) ce résultat peut se déduire de la formule de

Poisson ordinaire (pour les détails, voir [6], chap.2, ou [2], chap.5)

(i) On décompose d = x(-1)k en ﬂ:onplpz...pt avec a =1,40u8 ,
les P premiers impairs deux & deux distincts, et on se raméne
par le théoréme chinocis au cas ot d = -4 , 8 , ou +p = 1 (mod 4)

(voir [2], chap.5).

(i) Pour d = -4 ou 8 , on calcule explicitement 71(x) et on véri-

fie directement le résultat annoncé.

(iii) Reste le cas o0l k = p , premier impair. On a alors x(n) = (%)

(symbole de Legendre), et un raisonnement facile montre que

.2
, 2
T = L' e M /®
Osn<p
Znixz/
La formule de Poisson, avec f(x) = e P , donne alors

[+ <]

(50) x) = =

n=-« 0 n=-«

<]

p . 2 2178
eme /P ZmnxdX - o1

Le changement de variable x = p(y-%) donne par ailleurs

1
-Enipnz 21 pnipy?
(51) In = pe J‘ e dy .
n
1 2
-5 mipn -p
Comme e =1 pour n pair et i pour n impair, on dé-

duit sans peine de (50) et (51) que

® 2
- 211
rh) = p+ D[ TP gy,

©

soit, aprés calcul de 1'intégrale (voir [6], p.17),

=P
1+i 1/2
b /

T{x) =
1+i

1/2 1/2

Pour k = p = 1 (mod 4), on a donc bien *(x) =p =k ; et pour



I.16

1/2 1/2
k =p =3 (mod 4) , on a bien 71(x) = ip / = ik / , ces deux cas
correspondant respectivement & x(-1) =1 et x(-1) = -1 . @
(4.2) Equation fonctionnelle de L{s,¥).
Limitons-nous au cas ol ¥ est pair : x(-1) =1 , et supposons

0 <Re s <1 . Appliquons formellement (29) avec a=0, b=« ,

f(x) = xS-1 (laissant au lecteur le soin de justifier a posteriori le pas-

sage & la limite b - ). Il vient

(52) L(1-s,%) =17 > x(n) j x cos

Dans l'intégrale figurant au second membre (soit In) , faisons le chan-

2
gement de variable g = —ﬂ]:nl . Il vient

_ (k 8 ® s-1
(53) ]n = (m‘) IO g cos § d§ ,

et on voit sans peine (cf. [12], pp. 82-83) que l'intégrale apparaissant
dans (53) est égale & TI'(s) cos %§' . Le rapprochement de (52) et (53)

donne alors (pour -rappelons-le- X réel primitif)

-s
L(l-s,x) = '%g(zf) I'(s) cos nz—s L(s,x) . =

k
Variante (qui évite certaines difficultés dans le passage a la limite
b - =) : utiliser (29) pour établir 1'équation fonctionnelle de
© 2
-mn" X
6(x,x) = Z x(nle /k .
n=-o

H X

et raisonner par ailleurs "& la Riemann" (cf. [6], chap.9).

(4.3) Majoration de Mi(x)

Nous nous proposons plus généralement de majorer
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a<n<b

en fonction de k seul, et sans hypothése sur la parité de ¥ (en fait,
nous supposerons seulement Y primitif non principal). La formule (24),

avec f(x) =1 , x=x%x , et u calculé grace & (18)-(19), donne facile-

ment (en utilisant |‘T(X)\ = kl/z)
k1/2
(54) |8| = pp (|Ta\+lTb\) ,
avec (pour tout x réel) la notation
© 21TinX/k
_ (n)e
(55) TX = nz_w -

o]
n , sz
Les séries TX sont du type > -G%-) , avec les trois propriétés

, n=-w
suivantes :
(i) la suite ¢ est k-périodique ;
(ii)  [lal] = sup |a()| s 1 ;
n

(iii) «f0) = 0 .

Cela étant :

LEMME 1, - T =0 si x estpair; T, =2L(1,x) si x est

O —
impair.
LEMME 2. - 8i o est une suite possédant les propriétés (i)-(iii)

ci-dessus, on a

o]

(56) |2 22 2 0gk

n=-w

Le lemme 1 est évident. Prouvons le lemme 2 ; pour O0<h <k

1

posons
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si 0<h«<% , on a (voir convention de sommation & 1l'alinéa (2.1))

2
1 1 1 1
= o = e — +
Uh h k-h  k+h 2k-h "°° '
d'ot 0<U <l' i }-('<h<k d é U <—1—-' fi
ol <U <y{isi 3 ] , on a de méme \h\-k_h,enm,
si k est pair et si h = 5 . ona Uh = 0 . Mais (propriétés (i)
et (iii)) ,
2 aln) k-l
2z = = a(h)Uh )
n=-w h=1

\Z/ G.I(ln)\sz Zk%l'<210gk-l
== 1<h<x
2

Nous sommes maintenant en mesure de donner la majoration annoncée

(du type "lemme de Polya-Vinogradov") :

THEOREME 3. - Scoit X un caractére de Dirichlet primitif non
principal modulo k >1 . Alors :

(i) gquels gue soient aetb , on a

2 1/2
|z x| <2k 10g k ;
asn<b m
(ii) quel gque soit x>1 , on a
' 1 1/2
|2 x| < &+ o ogk
lsnsx

(iii) si x est pair, on a méme, plus précisément,

/2

| 2 xm] <=k 100k

l1sn<x

Démonstration : (i) et (iii) résultent immédiatement de (54) , (55)

et des deux lemmes. Prouvons (ii) ; on a évidemment

| T x| < Tk
lgngx

1
/2 log k + % kl/z L(1,x)
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(lemme 1) ; mais L(l,x) = o(log k) pour k -« (théordme de Siegel :

voir [2), chap.5) ; d'ou (ii). =

Remarque : L'inégalité (ii) est essentiellement le résultat de Polya

(voir par exemple [9], p.14). Les inégalités (i) et (ii) améliorent légé-

1/2 2

rement les résultats en k log k¥ ou (}' + 0(1))1(1/2 log k donnés

respectivement dans [2] et [1]
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