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IX - 1 Séminaire de Théorie des Nombres 

20 février 1975 

Grenoble 

CALCUL DU NOMBRE DE CLASSES ET DES UNITES 

DES EXTENSIONS ABELIENNES REELLES DE Q 

par Marie Nico le GRAS 

Cet exposé donne les principaux résultats d8un travail [ 1 ] fait en 

commun avec Georges GRAS. 

Soit K une extension abélienne rée l le de Q . Leopoldt a donné 

une interprétation arithmétique de la formule analytique du nombre de 

classes de ces corps. A partir de cette interprétation et de la seule 

connaissance des unités cyclotomiques de K , nous établissons un a l g o ­

rithme permettant de déterminer le nombre de classes et les unités de K . 

L'algorithme est effectif grâce à un critère numérique de divis ib i l i té du 

nombre de classes par un entier quelconque et grâce à une majoration du 

nombre de c lasses ne dépendant que de [K :Q] , Ga l (K/Q) , du conducteur 

de K et des unités cyclotomiques. 

I - PRELIMINAIRES 

Dans cette partie, on rappelle les principaux résultats de 

H . W . LEOPOLDT ( [3 ] et [ 4 ] ) . 
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1. CARACTERES DES EXTENSIONS ABELIENNES DE Q . 

Soit K une extension abélienne réel le de Q , de degré g , de 

groupe de Galois G et de conducteur f . Soit V le groupe des carac­

tères complexes de K , i . e . le groupe des homomorphismes de ( Z / f Z ) ^ 

dans CD triviaux sur le sous-groupe correspondant à K . On définit sur 

I 1 la relation d 'équivalence suivante : soient x' e t ty1 € Ï 1 ; on dit 

que x' et \|/' sont r^-conjugués [ 5 ] si x§ e t V engendrent le même 

sous-groupe de I ' ; on vérif ie que cette propriété est équivalente à 

ker x' = ker \|i8 . Pour tout x' ^ ï 1 , soit x ^ a c lasse de conju­

gaison de x' • On définit les applications x P a r x(Q) = ^ X B (s) ï 

ces applications, à valeurs dans Z£ , sont appelées les caractères ration­

nels irréductibles de K (ou plus brièvement les caractères de K ) . On 

notera par I l 'ensemble des caractères de K . 

Pour tout x' € V , on considère le sous-corps K , de K fixe 
X 

par U , = ker x' ; ce corps est une extension cyclique de Q , de degré 
X 

g , égal à l'ordre de x1 #' comme U . , K , et g ne dépendent pas 
X „ X X X 

du choix de x' € X / on Peut les noter respectivement U , K et g ; 
X X X 

de même, le conducteur de K sera noté f v . 
X X 

On vérif ie que lorsque x parcourt ï , alors les corps K par-
X 

courent l 'ensemble de tous les sous-corps de K cycliques sur $ . 

2 . L'ALGEBRE Q [ G ] . 

Pour tout x € ï , soit e = 1/g E x( Q ^ a '* o n vér if ie que les 
X a€G 

e forment un système d'idempotents orthogonaux de Q [ G ] et que 
X 

Q [ G ] = © Q [ G ] e . On montre que Q [ G l e est isomorphe au corps 
s- ~ X ^ 

( g v ) 
cyclotomique Q K = Q et que dans cet isomorphisme, l'anneau des 

(g ) X 

entiers Z ^ = Z de Q correspond à Z [ G ] e (soit a G G te l 
X X X X 

que l ' image de a dans G / U soit génératrice ; alors l 'isomorphisme 
X X 
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précédent est entièrement déterminé par a e -* exp(2irr/g ) ) . 
X X X 

3. ETUDE DU GROUPE DES UNITES DE K . 

Soit E^ le groupe des unités de K ; puisque K est r é e l l e , les 

seules racines de l'unité contenues dans K sont -1 et +1 ; on identifie 

E K / { ± 1 ] à |E | et on pose | e | Q = | e

a | pour tout a Ç G . 

Soit x u n caractère de K . Soit K le sous-corps cyclique de 

K correspondant à U = ker x . On dit qu'une unité e de K est 
X X 

X-relat ive si A (e) = ± 1 pour tout sous-corps strict k de K . O n 
^x ' X 

note E le sous-groupe des unités X " r e ^ a t i v e s de K

v • D'après Leopoldt , 
X A. 

on a les propriétés suivantes : 

( i ) |E | est un Z-module libre de rang cp(g ) ; 
X X 

( i i ) Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une unité e de 
e , 

K soit X " " r e l a t i v e e s t Que | e | x = | e | / e = 1/g L y^{a )a 
X a€G 

étant l'idempotent de Q[G] défini ci-dessus (c 'est cette pro­

priété qui donne à E une structure de TL -module) ; 
X X 

( i i i ) Soit E le sous-G-module engendré par les E ; on a 

| E K | = © |E | ; 

X^ l X 

( iv ) Le groupe |E | est un 2Z^-module sans torsion ; donc |E^ | 

est isomorphe à un idéal de . Mais |E^ | n'est pas libre 

en général (en effe t , |E^J est libre si et seulement si l ' idéal 

est pr incipal) . 

4 . FORMULE ANALYTIQUE DU NOMBRE DE CLASSES. 

Soit h le nombre de c lasses au sens ordinaire de K . Pour tout 
K 

caractère x de ï , x ^ 1 ' o n définit les unités cyclotomiques X-

relat ives de K de la manière suivante : K de conducteur f est 
X X X 
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contenu dans ^ ; soit H v le sous-groupe de (25/f Z ) * correspondant 

à Gal(($ * / K ) et soit G un système exact de représentants de 
X x (f ) 

H / { - 1 , + 1 } ; alors G correspond à Gal(Q * A v ) • Soit s 1 = exp(irr/f ) 
X x ° x X X-

et soit © = I I ( ! ' a - § ' ~ a ) ; on pose 
a€G * * 

X g A 

X 11 x" T6U C / g x

 x 

£ premier 

et on considère n = . On vérif ie que n est une unité y-re la t ive 
X X X 

de K et qu 'e l le engendre un sous-module F d' indice fini dans E ; 
X X X 

on appelle n Y l 'unité cyclotomique x ~ r e l a t î v e génératrice. Le groupe |F | 
A. A. 

est un sous-Z2^-module libre de |E | , de dimension 1 . 

Soit = ( | E ^ | : | F ^ | ) ; alors le nombre de c lasses est donné 

par la formule h K = ^ TT \ , où Q = ( | E | : | E K | ) et Q = (g9'2/YJdy)1/2 

où d^ désigne le discriminant du corps (Ç^ . 

II - MAJORATION DES INDICES = (|E | : | F X | ) . 

Soit )( / 1 un élément f ixé de % . Soit K le sous-corps de K 
X 

f ixe par U et soit G = Gal(K / Q ) . Soit F un sous-G v -module de 
X X X 1 x. 

E de même rang ; soit r(F) l ' indice ( | E ^ | : | F | ) . On établit dans ce 

chapitre une majoration générale de r(F) indépendante de E qui sera 
A. 

évidemment appliquée au cas particulier F = F . 
A. 

1. PLONGE MENT LOGARITHMIQUE DE E^ . 

g X . i On considère dans R le plongement logarithmique de |E^ | : si 

| e | € |E^ | , on pose L ^ ( e ) = ( . , . , l o g | e° \ , . . • L'image de |E^ | 

par L^ est un réseau relatif de dimension cp(g^) contenu dans l 'hyper-

plan T L . = { x = (x ) _ , L x = 0} . Désignons par V v le sous-
X a a € G X a€G v ° X 

g x 
espace de R K engendré sur R par L^(E^) . Soient 
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3 = { x = (x ) , | x I s 1 pour tout 0^1} 

et * 

on vér i f ie que est un compact convexe symétrique par rapport à 0 / 

de mesure finie non nulle ( i . e . une j auge) . On note 7Jl^ la mesure de . 

2 . RESULTAT FONDAMENTAL : MATORATION DE r(F) . 

Soit donc F un sous-G -module de E . L e sous-groupe L (F) 
X X X 

de L ) ( ( E ^ ) e s t u n réseau qui engendre aussi . Nous noterons / ^ ( F ) 

la mesure du ..domaine fondamental du réseau L (F) ; on a alors 
( I E M F ! ) = ^ X 

X X » 

Soit $ une fonction polynôme homogène à coefficients réels de 

degré d £ 1 des variables réel les x , a G G_ • Alors 
$ a X d * 

sup ( | $ ( x ) | / max ( |x | * )) 

x$R x Q t ^ X 
x^O 

existe et est un nombre réel strictement positif noté |a . On suppose qu 8il 

exis te une constante M$ , ne dépendant que de § , vérifiant M § > \i§ 

et t e l l e que, pour tout e G E , I e I f 1 / on ait U ( . . . , e Q , . . . ) I £ M (de 

te l les fonctions $ exis tent , par exemple le discriminant ou des produits 

de résolvantes de Lagrange) . Avec les notations c i -dessus , on a : 

7h(F) M $ -cp(g ) 
THEOREME. r(F) £ - * ( r r ~ log — ) 

en particulier ^ , „ N , x 

VFx> 1 M - c p ( g x ) 
h £ ( T - — log — ) 

LEMME. Il exis te dans E une unité eQ , |ç | ^ 1 , t e l le que 
X 

Max ( l o g | e o | a ) s 2 ( ^ ( F ) / m x r ( F ) ) . 
a € G x 

DémojisJ:raUon : On considère le réseau relatif 
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son 2Z-rang est égal à cp(g ) et la mesure de sa maille vaut 
X 

1 - l / c p ( g v ) cp (g y ) 1 r(F)m 
n ( L ' ) = [~{n (F)/m r(F)) X ] H ( E ) = ~ T — , T T T ^ U E j 

X X 2 X X X X cp(g ) %. (F) V X 
2 K X 

=

 m X 

2 * 

cp(g ) 
puisque r(F) = Th. (F)/m (E ) ; donc m v = 2 % ( L ' ) ; d'après le théorème 

X X X X \ X 
de Minkowski , la jauge compacte D de mesure m^ contient un point 
de L 1 autre que l 'o r ig ine , que nous noterons 

X 

hn ( F Î / m ^ F ) ) " 1 ^ 9 ^ ! , ( e 1 ) ; 
2 X x x ° 

l 'unité vérif ie donc, pour tout a ^ 1 , 

l/<¥>(gJ 

| l o g | e o ° | | * 2(n ( F ) / m x r ( F ) ) K ; 
X 

mais si une jauge contient l ' image d'une unité, e l le contient ce l l e de son 

inverse . L'unité e égale à e ' à e 1 " * et te l le que log l e I < 0 r é -
o o o 1 o 1 

pond donc au problème. 

D é mo n s_t r a t ion_ d u_ t h eor è m e : D'après le lemme, il existe une unité G Q 

de E , l e I ^ 1 , t e l l e que Max (log | e Q | ) * 2{% ( F ) / m v r ( F ) ) 1/Qp{gX] ; 
X ° a € G x ° * X 

considérons $ ( . . . / 6 ^ / . . . ) ; i l exis te une constante te l le que 

| « ( . . . , e ° . . . . ) | * ^ Max ( | e ° | d * ) 

et on suppose qu' i l exis te une constante M§ te l le que M$ > [i§ et 

t e l le que | $ ( . . . , , . . . ) | £ M$ ; (en pratique, cette condition doit être 

vér i f iée pour toute unité e ) ; donc 

Max ( | e a | d $ ) * ^ * > 1 

° € G X 
et comme log est une fonction croissante, 

O" 1 * 
Max (log I e I ) 2 — log — > 0 ; 

cÇG ° d $ ^ 
X 



IX - 7 

en comparant avec la 1ère inégal i té , on obtient 

, 1 M * c p ( g J <P(gx> 
( — log — ) * <; 2 , . , 

S O l t i M , - cp ( g v ) 

r ( F ) * ™ ^ • 

Cas Particulier : ^ ^ / Q e s t c u b i q u e , cyc l ique , prenons 

2 2 
$(x ,x ,x J = (x + jx + j x 0 ) ( x + j x +j x ) # 

1 a a 2 l a a

2 1 a a 2 

.3 . 
3 = 1 ; 

on vér if ie que M j = f , ^ = 4 , = 4^3 et ^ ( F y ) = d(r\) , R désignant 

le régulateur ; i l en résulte que h £ 4 R,(r))/(log f / 4 ) 2 . 

Remarque : Cette majoration améliore légèrement ce l l e trouvée dans 

[ 2 ] , par une autre méthode. En fa i t , la méthode uti l isée dans [ 2 ] conduit 

aussi à la même majoration à condition d'utiliser les meilleures constantes 

poss ib les . 

III - CALCULS EXPLICITES DES CONSTANTES 

La majoration obtenue dans le II ne présente d'intérêt que si Ton 

sait calculer de manière effect ive les constantes 7f(^{T) , , M$ et \±§ . 

1. CALCUL DE 5^X(F) et m x . 

1/2 ( g y ) 
Soit = (9^cp(9^)/dx) / O Ù d^ désigne le discriminant de $ ; 

on montre que : 

( i) tfj (F) = R X ( F ) A X / R X ( F ) désignant le x -régulateur de F [31 

(différent du régulateur ; par exemple si g = Z , nombre premier, 
A. 

R V ( F ) = GfcY(F) , ftv(F) désignant le régulateur de F ) . 
A, A. X 

gY 

( i i ) m = y 1r , If désignant le volume du domaine de R *• conte-
X X X X 
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nu dans le cube | x | £ 1 , a ï 1 . Ce volume ne se calcule 
Q €-1 

simplement que si g = 6 et alors y = 2 
X. X 

Si g = e , on a donc % (F)/m = a / F ) ^ - 1 . 
X X. A. x. 

2 . CALCUL DE M $ . 

a) $ = discriminant A v ; A v ( . . . ,x , . . . ) = I 1 T (x - x ) I . 

x. \ a lr* a T 1 

On a le résultat suivant : si e est une unité x ~ r e l a t i v e a u t r e Q u e ± 1 / 

alors c est primitive et A ( . . . , e Q , . . . ) £ A(K ) . 
X X 

b) $ = résolvante de Lagrange ; soit \|f' un caractère complexe de 

G v ; on pose ( x , ^ 1 ) = Z ^ ' ( a ^ x , i l j ' l a " 1 ) racine g ième de 1 

et on pose N (x) = "| |~ <x , \ | i ' ) . C 'est une fonction polynomiale homogène 

de degré cp(g^) ; on démontre les résultats suivants : 

( i ) Si 8 est un élément primitif et entier de et si ( 0 , \ | j ' } f 0 , 

v 0 cp ( g , ) / 2 
alors I M ^ ( . . . , 6° , . . . ) I * f v 

( i i ) Soit 6 un élément primitif de ; pour tout sous-corps strict 

k de K v , i l exis te un caractère de G v non tr ivial sur 
A, A, 

G a l ( K x A ) te l que < 6 , f > f 0 pour tout f 6 % . 

Cas particulier : Si g = £ n , alors pour tout élément primitif 0 de 
X çp^g \ A? 

K x , on a < e / X > ^ 0 ; alors | NX( 9 a , . . . ) | s x 

3. CALCUL DE a. . 

a) Discriminant : On pose LL = Ô , avec n = g ; on montre 
A x n 3 X 

* A 4. . 1 * (n + 1) (n-1) -
que ô . = 4 et pour tout n 2 2 , ô = \ n 1 N — ô 

2 n + 1 ( 2 n - l ) ( 2 n - 1 ) n 

12 5 
Les premières valeurs de 6 sont : 6 = 4 , 6 = 4 , = 2 /5 , 
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12 3 7 
ô_ = 2 3 / 7 ; on vér i f ie que ô _/b ~ 2 n e / 4 n et que la condit ion 

o n+1 n 

M $ A i j > 1 e s t toujours vé r i f i ée , quel que soit l 'extension K considérée, 

b) Résolvante de Laqrange N?̂  : On montre que pour $ = , 

où Z est le plus petit diviseur premier impair de g (si g est une 
X X 

puissance de 2 , on a seulement 
2 y ( g y )  

g X ~ 2 

^ * ( ^ ) ) ) * 

Cas particulier : Si K / Q est cycl ique de degré premier impair Z , 

e-i e-i 

alors u $ s (8+D 2 , M $ = f 2 , ^ ^ ( F x ) / m x = ft(N)/2e_1 , h R = où 

X est l'unique caractère rationnel irréductible non tr ivial de K , d'où 

h s 

IV - CALCUL DU NOMBRE DE CLASSES DE K . 

1. DEVISSAGE DES UNITES CYCLOTOMIQUES. 

Soit )( / 1 un caractère f ixé de K . On reconnaît si un nombre 

algébrique est puissance qième d a n s y grâce à la propriété suivante : 
A. 

LE M ME 1. Soit 0 un entier primitif de et soit q ç Z , q > 1 . 

On suppose que lorsque q est pair, alors on a 0 » 0 ( 0 totalement 

pos i t i f ) . Pour tout a € / on pose t Q = ( O 0 ) 1 / ^ (pour' q pair, 

t = ^Jq0 > 0 ; pour q impair t est la racine q

i e m e rée l le de 0 Q ) : 
a o 
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(i) Dans le cas q impair, une condition nécessaire et suffisante 

pour que les nombres t Q appartiennent à est que le po ly ­

nôme P = 1 T (X-t ) soit à coefficients entiers rationnels. 

° y x 0 

Lorsque cette condition est r éa l i s ée , alors t = t 1 , pour tout 
a i 

a € G x . 

( i i ) Dans le cas q pair, une condition nécessaire et suffisante pour 

que les nombres t Q appartiennent à est qu'i l existe des 

nombres ô 6 { - l , + l } tels que le polynôme P = ! I (X-ô tn) 
a € G x 

soit à coefficients entiers rationnels. Lorsque cette condition est 

r éa l i s ée , on a t_ = ô, ô . < 
u 1 a 1 

Soit F un sous G v -module de E , de même rang ; on a posé 

r(F) = ( | E ^ | : | F | ) ; soit H(F) la constante qui majore r(F) relativement 

à une fonction § . Supposons pour simplifier l ' exposé que 2Z soit prin-
A, 

cipal (lorsque 2Z n'est pas principal, l 'algorithme ex i s t e , mais est plus 

compliqué à décr i re ) . Dans ce cas , on peut trouver une 2Z -base de F 
A. 

notée r\ . Soit p un nombre premier, soit n son degré résiduel dans 
% et soit H = Gal(CD / ( ( ) ) ; comme 22v est supposé principal, on peut 

X X X n 
trouver un entier UD G 2 de norme ±p p ; on a la proposition : 

A, 

PROPOSITION 1. Les conditions suivantes sont équivalentes : 
» / 

( i ) p d ivise r(F) 
n p 

( i i ) p d iv ise r(F) 
. n p 

( i i i ) i l existe un élément uu € 22 de norme ±'p et une unité 
~ np X g 

e € E tels que n u = e , où Q = ] | uu . 
S6H Y 

Elle résulte trivialement du fait qu'on a des modules libres de dimen­

sion 1 sur % . 
A 

On a enfin le lemme : 
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LE MME 2. Soit n € E ; on suppose que r] = e q , q € Z , q > l , 
A, 

e G K* ; alors e est un élément de E . 
X X 

Les résultats ci-dessus conduisent à l 'algorithme suivant (lorsque Z 

est principal) : 

ALGORITHME. Appelons H(F) la constante définie par le théorème du §2 . 

On part de l'unité n- = r» qui engendre F. = F ; pour les nombres pre-
1 X 1 X n P l 

miers p. (considérés par ordre croissant) tels que p-̂  <> H ( F 1 ) , on 

teste la d iv is ib i l i té de r ( F 1 ) par au moyen du lemme 1 et de la 

proposition 1 . Si le test est toujours négatif, alors r ( F j = h = 1 . 

Dans le cas contraire, on a trouvé p^ minimum tel que p^ divise r(F^) . 

Soit n 9 l 'unité (de E nécessairement, en vertu du lemme 2) te l le que 
^ X 

0 n p i " l Pl 
r| 1 = ru (notations de la proposition 1) et soit F 0 le G Y -module engen-

1 Z ù A . 

dré par n 2 (on a ( | F 2 | : | F 1 | ) = P x et ( | E X | : | F 2 | ) *= r ( F 2 ) est égal à 
n P l 

h^/P-. ) . On est alors ramené intégralement à un problème identique à 
X 1 n p i 

partir de F 2 au lieu de F^ ; H ( F 2 ) est égal à H ( F 1 ) / p 1 et on e f f ec ­

tue les tests de divis ib i l i té relatifs aux nombres premiers p 2 £ p-̂  tels que 
n P 2 ' n P n 

P 2 £ H( F 2^ ' L o r s c î u e ^-^r)} devient inférieur strictement à p n pour 

la dernière valeur p n considérée, on est sûr que r ( F n ) = 1 / autrement 

dit que F = E,, . On a ainsi un générateur de E,, (c 'es t r\ ) et la 
M n X X 'n 

valeur de h , n n n , 

x j=i 3 

2 . CALCUL DE hu, ET DETERMINATION DE E„ . , 
* Q 

La formule donnant le nombre de c lasses de K est h^ = — ~] f" h 

Ayant déterminé le produit des h , i l reste à trouver , donc à calculer 

Q K / Q Q . D'après Leopoldt , Q Q = ( g g _ 2 / d x ) 1 / 2 et Q R = ( | E K | : | E K | ) , 

K x 

où |E | = © |E | vient d'être trouvé ; la détermination de | E ^ | est 

donc un problème de dévissage ; i l est plus dél ica t , car on n'a plus les 
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structures de ¡2 -modules, mais on sait que les diviseurs premiers possibles 
X, 

de Q à considérer sont 2 et les diviseurs de g = [ K : Q ] . Remarquons 

que dans le cas cyclique de degré premier, Q / Q = 1 . 
K G 

Cette méthode doit pouvoir, à priori, traiter les extensions abéliennes 

rée l les de degré quelconque. Bien entendu, le temps de calcul sur ordinateur 

ainsi que les ordres de grandeur des nombres manipulés sont des fonctions 

rapidement croissantes du degré et du conducteur, et les limites sont dues 

à des problèmes de programmation. 

- o - o -
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