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VII - 1 Séminaire de Théorie des Nombres 

Janvier-Février 1975 

Grenoble 

POLYNÔMES A UNE VARIABLE 

DONT LES VALEURS AUX POINTS ENTIERS SONT 

DES CARRES, DES CUBES, DES SOMMES DE DEUX CARRES, etc.. 

par Je an-René JOLY 

[Les numéros tels que (*) renvoient à des notes placées en fin d'exposé, 
avant la Bibliographie] 

1. INTRODUCTION. 

Soit f(X) un polynôme à une variable X , et à coefficients 

dans l'anneau Z des entiers rationnels. Si f(X) est un carré dans 22 [X] , 

autrement dit, s'il existe g(X) tel que 

(1.1) f(X) = [g(X)]2 , 

alors f(X) possède évidemment la propriété suivante : 

(1.2) quel que soit x dans Z , la valeur f(x) prise par f(X) 

en x est un carré dans 22 . 

La réciproque est vraie : 

THEOREME 1, Si toutes les valeurs f(x) , pour x dans 22 , sont des 

carrés dans Z , alors f(X) est lui-même un carré dans Z [X] . 

Voici deux démonstrations "naturelles" de ce résultat. (Pour 

d'autres démonstrations, voir les références (1) [5] et [10], citées dans [3]). 
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Déj^onstratlon_jri01 : Si f(X) n 'es t pas un carré , mais si f(x) 

est un carré pour tout x dans 22 , la fonct ion cp(x) = Jf{x) de la var ia ­

ble rée l le x est analytique réel le au vo i s inage de -H» , mais n'appartient  

pas à R [x] (noter en effet que cp(x) est un entier rationnel pour tout x 

entier rationnel a s s e z grand ; si donc cp(x) était dans R [x] , la formule 

2 
d ' interpolation de Lagrange montrerait que cp(x) est en fait dans Q [x] ( ) ; 

2 

mais comme [cp(x)] = f(x) , et que l 'anneau Z [x] est intégralement c l o s 

- i l est f a c t o r i e l - , on voi t que cp(x) serait même dans 22 [x] , et que f(x) 

serait donc un carré dans Z [ x ] : cont rad ic t ion) ; Ce la étant , on peut app l i ­

quer à cp(x) le théorème de Dorge ( [7] , p . 147 , t h . l ) : i l ex i s te un entier 

B ^ 0 , un entier m 2> 1 et un nombre réel X > 0 ayant la propriété 

suivante : 
si x < x , < xn < . . . es t la suite des valeurs rée l les de 

o 1 Z 

x £ B pour l e sque l l e s cp(x) est dans Z , a lo rs , pour tout 

entier i ^ 0 , on a 

(1) xI± - x, > xX . 

î+m i i 

Mais tous l e s entiers ^ B figurent parmi l e s x^ ; on a donc d'une part 

(2) xx £ B+i , 

et d'autre part 

(3) x . ^ <; x , ^ ; 

î+m î+m 

portant c e s deux inégal i tés dans (1) , on arrive à 

(4) m > (B+i)X ; 

il suffit alors de faire tendre i vers l ' infini pour aboutir à une contradiction0 • 

Remarque 1 : En uti l isant , au l ieu du théorème de D ô r g e , le t h é o ­

rème d ' irréductibi l i té de Hilbert (qui se déduit d 'a i l leurs lui-même du théorème 

de Dôrge ; voi r [7], c h a p . VIII, § § 1 - 2 ) on peut donner, de la démonstration 

3 
n° 1, la variante suivante ( ) , apparemment plus rapide (et plus élégante) : 

Si f(x) n 'es t pas un carré dans Z [X] , il n 'es t pas non plus 
2 

un carré dans Q [X] , et le polynôme à deux var iab les Y - f ( X ) es t i rré-
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ductible dans $lX,Y] ; d'après le théorème d'irréductibilité de Hilbert ( [7] , 

p. 141, et pp0 147-148 , coroll82), il existe alors une infinité de valeurs 
2 

entières rationnelles x telles que Y -f(x) soit irréductible dans QIY] : 

mais ceci exclut évidemment que f(x) soit un carré pour tout x dans 22 .M 

Démonstration n° 2 : Etablissons d'abord un lemme (d'ailleurs 

pratiquement équivalent au th.l lorsque f(X) est de degré 2) : 

LEMME 1 . Soit C une conique non décomposée définie par une équation 

de la forme 

2 2 
(5) y = ax + bx + c , 

a,b,c ç Z , a / 0 ; et soit I l'ensemble des points de C à coordonnées 

x , y entières rationnelles. Alors : 

- ou bien I est fini (éventuellement vide) ; 

- ou bien I est infini ; dans ce cas, si on numérote les éléments 

(x,y) de I de telle manière que |x^ | £ J ^21 £ . ..# il existe 

deux constantes réelles y > 0 et |j.> 0 telles que 

(6) |xn| * Ye^n . 

2 

Démonstration : Posons A = b -4ac , Par hypothèse, A ^ 0 . 

Si a < 0 , C est une ellipse, et I est évidemment fini. Supposons donc 

a > 0 (C est alors une hyperbole) et distinguons deux cas : 
2 

a = un carré dans Z (ou C hyperbole à asymptotes rationnelles) : si a = A , 

A dans Z , l'équation (5) peut s'écrire 

(7) (2Ay-2ax-b)(2Ay+2ax+b) = - A ; 

si I était infini, il existerait (principe de Dirichlet) un diviseur d de A 

et une infinité de couples d'entiers x,y tels que 

(8) 2Ay-2ax-b = d ; 

l'hyperbole C et la droite d'équation (8) auraient donc une infinité de 
4 

points communs : contradiction ( ) ; I est donc toujours fini dans ce premier 
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cas (et il n'y a rien a prouver). 

a non carré dans 2£ (ou C hyperbole à asymptotes irrationnelles) : l'équation 

(5) peut alors s'écrire 

(9) (2ax+b)2 - 4ay2 = A , 

ou encore (avec u = 2ax+b , v = 2y , et -pour le plaisir de l'œil ! - D = a) 

(10) u2 -Dv2 = A ; 

c'est une équation de Pell ("avec second membre", si l'on peut dire) dont 

toutes les solutions (entières) sont données par la formule suivante (voir par 

exemple [15], chap. 2, sect.7) 

(11) U + V / D = ±eZa, 

(z Ç 2 ; U j ^ t) avec les notations suivantes : e / unité fondamentale 

(> 1) de l'ordre quadratique TL [/D] ; a1 , , . . o, at (t£ 0 , fini) , 

système maximal d'éléments de Z [/D] de norme A et deux à deux non 

équivalents (pour la divisibilité). Si t = 0 , I est vide, donc fini, et il 

n'y a rien à prouver. Si au contraire t s> 1 , (10) admet une infinité de 

solutions, et si on les numérote de manière que |u | £ \u2\ ^ 0 0 0 ' ^ 

est clair qu'on aura 

<12> I V w l 2 v " (5> 

pour une constante y > 0 convenable et pour tout entier k ^ 0 , 

et par conséquent aussi 

<13> W J * Y / " 1 

pour deux constantes y2 > ® ' ^ > ® convenables, et pour tout entier 

m ^ 0 . La relation (6) à prouver résulte immédiatement de (13) , et de la 

formule de changement de variable u = 2ax + b . • 

Cela étant, démontrons (toujours par l'absurde) que (1.2) implique 

(1.1), et supposons donc que f(x) est un carré pour tout x dans 22 , 

mais que f(X) n'est pas un carré dans Z [X] . On peut alors écrire 

(14) f(X) = r(X)[g(X)]2 , 
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où r(X) , partie "quadratfrei" de f(X) dans 22IX] , n'est pas un carré 

dans 22 tX] , mais est tel que r(x) (entier) soit un carré dans Q , donc 

en fait dans 22 (principal, donc intégralement clos) pour tout x dans Z 

(d'où il résulte en particulier que r(X) n'est pas dans , donc que 

p = deg(r(T)) ^ 1)0 Considérons alors la courbe affine, plane, absolument 

irréductible, de genre g = E^T"] ' définie par l'équation 

(15) y2 = r(x) ; 

cette courbe possède évidemment une infinité de points entiers, d'où, par 

le théorème de Siegel ( [7] , chap.VII, th.4)/ g = 0 , c'est-à-dire en fait 

p = 1 ou 2 . Mais l'éventualité p = 1 est exclue : on aurait alors en 

effet r(x) = bx + c (b ̂  0) , et la progression arithmétique { b x + c } ^ ^ 

ne contiendrait que des carrés, ce qui est absurde pour au moins deux 

raisons (parce que cette progression contient des termes négatifs ; ou 

-mieux- parce que cette progression, de densité naturelle l / | b j > 0 , ne 

peut être contenue dans l'ensemble des carrés de TL , de densité naturelle 

nulle) ; l'éventualité p = 2 est elle aussi exclue : on aurait en effet 
2 

r(X) = aX + bX+c , a ^ 0 , et comme r(X) n'est pas un carré, on serait 

dans l'un des deux cas suivants : 
2 

1) r(X) = A(Bx+C) , A non carré dans 22 : mais il est alors 
2 

évidemment exclu que r(x) = A(Bx+C) soit un carré pour 

tout x ; 

2 2 

2) r(X) = ax + bx + c avec b -4ac f 0 : mais si r(x) est un 

carré pour tout x , l'ensemble I (lemme 1) est égal à Z 

tout entier, ce qui contredit (6) . 
Contradiction dans tous les cas, et le th.l se trouve démontré. • 

Remarque 2 : On aura noté l'analogie entre le théorème de 

Dttrge et le lemme 1 ; ces deux résultats (de type "archimédien") sont deux 

aspects du phénomène général suivant : étant donné une courbe plane 

h(x,y) = 0 , la première projection de l'ensemble des points entiers de 
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cette courbe est, soit 22 tout entier, soit un sous-ensemble très "dilué" 

de 22 . On aurait d'ailleurs pu, dans la démonstration n° 2, remplacer le 

lemme 1 par le lemme 2 ci-dessous, de caractère "non-archimédien" : 

2 

LEMME 20 Si le polynôme aX + bX + c n'est pas un carré dans 

2ED0 , alors 
2 

a) ou bien A = b -4ac ^ 0 ; ou bien A = 0 , mais a et c 

ne sont pas des carrés ; 

b) dans les deux cas, il existe un entier Xq et un nombre pre­

mier p ayant la propriété suivante : quel que soit x == xQ 
2 

(mod p) , ax + bx + c est un non-carré modulo p , et (a 

fortiori) n'est pas un carré dans 2£ . 

DémonjrtraUon : a) est évident (voir d'ailleurs la fin de la 

démonstration n°2)a Pour prouver b), séparons les deux cas A = 0 et A ̂  0 0 

Si A - 0 , c n'est pas un carré ; il suffit alors de prendre 

c 
x = 0 et p premier quelconque tel que (~) = -1 (c'est-à-dire p ne di-

o P _ 
visant pas c , et inerte dans le corps quadratique (PCy/c)), 

Si A ^ Q , soit p premier impair, ne divisant pas a , et tel 

que (—) = +1 (si A est un carré dans 22 , tout p ne divisant pas A 
P 

convient ; sinon, se limiter aux p ne divisant pas A et décomposés dans 
— 2 

le corps quadratique Q?(/A)) « L'image f (X) du polynôme f(X) = aX +bX+c 

dans F [X] est de la forme ( X ( X - | 3 ) ( X - Y ) , a ^ 0 , (3 ^ y '* lorsque § 
P _ g 

décrit F , les valeurs de f (s) , modulo les carrés ( ) , sont les mêmes 
P 

que celles de la fonction homographique 

(16) cp(§) = a ; 

cette fonction prend toute valeur dans F , à l'exception de a /' Par ailleurs, 
p-1 P 

F contient —— non-carrés ; si donc on impose p à 5 , il existera certai-
P 1 

nement un ç F^ tel que ^p(§Q) et Par suite f (§q) ne soit pas un carré 
dans F ; il suffit donc finalement de prendre p ^ 5 , ne divisant pas a „ 

P 
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et tel que (~) = +1 , puis x £ Z tel que x = § . • 
P o o o 

Si d'ailleurs on combine ce lemme avec la démonstration n° 2 

du théorème 1, on voit que le lemme 2 est vrai pour n'importe quel polynôme 

f(X) (et pas seulement pour un polynôme du second degré)» D'où le résultat 

suivant, qui renforce le théorème 1, et qui est un aspect particulier d'un 

phénomène qu'on va étudier en détail dans ce qui suit : 

THEOREME 1 bis. Soit f(X) un élément de Z [X] , et soit I 

l'ensemble des entiers x tels que f(x) soit un carré. Supposons que  

l'ensemble I rencontre toute progression arithmétique. Alors, f(X) est 

un carré dans Z [X] . 

# 

Quoi qu'il en soit, le théorème 1 se trouve démontré. On peut 

essayer de le renforcer ou de le généraliser de plusieurs manières : 

- soit en modifiant la condition (1.1), ce , en exigeant par exem­

ple que f(T) soit un cube, une puissance quatrième, etc0o0, 

dans Z [T] ; ou encore une somme de deux carrés, de trois 

carrés, etCo . . , dans Z [T] ; 

- soit en modifiant (plus précisément, en affaiblissant) la condition 

(1.2), ce , en remplaçant la contrainte universelle : "quel que 

soit x dans Z " par une contrainte plus faible, telle que 

celle figurant dans le théorème 1 bis ; 

- soit enfin en modifiant simultanément (et "parallèlement") les 

conditions (1.1) et (1.2) comme il vient d'être dit. 

Le but de l'exposé est de décrire une "bonne" manière d'affaiblir 

la condition (1.2) (voir §2 ci-dessous), puis de donner (§§3-4) une liste de 

résultats analogues au théorème 1, valables avec une propriété (1.1) modifiée, 
7 

et sous une condition (1.2) modifiée et "affaiblir comme au § 2 " . ( ) 



VII - 8 

2. ENSEMBLES EXCELLENTS. 

La définition suivante ("à usage interne") est justifiée, si l'on 

veut, par le théorème 1 bis : 

DEFINITION 1. Un sous-ensemble E de Z est dit excellent 

s'il rencontre toute progression arithmétique, ou encore, si toute progression 

arithmétique contient au moins un élément de E . 

Remarques : 

a) Si E est excellent, toute progression arithmétique contient 

en fait une infinité d'éléments de E : car toute progression arithmétique 
8 

contient une infinité de sous-progressions deux à deux disjointes ( ) dont 

chacune contient par hypothèse au moins un élément de E . 

b) Dans la définition 1, on aurait pu remplacer "toute progression 

arithmétique" par "toute progression de raison puissance d'un nombre premier" 

(appliquer le théorème chinois). On voit d'ailleurs ainsi qu'un ensemble E 

est excellent s'il est p-adiquement dense dans 22 pour tout p premier, ou 

-ce qui revient au même- s'il est dense dans pour tout p premier. 

c) En revanche, un ensemble excellent peut être extrêmement 

"dilué" du point de vue archimédien : si par exemple on se donne une suite 

fa ] - d'entiers strictement positifs, et si on pose e = n!a + n , alors 
1 nJns>0 n n 
l'ensemble E des valeurs de la suite (e } n est évidemment excellent : 

la progression arithmétique Cb+kN3k^o contient tous les en tels que n ^ N 

et n = b (mod N) mais il est clair que E peut être rendu arbitrairement 

"dilué" par choix d'une suite {anl tendant arbitrairement vite vers l'infini. 

3. LISTE DE THEOREMES. 

Avec la définition 1, le théorème 1 bis signifie que le théorème 1 

reste vrai quand on y remplace la condition "pour tout x dans 2£ 0 0 • " par la 

même condition affaiblie en "pour tout x dans un sous-ensemble excellent 

(fixé) de Z . . „ " ; si d'autre part on y remplace "carré" par "puissance k-ième" 
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(k <> 2 fixé), c e théorème demeure toujours va lable» D 'où au total l ' é n o n c é 

suivant : 

THEOREME 2 . Soient f(X) un élément de Z tX] , et k ^ 2 

un exposant ent ier . Si l ' ensemble des x pour l e sque l s f(x) est une pu i s ­

sance k- ième est e x c e l l e n t , alors f(X) est lui-même une puissance k- ième 

dans Z [X] . 

C e théorème 2 est d 'a i l leurs un c a s particulier (avec 

h(X,Y) = f ( X ) - Y k ) du théorème suivant : 

THEOREME 30 (Davenport , L e w i s , Schinzel [ 3 ] ) . Soit h(X,Y) 

un polynôme à deux var iables et à coe f f i c i en t s entiers rationnels » Soit I 

l ' ensemble d e s x t e l s que l 'équat ion à une inconnue Y : h (x ,Y) = 0 , 

admet une solution entière y „ Alors , si I es t e x c e l l e n t , i l ex i s te un 

g 
polynôme g(X) à coe f f i c i en t s rationnels ( ) te l qu 'on ait ("identiquement") 

(17) h(X,g(X)) = 0 . 

Revenons au théorème 1 bis ; si on y remplace "carré" par 

"somme de deux c a r r é s " , i l reste encore vrai ( ^ ) : 

THEOREME 4a Soit f(X) un élément de Z [X] , et soit I 

l ' ensemble d e s x te l s que f(x) , soit somme de deux carrés dans 2Z . 

Alors , si I es t e x c e l l e n t , i l ex i s te u(X) et v(X) dans Z [X] t e l s que 

(18) f(X) = [u(X)]2 + [v(X)]2 , 

autrement d i t , f(X) es t lui-même somme de deux carrés dans Z [X] . 

C e théorème es t c o n s é q u e n c e du résultat plus général ci-dessous : 

THEOREME 5 . (Davenport , L e w i s , Schinzel [ 3 ] ) . Soit f(X) un 

polynôme à coe f f i c i en t s rationnels (non nécessai rement en t i e r s ) . Soit d'autre 

part K une ex tens ion ga lo i s ienne de degré fini n de Q , et soit 

/ uun , . . . , tu une base d 'ent iers pour K/Q , Soit enfin I l ' ensemble 
1 z n 
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des entiers rationnels x te l s qu ' i l ex is te u, , un , . 0 . , u , eux-mêmes 
1 2 n 

entiers ra t ionnels , avec 

(19) f(x) = N K / Q ( u ^ + . . . + un%) ' < » > 

Si I est e x c e l l e n t , et _si K/Q vérif ie l 'une des hypothèses suivantes : 

(H^) K/Q est c y c l i q u e ; 

(H ) le degré n = [K:Q] est premier avec la multiplicité de chacun 

12 

d e s zéros de f(X) ( d i s o n s , dans CD ) ; ( ) 

alors i l ex i s t e n polynômes u, (X) , un(X) , . 0 0, u (X) , à coe f f i c i en t s 

\ L n 
ra t ionnels , t e l s qu 'on ait , dans l 'anneau de polynômes d? [X] : 
(20) f(X) = N W r J u (X)m + u (X)uu ) . 

K / y 1 1 n n 

Signalons que c e théorème devient faux en général s i , f(X) 

étant à coe f f i c i en t s en t ie rs , on e s s a i e d ' imposer aux u,(X) d'être eux-mêmes 

à coe f f i c i en t s entiers « Prenons en effet ( [ 3 ] , pQ116) 

K = <P ( / ^23) ( cyc l ique sur Q) ; 

w 1 / W 2 ) = ( 1 , ^ ' ; 

N(u1#u2) = N ^ u ^ ^ o ^ ) = u* + uxu2 + 6u* ; 

f(X) = 2X2(X+1)2 + 3X(X+1) + 4 . 

Un ca l cu l immédiat montre que si on pose t = t(X) = -^X(X+1) , on a 

f(X) = N(t+2, t ) ; 

f(X) vérif ie donc à la fo is l e s hypothèses et la c o n c l u s i o n du théorème 5 ; 

ma i s , bien que f(X) soit dans 2£ [X] , i l est imposs ib le de trouver u^ (X) 

et u2(X) dans Z [X] et t e l s que 

(21) f(X) = N(Ul(X),u2(X)) ; 

car l ' éga l i t é (21) mènerait, en identifiant l e s coe f f i c i en t s dominants des deux 
2 2 

membres, à une égal i té 2 = a +ab+6b : absurde, 2 n'étant pas norme d'entiers 

dans (5(7-23 ) / Q . 
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Signalons également le résultat suivant : 

THEOREME 60 (Davenport , L e w i s , Schinzel [ 4 ] ) . Soient T 

une indéterminée et a(T) , b(T) des polynômes de T à coe f f i c i en t s entiers 

rationnels» Soit I l ' ensemble des entiers t t e l s que l 'équat ion 

(22) a(t)x2 + b(t)y2 = z2 

admette une solut ion entière non triviale ( x , y , z ) „ Alors , si I est excel­ 

lent , il ex i s te trois polynômes x(T) , y(T) et z(T) à coe f f i c i en t s ent iers , 

non identiquement nu l s , et te l s que 

(23) a(T)[x(T)]2 + b(T)[y(T)]2 = [z(T)]2 . 

# 

Le §4 donne une démonstration du théorème 3 (et la manière 

d 'en déduire le théorème 2) , ainsi qu'une démonstration du théorème 4 . 

Pour de s démonstrat ions des théorème 5 et 6 , voir [3] et [4] (la d é m o n s ­

tration du théorème 5 sous l 'hypothèse (H^) est analogue à c e l l e du t h é o ­

rème 4 ; cet te démonstration sous l 'hypothèse (H^) es t nettement plus pén i ­

ble ; la démonstration du théorème 6 est tout à fait élémentaire à partir 

du moment où on sait prouver le théorème 4 ) . Les démonstra t ions utilisent 

essent ie l lement le théorème d ' i rréductibi l i té de Hilbert , et l e s résultats clas­

s iques sur l e s idéaux premiers de Q d é c o m p o s é s dans une ex tens ion finie 

donnée K/Q . 

Indiquons pour conc lure que le théorème 1, qui reste vrai ( th .4) 

si on y remplace "carré" par "somme de deux ca r r é s " , devient au contraire 

faux pour "somme de trois carrés" et pour "somme de quatre c a r r é s " . Posons 

en effet 

(24) f(X) = 112 X2 + 1 

(1 12 = 7 , 16 = 42 87) 0 Alors : 
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a) quel que soit x entier , f(x) est somme de trois carrés 

d 'ent iers ; 

b) f(X) n 'es t pas somme de trois carrés dans 22 [X] ; 

c ) f(X) n 'es t même pas somme de quatre carrés dans 22 [X] . 

Démonstration : a) est immédiat : en ef fe t , 116 = 0 (mod 8) , 

et f(x) = 1 (mod 8) pour tout x ent ier . Il en résulte que f(x) est t o u ­

jours impair, mais n 'es t jamais de la forme 8m + 7 : f(x) est donc t ou ­

jours somme de trois carrés (voir par exemple [ 1 2 ] , pp . 79-80) . 

b) est non moins immédiat : si f(X) était somme de trois carrés 

dans 22 [X] , i l s 'agirait obligatoirement de carrés de binômes du 1er degré 

(au plus) ; on pourrait écrire 

(25) f(X) = (axX + bx)2 + (a2X + b2)2 + (a^X + b^2 , 

2 2 2 2 
et on aurait 112 = 4 .7 = a^ + a^ + a^ ; absurde, puisque 1 1 2 , de la 

forme 4a(8m+7) , n 'es t pas somme de trois carrés dans 22 . 

c ) es t plus difficile. En fait , on peut prouver que f(X) 

n 'est pas somme de quatre carrés dans Q [X] en utilisant un critère dû à 

Pourchet ( [ 1 4 ] , p . 100 , p rop .10) . Comme f(X) est défini posi t i f et i r réduc­

t ible sur Q , i l s 'agit de vérifier que -1 n 'es t pas somme de deux carrés 

dans le corps de s rac ines de f(X) . Mais c e corps est d?(s/-7) , qu 'on peut 

plonger dans (corps des nombres 2 - a d i q u e s ) , et i l est bien connu que 

dans Q9 , -1 est somme de quatre ca r ré s , mais non de deux (se ramener 
z 3 

au même énoncé pour 22 2 , puis pour Z / 8 Z =* 22 2 ' et ^aire a-^ors *a 

vér i f icat ion "à la ma in" . ) • 

4 . DEMONSTRATIONS. 

'Démonstration du théorème_3. On ne diminue évidemment pas 

la générali té en supposant 

( 4 , 1 ) que h(X,Y) est sans facteur carré dans Q [ X , Y ] , soit 
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(26) h(X,Y) = h 1 ( X , Y ) . . . h m ( X , Y ) , 

m;> 1 , l e s h (X,Y) irréductibles sur Q et deux à deux dis t incts ; 

( 4 . 2 ) que pour chaque i (l<à<;m) , i l ex i s te une infinité de x t e l s 

que l 'équat ion 

(27) h (x ,Y) = 0 

admette une solution entière y . 

Mais alors 

LE MME 3 . L'un au moins des polynômes h (X,Y) es t de degré 1 

par rapport à Y . 

Prouvons c e lemme par l ' absurde , en supposant que n, = deg^h^ ^ 2 

pour i = l , . . 0 / m . Utilisant l 'hypothèse ( 4 . 1 ) et le théorème d ' i r réduct ibi ­

li té de Hilbert ( [ 7 ] , chap0 VIII, § § 1 - 2 ) , on voi t qu ' i l ex i s te un entier XQ 

tel que chaque polynôme h.(x ,Y) (à coe f f i c i en t s entiers et à une variable) 
i o 

soit irréductible et de degré n. (en Y ) . Soit (pour chaque i) une racine 

du polynôme h , ( x _ , Y ) , et posons K = Q(ri.) . Comme [ K , : Q ] = n, £ 2 , 
i ° i l 1 1 

la densi té de Spll(K.) est strictement inférieure à 1 (voir l ' e x p o s é [6] , 
1 13 

ou encore [1] , chap0 VIII, et p . 3 6 1 , e x e r c i c e 6 ( )) : on peut donc 

(pour chaque i) trouver un nombre premier (en fai t , une infinité) a s s e z grand, 

q^ , n'admettant dans K, aucun facteur premier (idéal) de degré 1 , et donc 

tel (théorème de Kummer : [ 1 ] , pp . 92 -93) que la congruence 

(28) h , (x ,Y) = 0 (mod q,) 
i o i 

n'admette pas de solution entière y . Mai s soit q = ^ ^ * 0 9qm : par ^ y p o " 

thèse (I excellent), il ex i s t e x s x (mod q) et y (entier) t e l s que 
o 

(29) h ( x , y ) = h ^ x ^ y ) , o , h ( x , y ) = 0 . 
1 m 

Pour un ind ice i au moins , on a donc h . ( x , y ) = 0 , et a fortiori 

h,(x , y ) = 0 (mod q) , donc h.(x , y ) s 0 (mod q,) : cont rad ic t ion , 
i o i o i 

Le lemme 3 permet de supposer (par exemple) deg^h^ = 1 , 
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c'est-à-dire 

(3 0) h (X,Y) = a(X)Y - b(X) , 

avec (irréductibili té sur d?) a(X) et b(X) premiers entre eux dans Q [X] ; 

14 

il ex i s te alors d entier non nul ( ) et u(X) , v(X) dans 22 ÎX] te l s que 

(31) a(X)u(X) + b(X)v(X) = d . 

Utilisant maintenant l 'hypothèse ( 4 . 2 ) , on voi t qu ' i l ex i s te une infinité de x 

entiers te ls que a ( x ) Y - b ( x ) = 0 ait une solution entière y ; laissant de 

cô té l e s x en nombre fini te l que a(x) = 0 , on voi t ainsi qu ' i l ex i s te 

une infinité de x t e l s que a(x) d iv i se b(x) , donc (par (31)) que a(x) 

d iv i se d : mais c e c i s ignifie que a(X) est une constante non nul le , et 

il suffit pour vét if ier le théorème 3 de prendre 

g(X) = a"1b(X) € Q [X] . • 

Démonstration du théorème 2 . Le théorème 3 , appliqué à 
k 

h(X,Y) = f ( X ) - Y , montre que si f(x) est une pu issance k- ième pour tout 

x dans un ensemble e x c e l l e n t , alors f(X) = [g(X)] pour g(X) ç Q [X] . 

Mais g(X) es t alors (dans le corps Q?(X)) entier sur l 'anneau 22 [X] , l e ­

quel est factor ie l et donc intégralement c l o s : g(X) est donc en fait dans 

Z [X] , comme annoncé . • 

(Naturellement, le même raisonnement s ' app l ique , dans le théorème 3 , lorsque 

h (X,g ) = 0 es t une équation de dépendance intégrale pour g sur l 'anneau 

Démonstration du théorème 5 . On sait que dans Q , tout entier 

qui est somme de deux carrés e s t , en fai t , somme de deux carrés d 'ent iers 

(voir par exemple [ 1 2 ] , p . 8 0 , "lemme de Davenpor t -Casse l s" ; la même pro­

priété est d 'a i l leurs v ra ie , mutatis mutandis, dans Q(X) : voi r [ 1 6 ] ) . C e c i 
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permet de supposer f(X) sans facteur carré dans CÇ[X] et d 'écr i re 

(32) f(X) = c f (X) . . . f (X) , 

1 m 

m ^ 1 , l e s f,(X) irréductibles dans 22 [X] et deux à deux d i s t i nc t s , c 

dans Z . 

On a alors l e s trois lemmes suivants : 

LEMME 4 . Pour chaque i (1 £ i £ m) , soit q = q un nombre 

premier a s s e z grand ayant un facteur premier (idéal) de degré 1 dans 

Kj, = QOrij) / où dés igne une racine du polynôme f (X) (1^) , Alors : 

a) la congruence f.(X) = 0 (mod q) admet une solution entière x ; 

b) le nombre premier q es t d é c o m p o s é dans le co rps quadra­

t ique CDCy^T) . 

Prouvons c e lemme : a) es t c o n s é q u e n c e du théorème de Kummer 

déjà c i t é ( [ 1 ] , p p . 9 2 - 9 3 ) . Passons à b) : f(X) a évidemment toutes ses 

rac ines d i s t i n c t e s , d 'où ( f (X) , f ' (X)) = 1 dans Q? [X] , et (comme en (31)) 

une "identité de Bezout" 

(33) f(X)u(X) + f '(X)v(X) = d , 

u(X) , v(X) ç Z [ X ] , d ç Z , d ^ 0 . Par c h o i x de q , et en utilisant a) , 

on peut supposer q > | d | , et on peut trouver Xq entier te l que 

f . (x ) = 0 (mod q) : (33) implique alors que f ' (x ) ^ 0 (mod q ) . Mais la 
i o o 

formule de Taylor , écr i te 

f(x +q) = f(x ) + q f ' (x } + q2e , 

o o o 

e ç 22 , montre alors que l 'un (soit x^) de s deux entiers Xq et XQ + Cï 

vérifie 
2 

f . (x ) = 0 (mod q) , Hx^ 4 0 (mod q ) , 
c ' e s t - à - d i r e 

(34) f1(x1) = 0 (mod q) , f , ^ ) j£ 0 (mod q2) et f ( x ^ 4 0 (mod q) 

pour j ^ i / 1 £ j £ m . 
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2 
Par hypothèse (I e x c e l l e n t ) , i l ex i s te d'autre part x = x (mod q ) 

te l que 

(35) f(x ) = a 2 + b 2 , a , b ç Z . 

Les congruences ou non-congruences (34) restent évidemment vraies si on y 

remplace x par x : compte tenu de (35) , e l l e s montrent alors que 
2 2 2 2 2 

qj (a +b ) , mais que q Jf(a +b ) , c e qui , combiné avec le théorème des 
16 

deux carrés ( ) , implique bien q s 1 (mod 4) , donc q d é c o m p o s é dans 

le corps quadratique ( P C y / - l ) , comme annoncé . 

LEMME 5 . Soit g(X) un polynôme à coe f f i c i en t s en t ie rs , 

irréductible sur Q , et soit 0 une racine de g(X) (dans une clôture a l g é ­

brique donnée de Q ) . Posons L = d?(0) , et soit K un co rps intermédiaire 

entre Q et L . Il ex i s te alors gir(X) € K [X] , de degré [L:K] , et a g Z , 
K 

te l s que 

(36) g(X) = aNK/Q(gK(X)) . 

Prouvons^ c e lemme : Posons M = [K:Q] , soit ou un élément 

primitif de K , et soient = UJ , / • • •/tt)^j l e s conjugués de tu sur Q 0 

Comme K c L = Q(9) , on peut écrire w = h(0) , avec h(X) ç Q [X] . Posons 

alors 
M 

(37) k(X) = I I [h(X)-o) ] ; 

li-1 

k(X) es t dans Q [X] et vérif ie k(6) = 0 (puisque h(9) = tu = u) ) ; k(X) 

et g(X) ont donc un facteur commun dans L [X] , et auss i dans Q [X] ; 

mais g(X) a été supposé irréductible sur Q : g(X) d iv i se donc k(X) . 

Soit alors k (X) le p . g . c . d . (dans K[X]) de g(X) et h(X)-ou ; l e s 

^ 1 7 ^ 

k (X) divisent g(X) , sont premiers entre eux deux à deux ( i / ) et forment 

une famille de conjugués sur CP ; leur produit d iv i s e donc g(X) et on a 

(38) g(X) = €(X) NK/Q(k1(X)) , 

l e s deux facteurs de droite étant dans Q [X] ; g(X) étant irréductible sur 

Q , et le s e c o n d facteur non cons tan t , on a sûrement £(X) = un polynôme 

constant a : d 'où le lemme 5 , avec g„(X) = k (X) . 
K 1 
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LEMME 60 Soient K et L deux ex tens ions algébriques de 

degré fini de Q # contenue dans une même clôture algébrique de Q 0 

Faisons l e s deux hypothèses suivantes : 

(H^) K/Q est g a loi sienne ; 

(E^) tout p premier a s s e z grand ayant un facteur premier (idéal) de 

degré 1 dans L , admet aussi un facteur premier (idéal) de 

degré 1 dans K 0 

Alors K est un s o u s - c o r p s de L 0 

C e lemme n 'es t autre que le "théorème de Bauer" : voir (pour une 

18 
démonstration) [6] , ou [1] , chap0 VIII et e x e r c i c e 6 , 1 , pu 3 62 ( ) 0 

C e l a étant, prouvons le théorème 5 : le lemme 4 , b) , et le lemme 

6, avec L = K , et K = - $ ( / - 1 ) , montrent que K c K, pour i = l , O 0 0 , m 0 

Le lemme 5 permet alors d 'écr i re (faire g(X) = f (X)) 

(39) f.(X) = a N / n ( g . , K ( X ) ) 

1 1 K/Q 1 

pour i = 1, BO . , m , et K désignant toujours $ ( / - 1 ) 0 Par mult ipl icat ion, 

(32) et (39) donnent 

(4 0) f(X) = aNK/Q(g(X)) , 

avec a = ca1 a 0 o o 0 a = un entier rat ionnel , et g(X) = g ^(X) 0 0 0 g (X) ç K [X] 0 
l z m 1 i * m, J\ 

En donnant à X une valeur x te l le que f(x) soit une somme de deux 

ca r ré s , donc une norme dans K/Q , on voi t que a est lui-même une norme 

dans K/Q » (4 0) peut ainsi s 'écrire (multiplicativité de la norme, fait que 

K = Q(y/ -1) , et changement de notation évident) 

(41) f(X) = [Ul(X)]2 + [Vl(X)]2 , 

avec ux(X) , v ^ X ) 6 Q M . 

Reste à prouver que (quitte à modifier leur c h o i x ) , on peut suppo­

ser c e s deux polynômes dans 22 [X] . Dans l 'anneau factoriel Z £ / - 1 , X ] , 

éc r ivons 

(42) Ul(X) +V7ûv1(X) = aw(X) , 
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avec w(X) primitif0 On a alors (voir (41)) 

f(X) = a â w ( X ) w ( X ) , 

w(X)w(X) étant primitif (lemme de Gauss ! ) et f(X) à coe f f i c i en t s entiers 

(par hypothèse) : mais alors aâ est entier rationnel et norme (de a) dans 

K/Q , donc somme de deux carrés dans Z ("lemme de D a v e n p o r t - C a s s e l s " 
2 2 

déjà c i t é ) , II suffit alors de poser a = a +b , puis 

a = a + b ^ - l 

u(X) + </T0v(X) = (a + b / T ) w ( X ) 

( a , b 6 Z ) , pour avoir u(X) , v(X) ç Z [X] et naturellement 

f(X) = [u(X)]2 + [v(X)]2 , 

c0qofodo • 
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Notes "de pied" (comme dirait Delange) 

(*) L'auteur avoue n 'avoir pas vu la référence [ 5 ] , Signalons par ailleurs 
qu'une partie de c e qui suit reste valable si on y remplace "carré" 
par "pu i ssance k - i è m e " , et que la démonstration n° 2 est donnée pour 
son caractère "instructif", mais non pour sa s implici té ! 

2 

( ) Dans c e s quelques l i g n e s , x dés igne except ionnel lement une variable  
réel le (donc un élément transcendant sur R) et non une valeur entière 
de X o 

3 

( ) Voir d 'a i l leurs l e s démonstrations des th03 et 4 0 

4 
( ) On a supposé C non d é c o m p o s é e , 

(5) C e c i parce que l e s solut ions de (10) se groupent "4t par 4 t " , avec 
±k 

U + W / D = ± e oc. ( l £ j < ; t ) . 

( ) Mult ip l icat ivement , bien entendu. On l a i s se de cô té le petit ennui 
correspondant à ç = y 0 

(7) Bibliographie : [ 1 0 ] , [ 5 ] , [ 8 ] , [ 3 ] , [ 4 ] , [ 2 ] , [ 9 ] , [ 1 3 ] , [ i l ] . 

g 

( ) Petit e x e r c i c e l a i s s é au lec teur . 

9 

( ) Il n 'y a aucune raison en général pour que l e s coe f f i c i en t s soient 
entiers (exemple : h(X,Y) = X(X+1) - 2 Y ) . 

( ^ ) Bien qu 'on ne c o n n a i s s e pas de c o n t r e - e x e m p l e s , il semble peu pro­
bable que le théorème 4 reste vrai pour "deux c u b e s " , "deux puissan­
c e s quatr ièmes", e t c . * . 

t11) C e qui signifie simplement que f(x) es t une norme d'entier dans 

K/CD . 

12 
( ) Au prix de pénibles c o n t o r s i o n s , on peut d 'a i l leurs étendre le théorème 5 

à des ex tens ions K de $ non g a l o i s i e n n e s , mais satisfaisant à des 
condi t ions a s s e z par t icul ières . Voir [9] et [13]0 

13 1 
( ) Si K est une ex tens ion finie (ga lo is ienne ou non) de Q , Spl (K) 

dés igne l ' ensemble des p premiers ayant dans K au moins un f a c ­
teur premier ( idéal) de degré 1. La densi té dont il es t quest ion est la 
densi té (analyt ique, ou naturelle) dans l ' ensemble des nombres premiers. 

Voir [6] ou [1]. 
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14 
( ) 0?tX] est pr incipal , mais non 2£ {X] ; a(X) et b(X) peuvent avoir un 

facteur commun entier (non trivial) dans Z tX] : dans l ' identi té de 
Bezout ( 3 1 ) , d n 'es t donc pas forcément éga l à 1 . 

( ^ ) Dans l ' é n o n c é et la démonstration du lemme 4 , i est f i x é , et on écrit 
q au l ieu de qi pour al léger Técriture0 C e c h o i x de q es t p o s s i - / 
ble parce que la densi té de Spl (K.) (voir Note ( )) est au moins 
éga le à 1/nj , n[ = [ K ^ Q ] . 

16 
( ) Voir n'importe quel "First Course in Number Theory" , ou encore le 

"p'tit Samuel" , p0 96 , proposi t ion 2 . Comme on suppose q " a s s e z 
grand", donc impair, on a en fait équ iva lence entre "q = 1 (mod 4 ) " , 
"q somme de deux ca r r é s" , "q d é c o m p o s é dans Q C / - 1 ) " et " i l ex i s te 
un entier N somme de deux carrés ( i c i , N = f ( * 2 ^ tel que l ' exposant 
de q dans N soit impair ( i c i , éga l à 1)"0 

17 
( ) Parce que l e s h(X) - uû  sont déjà premiers entre eux deux à deux , 

leurs d i f férences deux à deux étant du type tt^-u^ = des cons tantes 
non nulle s o 

18 
( ) Indiquons quand même le principe de la démonstration0 Avec la notation 

Spl-'- (voir notes { ^ ) et ( ^ ) ) et en ignorant pour simplifier l e s nombres  
premiers ramifiés dans KL , on a Spl1 (KL) = Spl1 (K) n S p l ^ L ) = S p l ^ L ) 
(la première égal i té va lable en généra l , la s econde valable parce que 
(H2) équivaut à S p l ^ L ) c Spl-'-(K)) . Soit alors v le degré de l ' ex t en ­
sion ga lo i s ienne KL/L , Spl1 (KL) = S p l ^ L ) impli que que la densi té 
(analytique) de s idéaux premiers de degré 1 de L complètement d é c o m ­
p o s é s dans KL est éga le à 1 ; cet te densi té est d'autre part éga le 
à 1/v (théorème d'Artin-Tchebotarev pour la c l a s s e de con juga i son de 
l 'é lément neutre : voir l e s e x p o s é s [6] et [17] , ou [ 1 ] , chapG 8)0 On a 
donc v = 1 / d 'où K L = L et K c L , c 0 q o f o d 0 
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