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Séminaire de Théorie des Nombres VI - 1
17 avril 1975

Grenoble

ENSEMBLE DES NOMBRES PREMIERS REPRESENTES
PAR UNE FORME QUADRATIQUE BINAIRE

par Frangois GAUTHIER

Chapitre 1
ENSEMBLES D'IDEAUX PREMIERS A TYPE DE DECOMPOSITION PRESCRIT

Remarque préliminaire : La présente rédaction ne refléte pas
exactement l'exposé du 17 avril. Nous avons en effet incorporé une
étude des ensembles Spl(K) et Spll(K) qui donne une plus grande consis-
tance & la premiére partie ; de méme la deuxiéme partie se voit agrémen-
tée d'exemples que (faute de temps) nous n'avions pas pu traiter lors de

l'exposé.

Notations.

Si A et B sont deux ensembles, on désigne par A\B la dif-
férence de A et B , c'est-a-dire l'ensemble des x appartenant a A ,
mais non & B ; et par AAB la différence symétrique de A et B , c'est-
a-dire l'ensemble (A\B)U(B\A) ; alors ACB (resp. A=B) signifie que
l'ensemble A\B (resp. AAB) est fini (c'est-a-dire que A est inclus
dans B (resp. est égal &8 B) a une partie finie prés ; dans les cas qui
vont nous intéresser, A et B seront des ensembles d'idéaux premiers d'un
corps de nombres, et la partie finie en question sera constituée d'idéaux
ramifiés dans une extension finie dudit corps de nombres). Par ailleurs si
A est un ensemble, on note |A\ son cardinal.

Si Q est un corps de nombres quelconque, on désigne par ﬂJ.C
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l'ensemble des idéaux maximaux de Q ; en particulier si Q = @ , corps

des rationnels, et si P désigne l'ensemble des nombres premiers, 1

@

s'identifie a P . Si K est une extension galoisienne (finie) de Q , de

groupe de Galois G , et si on désigne par S l'ensemble des p € M

Q Q

gui sont ramifiés dans K , et par S l'ensemble des T € mK qui di-

K/Q

visent les p appartenant & S. , on note ¢

Q
Frobénius de mK\SK/Q dans G , et. T

I'application de

K/Q

l'application d'Artin de

me\SQ dans l'ensemble des classes de conjugaison de G . Si

E = {Ci;lsist} est un ensemble de classes de conjugaison de G , on
t
-1
désigne par T C, l'ensemble des S tels que
gne p K/Q[iil ) p € ﬂﬁQ\ Q q

FK/Q(p) € E

Soit K une extension quadratique de @ (corps des rationnels) ;

si D est un ordre de K , on désigne par f son conducteur ; par DK

l'anneau des entiers de X ; par SD (resp. SK) le groupe des idéaux
fractionnaires inversibles de © (resp. de K) ; par PD le sous-groupe

de 353 formé des idéaux principaux ; par PD le sous-gtoupe de PD

f
formé des idéaux principaux (a) , tels que NK/CD(OL) > 0 ; par 3k (resp.

f ) . .
38) le sous-groupe de 3k (resp. de SD) forme+des 1ciéaux premiers
avec f : et enfin par (Psfa)+ le sous-groupe (PD) N (SD) . Considérons

1'application de l'ensemble des idéaux maximaux de £ , premiers avec f ,
dans l'ensemble des idéaux maximaux de K , premiers avec f , et
définie par p +——>» pDK (ILa] pp. 91-95) ; cette application est une

bijection et induit par linéarité une bijection que nous notons 1 entre

f f
39 o 3
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§1 - Etude des ensembles Spl(K) ou Spll(K)

On désigne par Q un corps de nombres guelconque, fixé une
fois pour toutes. On choisit une cl6ture algébrique Q de Q et on
ne considére que des extensions finies de Q contenues dans Q
Si K est une telle extension, on rappelle que l'enveloppe normale
de K (au-dessus de Q) est le plus petit sous-corps de Q , conte-

nant K et ses conjugués,

1.1. Caractérisation de Spl(K) et Spl1 (K)

Si K est une extension (finie) de Q , on rappelle qu'on dési-
gne par _S_‘ng(_K_) (ou plus simplement Spl(K)) l'ensemble des p € fmc

gui sont complétement décomposés dans K . De méme :

DEFINITION.- On désigne par §_p_lgﬂ(_l (ou plus simplement Sglng))
l'ensemble des p ¢ {mQ qui admettent au moins en facteur de degré 1

dans K .

Soit K une extension (finie) de Q ; désignons par L l'envelop-
pe normale(*)de K (au-dessus de Q) , par G (resp. H) le groupe de
Galois de l'extension L/Q (resp. L/K), par S 1l'ensemble des pegsz

qui sont ramifiés dans L ; nous avons la caractérisation suivante :

PROPOSITION I .1.1.- Pour p € me\S , les assertions suivantes

sont équivalentes :

(1) peSpl'(K) (resp. p ¢ SPUK)) ;

(ii) il existe p ¢ m tel que plp &t que oL/Q(qb) € H (resp. pour
tout p ¢ m tel que tlp on a gL/Q(q3) c H).

(#) ou simplement une extension galoisienne de Q , contenant K .
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(U 'rH'r_l] ;

TeG
[ ﬂ 'rH'r_l]

1
CORQLLAIRE 1.~ (i Spl (K) =
(1) pl (K) = L/Q

(ii)  Spl(K) = L/Q

1
COROLLAIRE 2.- (i) Spl  (K) admet une densité analytique 61

égale 3 : | U rHr '].|G| 7
TG
(ii) Spl(K) admet une densité analytique §
égale 3 : | N THT-l‘.‘Gl_l
TeG

1
(iii) &  (resp. &) est égal & 1 si et seule-

Démonstration de la proposition I ,1,1 : Si p € ED"LQ\S ., Si

BUNS JJLL et si B/p , désignons par G‘b le groupe de décomposition de
® (dans G) , par K‘13 le corps des invariants de G‘b dans L , par

q l'lidéal BNK .

Supposons p € Spll (K) ; alors il ex1ste D€ JJLL tel que T/p

(p)] Q/P

et f(q/p) =1 ; comme o, (p) = [o (p) et

L/K
) € H

L/Q “L/Q'®

)€ H , on a

oL /K('b op /Q('p

Réciproquement, s'il existe P ¢ ‘.Ui tel que P/p et
(B) € H , alors G.c H donc Kc K ; or on sait (voir par ex.
LQ® B b P
[Sal) que f[(‘BﬂK‘p)/p] =1 , par suite f(q/p) =1 et p € Spl (K)

La démonstration de 1'équivalence concernant Spl(K) est ana-

logue ®

Démonstration du corollaire 1 : Pour le (i) il suffit de remarquer

que l'assertion (ii) de la proposition I .1.1 équivaut (toujours pour

p € EmQ\S) a

1

(°) "la classe de conjugaison F et H ont au moins

L/Q(p)

un élément commun”.

Pour le (ii), remarquons que l'assertion (ii) de la proposition I .1.1 équi-

vaut & :
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(¢) "la classe de conjugaison FL/Q(p) est contenue dans H"

Soit alors ‘1}0 un idéal particulier de ﬁJtL tel que ‘po/p; (¢) équi-

vaut a :
"pour tout T ¢ G on a TGL/Q(‘;}O)T € H",
donc a :

"pour tout 7€ G on a

OL/Q(‘pO) €

et par conséquent au résultat annoncé =

Démonstration du corollaire 2 : (i) et (ii) résulte immédiatement

du théoréme d'Artin-Tchebotarev ; remarquons qu'il faut vérifier que

-1 . . . .
N (fHT ~) est une réunion de classes de conjugaison de G , mais
TeG
cette vérification est immédiate. Pour le (iii) remarquons que si K # Q ,

on a l'inclusion stricte H g G et que par suite on a aussi l'inclusion

stricte U (THT_l) % G (résultat "bien connu" voir par ex. [D.D]
TeG
p. 73, th.5) donc sl <1

1.2, Application I : Caractérisation des extensions galoisiennes.

2 . 1 N
Soit K une extension (finie) de Q ; désignons par & (resp. &)

la densité de l'ensemble Spll (K) (resp. Spl(K)) , nous avons alors la :

PROPOSITION I .1.2.- Les assertions suivantes sont équivalentes

(i) K/Q est galoisienne.

i) splt(K) = SplK)

i) 6F = [K:Q17

(v) 6= KQ

glp)  e(p,/p)

(v) pour tout p € imQ ,onadans K: p =T B, avec
i=1
e(‘bi/p) et f('pi/p) indépendants de i (mais dépendant naturel-

lement de p).
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]_D_é_rrlqrigs_t_rgt_ip_n : On sait que la premiére assertion entrafne les

4 autres. D'autre part, si nous conservons les notations du paragraphe
1.1 et si nous supposons l'extension K/Q non galoisienne alors H
n'est pas un sous-groupe distingué de G et par suite il existe au
moins un T € G tel que '1'H'r_1 # H donc

| N THT_l\ < |H| < |U 'rH'r_l\

T€G TeG
et par suite

5 < [K:Q]_1 < 61

Les quatre premiéres assertions sont donc équivalentes,

Supposons maintenant (v) réalisé en particulier cela entralne
1
Spl (K) = Spl(K) , et K/Q est donc galoisienne, d'aprés "(ii) impli-

que (i)" =

1.3. Application II : "théoréme de Bauer".

THEOREME 1.1.3. - Soit K/Q (resp. L/Q) une extension galoi-

sienne (resp. quelconque) de corps de nombres ; les deux assertions

suivantes sont équivalentes :

(i) Kecl ;

@) splt) & spt®) (= splK) .

Démonstration : Si K& L il est clair que Spll(L) c Spll (K) ;

on peut noter que pour cette implication l'hypothése K/Q galoisienne

n'est pas nécessaire.

Supposons maintenant que Spl1 L) & Sp‘l1 (K) = Spl(K) . Désignons
par N l'enveloppe normale de KL au-dessus de Q , par G (resp.],
resp. H) le groupe de Galois de l'extension N/Q (resp. N/X,

resp. N/L) , par S l'ensemble (fini) des p € M. qui sont ramifiés

Q
dans N ou qui appartiennent a [Spll(L)]\[Spll(K)] . Soit alors p€H ;
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comme }'application est surjective, il existe P € I tel que

N/Q N
PNQE SmQ\S et que ON/Q(‘b) = ; par suite p = PNQ € Spl (L)
(proposition I ,1.1) ; donc p € Spl1 (K) = Spl(K) puisque K/Q est
galoisienne ; mais alors u = ON/Q(‘]}) € J (proposition I .1.1) ; il en

résulte que HegJ] , c'est-a-dire KeL =

Remargue 1 : Si on fait l'hypothése supplémentaire : "L/Q est
galoisienne", on a une démonstration beaucoup plus courte de l'implica-
tion (ii) = (i) : en effet, les hypothéses impliquent

Spl(KL) = [Spl(K)In [Spl(L)] = Spl(L)

il résulte alors du théoréme d'Artin-Tchebotarev que [KL:Q] = [L:Q]
donc KL =L et Kel (cf. [C.F] p. 362).

Remarque 2 : Les ensembles Spl( ) "classifient" les extensions

galoisiennes, car si K/Q et L/Q sont galoisiennes , K =1 é&qui-

vaut & Spl(K) = Spl(L) . On peut noter que si L/Q n'est pas galoisien-
ne, 1l'équivalence ne subsiste pas, comme le montre !'exemple suivant :
avec Q = Q corps des rationnels, K = CD(3)(31/7) et L = CD(?/E) , on

a Spl(K) = Spl(L)

Remarque 3 : On ne peut pas enlever 1'hypothése "K/Q galoisien-

ne" dans l'énoncé du théoréme de Bauer/ on peut en effet trouver deux

extensions K/@Q et L/® (®=le corps des rationnels) non galoisiennes
l ~ 1

et non isomorphes, mais telles que Spl (K) = Spl (L) ; un exemple de

cette situation est le suivant : ( [Gas] ou [C.F] pp. 362-363) :

Soit G = 66 , le groupe symétrique permutant 6 lettres (Xi) ,

notons :

H = {1,(xlx2>(x3x4),(x1x3)(x2x4),(x

1 Xy N xy%3)}

1

H, = {l,(xlxz)(x3x4),(xlxz)(x5x6),(x3x4)(x5x6)} ;

désignons par N une extension galoisienne de @ admettant G pour
groupe de Galois (une telle extension existe [H;]), par K (resp.L) le

corps des invariants de H (resp. de H,) dans N , par S I'ensemble

1
des pé€ P qui sont ramifiés dans N

2
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On vérifie facilement gque si une classe de conjugaison de G

contient un élément (autre que 1) de H., ou de H alors elle contient

1 2
tous les éléments (autres que 1) de H1 et de H2 ; il en résulte que
pour pé€ P\S , FN/(D(p) ﬁH1 # ¢ équivaut & FN/(D(p) N H2 £ ¢ et

1 - 1 .
par suite Spl (K) = Spl (L) alors que K et L. ne sont pas conjugués

(donc ne sont pas isomorphes) puisque H1 et H2 ne sont pas conjugués

(Hl laisse fixe Xo et X alors que H2 ne laisse aucune lettre fixe).

§2 - Etude particuliére des extensions abéliennes de Q@ .

Dans ce paragraphe, on se limite & Q = @ , corps des rationnels.

Si m est un entier = 2 , on désigne par G(m) le groupe

(Z/mZ)* d'ordre o(m) ; par

par K(m) le corps K(¢

¢y une racine primitive m-iéme de l'unité ;

m) ; et par Gm le groupe de Galois de (D(m)/CD .
Si de plus r est un entier premier avec m , on désigne par r mod m
l'image de r dans G(m) ; et par Pm(r) l'ensemble des p€ P tels

que p =r(mod m)

Nous avons alors la caractérisation bien classique suivante

PROPOSITION I .2.- Soit K/@ une extension galoisienne, les

deux assertions suivantes sont é€quivalentes

(i) K/@ est une extension abélienne ;

(ii) il existe un entier m= 2 et des entiers r; , 1sis<t , premiers

avec m tels que

t
Spl(K) = U Pm(ri) .
i=1

l'ensemble {ri mod m/1s<ist} étant un sous-groupe de G(m)




VI - 9

Démonstration : Soit K/@® une extension abélienne, alors il existe

(m)

m
un entier m= 2 tel que Kc Q@

[théoréme de Kronecker-Weber]. Dési-
gnons par S l'ensemble des diviseurs premiers de m , Si p€ P\S ,

. (m)
(p) =1 donc & F (p) € Gal(® " /K).
K/@ qg(m)/a)

Soit ® = {r} un systéme de représentants de G(m) , on sait que G

l'assertion p € Spl(K) équivaut & F

m
est formé par l'ensemble des A

rd . pd r
té =
caractérisé par )‘r(gm) Cm

¢ ¢ bour r parcourant g , ol )xr est
; on sait d'autre part que F () (p) est

o /0

m (p) =X équivaut

0" /0 o™ /@

a pE€ Pm(r) ; par suite Spl(K) est & une partie finie prés la réunion

caractérisé par T (m) (p)(¢ ) = g:n ; donc T (

des Pm(r) , pour >\r parcourant le groupe Gal(CD(m)/K) . Choisissons

des indices tels que l'ensemble des A, 1sis t=|Gal(<D(m)/K)|

; i
coincide avec le groupe Gal(Q(m)/K) et désignons par 6 I'isomor-
phisme Gmn—-> G(m) "inverse" en un sens évident de l'application d'Artin

F , alors l'ensemble {ri mod m/1<ist} est l'image par 6 du

(m)

Q /0
groupe Gal(CD(m)/K) .

Réciproquement, si (ii) est réalisée, le sous-groupe

{ri mod m/1sist} de G(m) contient 1'élément neutre 1 mod m et par

suite :
m -~
P_(1) = spi@™) & spux)
(m) .
donc Kc @ et K/Q est abélienne =
Remarque : Nous verrons plus loin (corollaire 3 de la proposition

I .3.4) que (ii) peut &tre remplacée par la condition moins forte sui-

vante

(ii') il existe m=22 et r premier avec m tels que

P () c Spl(K)
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§3 - Etude des ensembles

-1
Fr/o®©)

3,1, Préliminaires de théorie des groupes.

Soient G un groupe fini, H un sous-groupe distingué ; dési-

gnons par { l'homomorphisme canonique de G sur G/H

LEMME 1.- Soit o0 € G , désignons par Co (resp. par C‘l’(c’))
la classe de conjugaison de ¢ dans G (resp. de (o) dans G/H)

alors :

2 v ] —l
Démonstration : La classe Co est l'ensemble des 7TorT

pour T parcourant G ; w(Co) est l'ensemble des y(r)y(a)y(r)~!
pour T parcourant G ; | étant surjectif, q;(CO) est bien une classe

de conjugaison de G/H , plus précisément celle de y(o) =

Remarque 1 : Désignons encore par { l'application de l'ensemble

des classes de conjugaison de G sur l'ensemble des classes de conju-
gaisons de G/H , définie dans le lemme 1. En général { n'est pas
injective ; par exemple si G = €&_ , groupe des permutations de l'ensem-

3
ble {a,b,c} , désignons par ¢ le cycle (abc) , par T la transposi-

2
tion (ab) , alors G = {1,0,0 ,7,70,702} avec oT = Tg . Le sous-
groupe H = {1,0,02} est distingué et les classes Cl = {1} et
C0 = {0,02} ont méme image dans G/H

Remarque 2 : Puisque | est un homomorphisme de noyau H

il est clair que |CO| < |C¢(o)||Hl .

LEMME 2.- Soit C une classe de conjugaison de G/H , alors

) (C) est une réunion de classes de conjugaison de G .

Démonstration : évident ®
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Soient G un groupe fini, H1 et H2 deux sous-groupes dis-

tingués de G ; désignons par \pl (resp. par q;z) l'homomorphisme cano-

nique de G sur G/H1 (resp. sur G/Hz)

DEFINITION.- Si C1 (resp. CZ) est une classe de conjugaison

de G/H1 (resp. de G/HZ) , nous désignons par E(cl’CZ) l'ensemble

[wIl(Cl)]ﬂ [wgl(CZ)] ; les classes C,; et C2 sont dites compatibles si

E(Cl’CZ) est non vide.

Remarque : Il est clair que E(CI’CZ) est une réunion (éventuel-

lement vide) de classes de conjugaison de G .

~

3.2. Application a8 un probléme de relévement.

C désigne & nouveau un corps de nombres guelconque.

PROPOSITION I .3.2.- Soit L/Q une extension galoisienne.

Désignons par G son groupe de Galois,par H un sous-groupe distin-

gué de G , par K le corps des invariants de H dans L , par C

une classe de conjugaison de G/H et par V 1l'homomorphisme canoni-

que de G sur G/H ; alors :

-1 - -1 -
PK/Q(C) = PL/QW €N

Démonstration : Désignons par S l'ensemble des p €M

qui

_ Q
sont ramifiés dans L/Q . Soit p € [FKl/Q(C)]\S , désignons par P un

idéal de ™ tel que P/p et soit q 1'idéal PNK ; o est la

(q)
K/Q -1
restriction de OL/Q(‘]}) a K , donc OL/Q(‘IS)‘ appartient & § (C)

- -1 1

1 -

1 ! C
L/Q [y "(C) , on a oL/Q(‘p) €y (C)
pour tout P¢ JJIL tel que PB/p . Soit q € 'DIK tel que q/p , alors il
existe PeM

Réciproquement, soit p € F

L tel que P/q , par suite

oK/Q(q) = OL/Q@)lK = w[oL/Q(‘D)] €C =»
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COROLLAIRE 1.- Soit Co une classe de conjugaison de G

-1 -
contenue dans { (C) ; si PIEI/Q(C) et FL;Q(CU) ont méme densité

~ -1

. _ -1 . -1
analytique, alors C0 y~+(C) et par suite FK/Q

Démonstration : Il suffit de remarquer que si ¢ (C) est réu-

nion de plusieurs classes C =C_, C_, ,C_, alors F-l )

o, o o, o B K/Q
est & une partie finie prés la réunion des ensembles FL/Q(CG )  pour
i

-1 .
l1<iss , et l'on sait que chaque ensemble FL/Q(CU-) a une densité
1

strictement positive =

Dans le corollaire suivant, on suppose que Q = @ corps des

rationnels,

COROLLAIRE 2.,- Soit K/® une extension abélienne ; désignons

par m un _entier naturel = 2 tel que K c (D(m) et par G le groupe

de Galois de l'extension K/® . Pour tout u € G il existe des entiers

o 1 <is<t(d) , premiers avec m tel que

1 _t@)
Fr /0 @ = L_) P (r;)
i=1
. : . " _ n(m)
Démonstration : Appliquons la proposition I .3.2 avec L = Q@ ,
-1 .
G = Gm , H = Gal(G)(m)/K) et C = (J) : on sait alors que FK/(D(H)
est (& une partie finie prés) la réunion des ensembles F—% ) () ot
Q /0

g décrit l'ensemble des éléments de Gm tels que y(o) =3 , et il

suffit de remarquer que F-%m) (o) est un ensemble du type Pm(r)

Q /0

avec (r,m}) =1 =

3.3. Etude de l'intersection de deux ensembles F;l/Q(C) :

On désigne toujours par Q un corps de nombres guelcongue.
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THEOREME 1 .3.3.- Soient Kl/Q et KZ/Q deux extensions

galoisiennes de corps de nombres. Désignons par L une extension ga-

loisienne de Q contenant Kl.Kz , par G (resp. Hl,resg. HZ) le

groupe de Galois de L/Q (resp. de L/Kl' resp. de L/Kz) . Soit C

1
(resp. C,) une classe de conjugaison de G/Hl (resp. de G/Hz) :
alors
~1
i [F” In[F est un ensemble infini si et seulement
() K, /Q Cpinty /Q 2]
si C1 et C2 sont compatibles.
(ii) De maniére plus précise on a la relation :

-1 - -1
K/Q ]n [FK /Q >] = FL/Q[E(Cl,Cz)] .

Démonstration : Supposons l'ensemble [F_ ]ﬂ [F

------------ K/Q

infini ; alors il existe p € MW

/Q’]

. p non ramifié dans L tel que

Q
FKI/Q(p) =C, et F, /Q(p) =C, . Soit pe€m tel que P/p ; alors

qu ) , et comme PN K, est l'un des idéaux de

Q™1 = % /q

m qui d1v1sent p, on a

K, °L/Q

et par suite C1 et C2 sont compatibles.

(tp)|1<;1 € C, i de méme o (B)|K, € C

L/Q 2

Réciproquement, supposons Cl et Cz compatibles ; alors il

existe o0 € G tel que \bl(o) € C1 et wz(o) € C ou (ce qui est équi-

2
valent) q;l(CO) = C‘UI(O) = C1 et wz(Co) = sz(o) = 02 . Or il existe
une infinité de »p € zmQ tels que PL/Q(p) = Co . 8i nous considérons
un tel p et si PEM  avec Tlp . alors C, ) = Co ; mais
L/Q
pour j =1 ou 2 :
= =J .
blor Q@) = o WK =% o BNK)

or BN Kj est un idéal de ‘.ij tel que PN Kjlp ; donc
)=cC -c
"k QW) Tloy o]
J[C L/Q(’l})]: Wj(co)‘ B CJ’ !

Fr /Qb
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et il existe bien une infinité de p dans [F,

K /QCI)] e /002"

Pour le (ii) : considérons deux classes C, et C compatibles,

1 2
et éliminons les p € EIJIQ qui sont ramifiés dans L . Il est clair que
FL/Q(p) c E(CI,CZ) implique F, /Q(p) =C, et Fe /Q(p) =C,
£ ) -1
Réciproquement, si p € [FK /Q )] N [FK /Q , alors FL/Q(p)
est la classe de conjugaison C formee par les L/Q pour P € EUIL
et B/p . Mais alors pour j =1,2 :
= K, = NnK,
(oL/Q(‘D)) oL/Q(‘B)| J GK]./Q@ 5

donc y.(C) = F (BPNQ) = F (p) = C, , ce qui équivaut a
J Kj/Q KJ-/Q J

_ -1 -1 _
FL/Q(p) =C c [1111 (Cl)] n [wz (CZ)] = E(Cl,CZ) , c.q.f.d.
Enfin, si C1 et C2 sont non compatibles, il suffit de remarquer
que les deux ensembles Kl/Q 3 n [FK /Q )] et L/Q [E(C Cz)]

sont finis, pour obtenir le résultat désiré =

COROLLAIRE.— Si C, et C_, sont compatibles, l'ensemble

1 2
K /Q Cl)] ﬂ[FK /Q ] posséde une densité analytique 6(01,02) et
celle -ci est egale a \ (Cl,Cz)| .}Gl_l ; en particulier si KIKZ =L
(c'est-a-dire HlﬂH2 = (1)) on a
-1
6(01,02) < ‘CIHCZ| \G\
Démonstration : La premiére partie résulte du théoréme d'Artin-

Tchébotarev. Pour la deuxiéme partie, on peut remarquer que l'homomor-

phisme V¢ de G dans le produit direct G/Hle/H2 défini par :
Y : 0 —> (wl(o),wz(o))

admet pour noyau HlﬂH2 et par suite qu'il est injectif si L =K1K2 a
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3.4, Etude d'un cas particulier : l'une des extensions est abélienne :

On désigne encore par Q wun corps de nombres guelconque.

PROPOSITION 1 .3.4.- Soit KI/Q (resp. KZ/Q) une extension

abélienne (resp. galoisienne) de corps de nombres. Dé&signons par El

(resp. par EZ) le groupe de Galois de l'extension KI/Q (resp. KZ/Q) ,

par “_1 un élément de _G-l , par C2 une classe de conjugaison de 52 ,

par G le groupe de Galois de l'extension Kle/Q . Si (pl) et C

2
sont compatibles, alors :

(1) E((Cll),Cz) se réduit & une seule classe de conjugaison ;
(ii) K /Q ] N [FKZ/Q admet une densité analytique égale

a |Cz\ lG\

Démonstration : Comme (ul) et C2 sont compatibles, il existe
une classe de conjugaison Co de G telle que (ﬁl) = q;l (Cg) et
C2 = wZ(C ) . L'image par V¢ de CO est l'ensemble des couples (Ql,ﬁz) ,
ou [12 décrit C, . Comme L Kle , l'application Y est injective,

2
par suite E((u ),C ) = Co et par conséquent

2
‘E((ﬁl)'czl = ‘Col = |Czl "

Dans le corollaire suivant, on suppose que Q = @ le corps

des rationnels.

COROLLAIRE 1.- Soit K/@® une extension galoisienne mais non

abélienne ; désignons par G son groupe de Galois, par C une classe

de conjugaison de G, par G' le groupe des commutateurs de G ;

alors
W o] = |G
(ii) Si ‘C\ < |-G'\ il n'existe aucun couple d'entiers (m,r) ,

~ -1
mz2 et (m,r) =1 tel que Pm(r) cF (C) ;

K/Q
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(iii) Si au contraire, |C\ = |E'| il existe un entier mz= 2 et des

entiers ri , 1<igt(C) , premiers avec m tels que

-1 -
Foo© 2 U PG

i=1

Démonstration : Pour le (i) remarquons que l'image par l'homomor-

phisme canonique de G dans G/G' de la classe C est une classe
de conjugaison C' du groupe G/G' qui est abélien, par suite |C'] =1

et |C| = |(§'| (Remarque 2, §3.1).

~

Supposons & présent |C| < |E;'\ pour démontrer le point (ii) il
suffit de prouver que quel que soit le couple (m,r) avec m= 2 et

(m,r) =1 l'ensemble (r) N FIE}CD(C) a une densité analytique stricte-

Pm

ment inférieure & celle de P_(r) , c'est-a-dire & [cp(m)]"1

(od o
désigne la fonction d'Euler). Pour cela considérons un entier m = 3 (le cas

m =2 est trivial) et un entier r tel que (r,m) =1 . L'extension

((D(m)ﬂK)/(D est abélienne donc CD(m)ﬂKCK' , ot K' désigne le corps

des invariants de G' dans K . Rappelons (voir §2) qu'on désigne par

Gm le groupe de Galois de (D(m)/(D , par K(m) le corps Q(m).K , par

G le groupe de Galois de K(m)/(D , par gm une racine primitive m-iéme
t L 2 1212 2 L0 1 —_ r t -
de 1'unité, par xr 1'é1ément de Gm défini par Xr(gm) = gm . Alors l'en

Al n [F2L (€)1 et

semble Pm(r) N FIZI/CD(C) est en fait égal & | K/

-1
F@‘m)/cn(

par suite sa densité-est égale & 6(C,m,r) = |C]| \G"l ;

or |G| = K™:d™). @™ q

K

‘ - &:0™nK].® (m)

T > |G| .9(m) ;
(m) (m) — -1 -1
) ® 'nK donc &(C,m,r) s |C|.|G |~ [w(m)]

l d'od le résultat.

Q@

Pour (iii) : l'extension K'/@ est abélienne, par suite il existe

(m) (m)

m . |
un entier m= 2 tel que K c Q@ et par suite @ 'NK =K' . Alors
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-1
K ] 2 .
l'ensemble FK/CD(C) est la reumfm
- disjointe des ensembles Pm(r)ﬂ FK/CD(C) ,
pour r parcourant un systéme de repré-

NK sentants de G(m) . Eliminons ceux de

ces ensembles qui sont finis, Considérons

) un entier r tel que P (r)nF. ., (C
q ) K/CD(
soit infini, Comme P (r) = F 1 O 1r) ,

/<D

les deux classes ()‘r) et C sont compatibles (théoréme I .3.3) et par

suite la densité de l'ensemble P ()ﬂ F est égale a

K/CD
-1 , -1 -1
|C| |G| = |C]|G| cpm)] = [p(m)]
-1
c'est-a-dire a la d ité d P (r) . Or1' mbl
est-a-dire & la densi e P_(r) ensemble [P(m) (. ]n[FK/(D )]
C /@
est d'une part contenu dans Pm(r) , d'autre part égal & une partie finie
prés a F—%m) (E((Xr),C) . Mais E((Xr),C) est réduite & une seule classe
K™'/@
de conjugaison C . Par suite, il résulte du corollaire 1 de la proposition

~

I .3.2 que P r)n F. Pm(r), c.q.f.d. =

K/ o®

COROLLAIRE 2.- Soit K/@® une extension galoisienne mais non

abélienne ; désignons par G son groupe de Galois. Si C est une

classe centrale (|C| =1) de G, alors Plzl/(D (C) ne contient aucun
ensemble du type Pm(r) , avec (m,r) =1 (méme 3 une partie finie
prés).

En sens inverse :

COROLLAIRE 3.- Soit K/® une extension galoisienne. S'il

existe m=2 et r premier avec m tels que Pm(r)éSpl(K) s

l'extension K/Q est en fait abélienne.

Remarque 1 : Le corollaire 3 améliore une propriété bien connue

([wyl, p. 576).
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Chapitre 11

ENSEMBLE DES NOMBRES PREMIERS
REPRESENTES PAR UNE FORME QUADRATIQUE BINAIRE

§1 - Généralités sur les formes quadratiques binaires.

1.1. Définitions.
Toutes les formes quadratiques considérées sont a coefficients

entiers relatifs.

DEFINITION A.- Une forme quadratique binaire g(x,y) = ax2+bxy+cy2
est dite primitive si le plus grand commun diviseur de a,b et ¢ est

2 N

égal a1

DEFINITION B.- Deux formes quadratiques binaires primitives

2 2 2 2
= <+ =
9, eyy) = ayxp +bixy, Foyyy et g,lx,.y)) = ayx, +b Xy, +c)y,

sont dites proprement équivalentes s'il existe un changement de variables :

gxl = rx2 + sy2 avec r,s,t,u € Z , ru-st =1 et

= + ! . + =
Lyl tx, + uy, gl(rx2+sy2,tx2 uy,) gz(xz,yz)

DEFINITION C.- Si g(x,y) = ax2+bxy +cy2 est une forme qua-
dratique binaire, irréductible sur @ , son discriminant A = bz— 4ac
s'écrit évidemment de maniére unique sous la forme f‘2.d , ou f'eIN*¥
et o d désigne un entier relatif sans facteur carré. Le corps quadra-

tique K = (D(\/E) est dit corps quadratique associé § g ; l'ordre ©

de K dont le discriminant est 2 est dit ordre associé & g

De maniére plus explicite, désignons par « 1'élément .'d

(resp. %@_) si d=2ou3 (mod 4) (resp. d = 1 (mod 4)) ; on sait

que l'anneau des entiers de K est le Z-module DK = Z&Zv , Remar-
guons d'autre part que si b est impair, alors A = 1 (mod 4), donc
d =1 (mod 4) : et par suite si d = 2 ou 3 (mod 4), alors b est pair,

donc f' = 2f , avec fe¢ IN¥ . Dés lors il est clair que

si d =2 ou 3 (mod 4) , 9 est l'ordre de conducteur f2_ donc

le Z-module Z@%wx :

si d =1 (mod 4) , © est l'ordre de conducteur f' donc le

Z-module Z&f'wZ
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Désormais "forme quadratique” veut dire forme quadratique binaire,
primitive, irréductible sur @ , et définie positive si son discriminant est
négatif ; d'autre part, chaque fois que la spécification des variables est

inutile, nous notons simplement g une telle forme quadratique.

1.2, Correspondance entre formes gquadratiques de discriminant & et

idéaux propres de l'ordre © (rappels).

Désignons par QA l'ensemble des formes quadratiques (resp. des
formes quadratiques définies positives) de discriminant Ao si 23>0

(resp. si A< 0) et par ?A le gquotient de QA par la relation d'équi-

valence propre. (Si A est fixé, toutes les formes de QA ont méme
corps K et méme ordre © associés). Désignons d'autre part par *
l'automorphisme de K différent de 1'identité, et (si £ et n sont deux
éléments de K) par D(5,n) le nombre réel &7(n) - 7(5)n (resp.
L7 -FEM]) si A>0 (resp. si 4<0)

Si a € SD . considérons une Z-base {a,B} de a et associons
NK/Q(OLX‘FBY)
3 {o,B} la forme quadratique ga’B(x,y) = N(a) Cette cor-

respondance a l'inconvénient d'associer & {oa,B8} qui est une Z-base de
a et a {T(),7(B)}] qui est une Z-base de Ta , la méme forme quadra-
tique, alors que a et Ta ne sont en général pas équivalents modulo P; .
Pour distinguer @ et 7Ta , nous sommes amenés a "orienter" les Z-

bases, c'est-a-dire 3 choisir un signe pour Df(x,B) ; nous avons alors la

PROPOSITION II.1.2.~- [B.S] Si ac€ 3g considérons une Z-base

{a,8} de a telle que D(a,B)>0 et associons & {a,B} la forme

quadratique g 8 ; alors l'application

a.

{G.IB} —> ga,B

induit une bijection entre le groupe § + et l'ensemble %
D/PD L
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COROLLAIRE,- On peut munir "naturellement" 3A d'une structure
de groupe.

. , 2 2
Remarque : Etant donné la forme quadratique g(x,y) = ax +bxy+cy

I

il est utile dans la pratique de connaftre un idéal ¢ entier de l'ordre O
et une base de ¢ dont l'image par l'application de la proposition[I .1.2

soit g . Pour cela on peut utiliser la technique suivante :

Désignons par {(t) le polynéme at2+bt +c et par vy le zéro
dans @ de {(t) dont la partie imaginaire (resp. irrationnelle) est posi-

tive si A< 0 (resp. si A>0) ; je dis qu'on peut prendre pour o le

module aZly) : on sait en effet que l'ordre associé & a est l'ordre
de discriminant A , c'est-a-dire © , et que Nf(a) = az.l = a3 ; si on
prend pour o la base {a,-ay} , on vérifie sans peine que
D(a,-ay) > 0 ; enfin

N (ax-avy) 2

K/Q a - 2 2

= — X= = alx- X-T = ax +bxy+c ;
N(a) - NK/Q( YY) (x=yy)(x=7(y)y) y +cy

d'ou notre assertion.

1.3. Définition des ensembles Repl(g)

DEFINITION.- Si g{x,y) = ax2+bxy+cy2 est une forme quadra-
tique, nous désignons par Rep(g) 1l'ensemble des nombres premiers p

tels qu'il existe x,y € Z avec gi{x,y) =p .

Remarque : Il est clair que si deux formes 9, et 95 sont propre-

ment équivalentes, les ensembles Rep(g,) et Rep(gz) coincident.

1

2., 2
Exemple : Si g(x,y) = x +y" ,

Rep(g) = [Spll@(i)] U {2} = [P4(1)]U{2}
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Le but de ce chapitre est (rappelons-le) d'une part, de caractéri-
ser l'ensemble Rep(g) (en utilisant les théories habituelles des ordres
et du corps de classes global) ; d'autre part, de le comparer aux sous-
ensembles classiques de P (Spl(D(K) et Pm(r)) et (par exemple) de
répondre & la question suivante : "a quelles conditions, Repl(g) est-il
(ou n'est-il pas) réunion de "progressions arithmétiques" de nombres

premiers ?".

§2 - Premiére caractérisation des ensembles Rep(qg)

2.1. Application de la théorie des ordres,

Soit g une forme quadratique (voir §1, n°1.1), Soit ¢&(g)

+ +
1'élément de SD/PD = CD correspondant (par la bijection de la propo-

sition II.1.2) & la classe de g dans fy-’A

PROPOSITION II,2.1.~ Soit pé€P . Les deux assertions suivantes

sont équivalentes

(i) p € Rep(q) :

(ii) il existe dans la classe (.S(g)-1 un idéal maximal p propre de

O tel que N{p) =p

Pour une démonstration, voir [B.S].

2.2 . Application de la théorie du corps de classes global,.

Désignons par f le conducteur de l'ordre © ; nous avons intro-
duit (voir notations) une bijection canonique i entre sé et Sf( ; on
peut montrer (sans difficultés) que le groupe Y = i((pé)*') est
un groupe de congruence modulo f{ dans 3If< . Désignons par L l'exten-
sion abélienne de K associée & ¥ par la théorie du corps de classes
global, par H le groupe de Galois de l'extension L/K , par S l'en-

semble des p€P , qui divisent f , ou qui sont ramifiés dans l'extension
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L/® , par ®B(g) l'image par la bijection i de la classe Sf(ﬂ C(g) et
-1
enfin par o(g) l'image dans H de 8 (g) par l'application d'Artin

F . Nous avons alors une premiére caractérisation de l'ensemble Rep(g) :

L/K

PROPOSITION 11.2.2.- Soit peP\S ; les deux assertions suivantes

sont équivalentes :

(i) p€Replg) ;
(ii) p€ Spl(K) et il existe qemzK tel que q|p et que FL/K(q) = o(g)
Cette proposition n'est gu'une traduction de la propositionlIl.2.1.

+ +
Rappelons qu'on désigne par hD l'ordre de CD

+
COROLLAIRE .- Soit {gi ; lsishD} un systéme complet de repré-

sentants des classes de % alors :
& +
hgy
U Rep(gi)
i=1

Spl(K)

Démonstration : Soit o € H ; désignons par R(c) 1'ensemble des

p € P\S tels que p¢€ Spl(K) et gu'il existe g EEU‘LK tel que gq|p et

FL/K(q) = o . Il est clair que Spl(K) = U R(g) . D'autre part, les
roupes % C+ = f'/(Pf)-i- f/u etoeII:II étant isomorphes, chaque
group . Gy =3/ L 3/ phes, q
R{(o) est un Rep(gi) , lsisg hg "

§3 - Structure de G = Gal(L/Q)

Remarquons que le groupe ¥ est invariant par T : l'extension

L/Q@ est donc galoisienne ; désignons par G son groupe de Galois .
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3.1. Structure du groupe G

La proposition suivante est apparentée & la théorie des genres ;
dans le cas complexe (d<0) , elle peut d'ailleurs aussi se démontrer

par la théorie de la multiplication complexe,

PROPOSITION 11.3.1.~ Le groupe G est produit semi-direct d'un

sous-groupe d'ordre 2 (engendré par un relévement T de T) par le

sous-groupe distingué H ; de maniére plus précise on a les relations :

(a) v =1 ;

(b) ror-l = c"l , pour tout o€ H

Démonstration : Soit a € SK , un idéal non ramifié dans l'exten-
sion L/K ; alors 1'idéal a.7(a) est principal et engendré par un nombre
rationnel ; ce nombre rationnel ayant dans l'extension K/Q une norme

positive, 1'idéal a.7(a) appartient & ¥ ; par suite F (a.7(a)) =1

L/K

Soit o € H ; l'application d'Artin étant surjective, il existe q
tel que FL/K(a) = g ; la relation (b) résulte alors immédiatement des pro-
priétés de l'application d'Artin. On peut remarquer gue le choix du reléve-
r de 1t peut &tre fait de fagon arbitraire car le sous-groupe H est

abélien,

Pour démontrer (a) , considérons un idéal P €M tel que
OL/G)('B) = ¢ . Désignons par p (resp. par p) l'idéal (resp. le nombre
premier) PRNK (resp. tel que pZ = PNZ) . La classe de conjugaison

F (p) est réduite a 1'élément OK/CD(p) ; d'autre part oK/(D(p) est

K/@
o . _ . 1
la restriction & K de cL/(D(‘p) T , par suite OK/Q(p) # et p

est inerte dans l'extension K/@ ; il en résulte que f(p/p) = 2 et par

suite oL/K(p) = '1'2 . D'autre part, p =pO, , donc pE€ Y et

K
FL/K(p) =1 ce qui démontre (a) =

Remarque : Il résulte de cette proposition que tout élément de G

s'écrit de maniére unique ¢.0 , avec ¢ =1 ou T et occH
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3.2, ctude de l'extension abélienne maximale de @ contenue dans L

Désignons par G' le groupe des commutateurs de G et par L'
le corps des invariants dans L de G' , c'est-a-dire l'extension abé-

lienne maximale de @ contenue dans L

PROPOSITION II.3.2.~ Le groupe G' colincide avec le groupe H2

(le groupe des carrés).

COROLLAIRE.- L'extension L/® est abélienne si et seulement si

le groupe H est d'exposant 2

Démonstration de la propositionII.3.2 : G' est le sous-groupe

de G engendré par l'ensemble des éléments de G de la forme

-1 -1 _ _ _
xl >\2 H)‘z , avec >‘1 = 6101 ’ )\2 = 6202 , el =1 ou-rT, €2 =1 our,
oy €H , OZEH
Si = =1 —lx_l =1 car H est abélien ;

i el = €2 = ' )\1 2 )\1)\2 ;

. _ -1, -1 -1 -1 1.2 2
Si ey =1 , e, =1, Ay Ahy =0y OZ’TOITOZ—(Ol) € H ;

. _ _ -1 -1 -1 -1 _ 2 2
Si €, =T, €, = 1, Ay hg Mr, =0, 70, T0 0, = (02) ¢ H® ;

-1 -1 -1 -1 -1 2 2

Si e, =1 , €, =T ., M. Aa A\ olmz'r'rol'roz—(olcz)eH

l . Ve i 2 2 2 v
Réciproquement, tout élément o de H peut s'écrire sous la

-1 -1 -1
forme 70 70 = 1 6 rtog , donc est un commutateur =

§4 - Deuxiéme caractérisation des ensembles Rep (g)

Désignons par C (q) la classe de conjugaison dans G de
o

o(lg) , nous avons la caractérisation suivante :



4,1, Caractérisation.

PROPOSITION 11.4.1.- Si

équivalentes :
(i) p € Rep(g)
W Tl = o)

COROLLAIRE,- L'ensemble

et celle-ci est égale & :

[Lz(l?]_1
20107
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p € P\S , les assertions suivantes sont

Rep (g)

si [o

posséde une densité analytique

(@1% # 1

Démonstration de la proposition II.,4,1 :Remarquons que

o e e o o e o e e e e o S

_ -1
= @) ,TO T et ue
5(q) {olg) gt} q

si et seulement si rg(g) = olg)r

de ¥ que l'on a choisit,car H

se réduit au seul &lément o(qg)

(ce qui ne dépend pas du relévement -~

est abélien). Soit p € Rep(g) ; alors

p€ Spl(K) et il existe qemK tel que
PE tel que Plq ; alors oL/K(‘p) =0

puisque p € Spl(K) , on a bien F

Réciproquement, supposons que

Soit T €D tel que P|p et

TNK . Alors OK/Q(q)

OK/Q(q

on a (B) = olg)

OL/(D(‘D) = OL/K

Démonstration du corollaire :

oL /0 (D

est la restriction de ¢ =0 a K , donc
Lg® = o

L/(D(p)

et donc

F =
L/CD(p) olg
) = o(g) . Désignons par ¢ l'idéal

q|p et FL/K(q) = olg) . Soit
(g) . Comme
=C

OL/Q(‘D) = OL/K(‘J,‘S)
o(g)

Ca)” {a(q),7olg)r 1}

) =1 (car olg) € H) , et par suite p€ Spl(K) ; comme f£(q/p)=1 ,

FL/K(q) =g(g) =

C'est une conséquence immédiate

du théoréme d'Artin-Tchebotarev qui montre que la densité est L:0]

(resp. Z[L:(D]—l) si olg)r = ro(g)

(resp. si olg)r # to(g)) ; comme

rolg) = o(g)"lr nous obtenons bien le résultat désiré =
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4.2, Exemples.

Exemple 1 : Considérons la forme gl(x,y) = x2+16y2 . Ici
L=-64 =(-1)8% ; K=Qv-1 =Q(i) , =4, D =Z®4iZ ; d'autre
part, l'équivalence des idéaux au sens restreint coincide avec 1'équi-
valence simple. On détermine le degré de l'extension L/K

- soit en calculant le nombre de classes de © par la formule
— *. 3#* -1 T 1 _l<- -1 i 1 = =
hy = hp £©p0%) = [ | (-(p)p ) , ([Col)ict h, =1, f=4,
p|f
©o*0%) = 2, (%) = 0 car 2 est ramifié, par suite [L:K] = hg =2 ;
K
- soit en déterminant des représentants des classes dans SD/PD ,

en utilisant la méthode des idéaux réduits [B.S] : on trouve ici

=9 , idéal associé & la forme 9, - et a, = 4Z 0 (-2-41)Z

a
1
idéal associé a la forme gz(x,y) = 4x2—4xy+5y2

Comme [L:K] est égal & 2 , il est certain que [c;(g)]2 =1

pour tout g . Les densités analytiques de Rep(gl) et de Rep(gz) sont

égales a % . La somme de ces deux densités est 1/2 , c'est-a-dire &

la densité de Spl(K)

L Désignons par 1 et ¢ les éléments de H (groupe de Galois
H |2 de L/K). L'idéal associé a la forme x2+16y2 (n°1.2. Re-
K=Q(i) marque) est O ; par suite o(x2+16y2) =1 (n°2.2) et

Rep(x2+16y2) = Spl(L) (proposition 1I.4.1). Remarquons que

p = x2+16y2 entraflne p 1 (mod 8) et par suite

Spl(L) ¢ Spl [CD(8)] c L (chap.I ). Comme
(8)

[L:@] = [(D(S):Q] =4 , nous avons en fait L = Q , et par conséquent

d'ol il résulte que (D(8)
2 2, -~ -
Rep(x“+16y”) = Spl [CD(8)] = Pg1)

Rep(ax’-axy+sy’) = SplIQWN\PG(1) 2 Py(6)

On peut retrouver également ces résultats, en remarquant que si p € Spl [@(1)] ,

2 2
alors p peut s'écrire sous la forme p =x +y , avec x =1 (mod 4)
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et y

1]

0 ou 2 (mod 4) , qu'alors y = 0 (mod 4) entralne p=1 (mod 8) ,
0 (mod 4)

et vy

2 (mod 4) entralne p =5 (mod 8) ; et qu'enfin vy
2

~

équivaut & p € Rep(x2+l6y

[0)13

) , et y = 2 (mod 4) équivaut
p € Rep(4x2-4xy+5y2) .

Exemple 2 : Considérons la forme gl(x,y) = x2+32y2 . Ici
L= =128 = (--2)82 i K=Q(-2) ;f=4 ; ©=2Z@a4,/-2Z . Désignons

par w 1'élément A/--_2 (c'est-a-dire L/E). Nous avons :

K
= = ¥ oyt = - = =
hy=1,f=4, (DK.D) 1, (2) 0 donc hy 4

Les représentants des classes sont :

6, = Y associé a la forme 9, i

0, = 3Z @ (1-4w)Z " " gz(x,y) = 3x2+2xy+11y2 ;

0y = 3Z & (-1-4w)Z " " gs(x,y) = 3x2-2xy+11y2 ;

a, = 4Z & (-2-4w)Z " " g4(x,y) = 4x2-4xy+9y2 ;
a; est principal dans l'ordre © , donc o(gl) =1 (et par suite
[o(gl)]2 = 1) ; il en résulte que Rep(gl) = Spl(L) a pour densité
[L:01°! = 1/8

a, = 2[2Z @ (1+2w)Z] , ai =4b ol p est 1'idéal engendré par

les éléments 4 , 2+4w et 1+4w ; par suite p contient 1 et 4w ,

donc p =9 , az

4 est principal, et [cs(g4)]2 =1 ; donc § [Rep(g4)] =1/8

4 -
Comme Rep(gz) = Rep(g3) et que U Rep(gi) = Spl(K) on a
i=1
8 (Rep gz) = 1/4 ; par suite [c(gz)]2 # 1 ce qui signifie que le groupe

H est cyclique d'ordre 4 et que l'extension L/Q n'est pas abélienne.

At L A ST] 2
Remarquons qu'il est facile de vérifier "a la main" que [o(gz)] £1

L'idéal ag est engendré par les éléments 9 , 3-12w et =-31-8w . L'é-

lément 2+4w = 4.5 - (3-12w)-31 - 8w € ag ;
-31-8» sont combinaisons Z-linéaires de 9 et 2+4w , d'ol

d'autre part 3-12w et
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o% = $Z ¢ (2+4w)Z . Supposons ug principal : alors il existe & ¢ K
tel que ag = £ , donc il existe alors une matrice (i i) € mn(Z) avec
ru - st = x1 et
{2 +4w = 1§ +s84y
9 = t§ +ufdy
d'ou
2+Hw _ r+sdw (r+s4w)(t-udw) , (1)
9 t+udw t2+32u2
car Tw) = -w . La relation (1) équivaut au systéme
% _ rt2+325u2 , (2)
t~ +32u
% - 42(st—ru2) , (3)
t +32u

par suite st-ru = +1 , t2+32u2 =9 et rt+32su = 2 ; ce qui implique

t =43 et u=0, (4)
st=ru =1 , (5)
rt+32su = 2 ; (6)

or (4) et (5) sont incompatibles.

Remarque : Avec les méthodes du §5, on peut montrer que l'ensem-

ble Rep(x2+32y2) (resp. Rep(3x2+2xy+lly2)) n'est pas (resp. est) réunion

de "progressions arithmétiques" de nombres premiers,

Exemple 3 : Lorsque f =1, 90 = DK , le groupe SD/PD colnci-
de avec le groupe des classes du corps K ; or il existe des tables donnant

la structure de ce groupe (par exemple [So]) donc la structure de H

Exemple 3.1. H = Z/4Z

Soit gl(x,y) = x2+14y2 . Ici K=Q((/-14) , f=1, 90 = DK .
D'aprés la table, le groupe H est cyclique d'ordre 4 ., II en résulte
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- que L/@® est non abélienne ;

- que l'on a 4 classes de formes avec les densités 1/8 , 1/4 ,

1/4 , 1/8 .

On obtient facilement quatre formes représentantes, ce sont outre
2 2 2 2
g, (x,y) = x"+14y" , 9,(x,y) = 3x"-2xy+5y" , 93(x,y) = 3x2+2xy+5y2

et g4(x,y) = 2x2+7y2

Exemple 3.2. H = Z/2Z x Z/2Z .

Soit gl(x,y) = x2+21y2 . Ici K=@W-21) ,f=1,09 =DK .
D'aprés la table, le groupe H est d'ordre 4 , mais c'est un groupe de

Klein. Il en résulte
- que L/Q est abélienne ;

- que l'on a 4 classes de formes avec la densité 1/8 pour chacune.

On obtient en fait comme formes représentantes outre g1 ,

gz(x,y) = 3x2+7y2 , 93(x,y) = 2x2-2xy+11y2 , 9,x,y) = 5x2-4xy+5y2

4

§5 - Comparaison des ensembles Rep(g) et P_(r)

5.1, Comparaison lorsque l'extension L/Q est abélienne.

PROPOSITION II,5.1. Si l'extension L/Q est abélienne, il existe

, l=gsist ,

un entier m=2 , (ne dépendant que de L) et des entiers ri

premiers avec m tels que

ot
Replg) = U  Pplr)
o i=1
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Démonstration : Cette proposition n'est qu'un cas particulier du

corollaire de la proposition I .3.2.

5.2. Comparaison lorsque l'extension L/® est non abélienne.

PROPOSITION II.5.2.- Si l'extension L/® est non abélienne les

deux assertions suivantes sont éguivalentes :

2
(i) (@) # 1 et |HY| =2 ;
(ii) il existe un entier m=2 et des entiers r o 1<ist(g) , premiers
avec m tels gque :
‘ _ tlg)
Rep(g) = U P_Ir)
i=1
Démonstration : Si l'extension L/Q est non abélienne, le groupe

des commutateurs H2 de G est d'ordre = 2 ; de plus on sait que
C contient 2 éléments si [o(g)]2 # 1 et un seul élément si

o(qg)

[cr(g)]2 =1 , La proposition précédente n'est donc qu'un cas particulier

du corollaire 1 de la proposition I .3.4.

§6 - Exemples.

+
6.1. Exemple 1 : cD ~ ZR/AZ

Soit g(x,y) = x2+14y2 . Au §4, n°4.2 nous avons vu que

K =@(-14) ,f{=1, 0= DK et que le groupe H était cyclique
d'ordre 4 , notons H = {1,0,02,03} . On a 4 formes représentantes

et 4 idéaux de © = DK associés :
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g, (x,y) = g(x,y) = x2+14y2 ;0 =9

gz(X,Y) = 2X2+7y2 , 0, = 2Z & (—A/T)Z ;

93(x,y) = 3x2—2xy+5y2 , 0y = 3Z & (-1-/-14)Z ;
g,(x,y) = 3x%+2xy +5y2 0, =3Z& (1-/-1DZ = 7(a,) ;

Il est clair que of(g,) =1 . D'autre part, az est engendré par 4 ,

1 2

2,/-14 et -14 , donc par 2 et 2/-14 ; donc ag = 290 , et par suite
0(92) est d'ordre 2 ; le seul é&lément d'ordre 2 de H étant 02 , on
a o(gz) = o2 . Par suite, le couple (o(gz),o(g3)) est égal au couple

(0,03) qui n'est autre que la classe de conjugaison de o .

Nous désignons désormais par Pm(r1 ,rz, cee ,rt) - 1'ensemble

Déterminons Spl Q(/-14) : p € Spl(Q(/-14)) équivaut & (_—;i) =1,

2
don EHAd) =1, ce qui squivaut & (-1)P -1)/8

By _ .
AT =) 1 soit

7
1, 2 ou 4 (mod 7)

p = +1 (mod 8) et p

ou

L}

+3 (mod 8) et p 3, 5 ou 6 (mod 7)

o]
1

par suite

(1) Spl(@(y/-14)) = P56(1,3,5,9,13,15,19,23,25,27,39,45)

On sait que :

(2) Rep(gl) U Rep(gz) U Rep(g3) = Spl(Q4/-14)) K

| 2
3 , puisque [O(gl)] =1 ,
N2 =1, et lolg? =c?#1 .Ici, H={1,0,0%,6°) , H ={1,02}

) =

e

) =5 . 6Rep(g,) =% , 6Replg

est d'ordre 2 , la classe de conjugaison de o(g3) est {0,03} , par
)

suite Rep(gs) est "réunion d'ensembles Pm(r) " , alors que Repl(g

) =1 et de

1

et Rep(gz) ne le sont pas (car les classes de cr(g1

0(92) = 62 sont réduites & un élément) .
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Pour déterminer les P56(ri) dont la réunion est Rep(gg) , on
peut opérer de la maniére suivante : Si p € Rep(gl), alors p = x2+14y2 .
d'ol il résulte que (l;—) =1 ,donc p=1, 2 ou 4 (modulo 7), et par
suite Rep(gl) c P56(1,9,15,23,25,39) ;: de méme si p € Rep(gz) ,

p = 2x2+7y2 donc p = 2x2 (mod 7) d'ot p =1, 2 ou 4 (modulo 7) ;

il en résulte que

(3) Rep(g,) U Replg,) c P56(1,9,15,23,25,39)
N [3x-y(1+/~14)]
D'autre part 3x2-2xy+5y K/@ et
N(u3)
NK/®(3x-y-yJ—14) = (3x-—y)2+14y2 ; on sait d'autre part que N(a3) =3 ;

par suite si p € Rep(g3) ona 3p = (3x-y)2+14y2 = (3x—y)2 (modulo 7) ,
donc 3p =1, 2 ou 4 (modulo 7). On vérifie facilement que cette condition

n'est remplie par aucun p de (1,9,15,23,25,39) et par suite

Pse

(4) Rep(g3) c P__(3,5,13,19,27,45)

56

Il résulte de (1), (2), (3) et (4) gue les inclusions (3) et (4) sont des

égalités.

+

6.2. Exemple 2 : CD = Z/2Z% x Z/2Z
Soit g(x,y) = gl(x,y) = x2+21yz . Ici K= CD(A/—-_ET) , f =1,

0 = DK ; on a les représentants
gl(x,y) = x2+21y2 qui est associée a4 O = DK ;
gz(x,y) = 3x2+7y2 qui est associée & a, = 3Z & (—Jﬁf)z ;
g3(x,y) = 2x2—2xy+11y2 qui est associée & 0, = 2Z & (—1-A/?5T)Z ;
g4(x,y) = 5x2—4xy+5y2 qui est associée & 0, = 5Z & (—Z-JTZ—I-)Z .

On a d'une part

4
(1) Spl @®(/-21) = U Replg,) ;
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d'autre part

(2) Spl @{/-21) = (,5,11,17,19,23,25,31,37,41,55,71) .

P84

Par ailleurs, si p € Rep(gl) , alors p = x2 (mod 21) , donc p =1

4 ou 16 (mod 21) , par suite

1

~

(3) Rep(gl) c P84(1,25,37).

Si p € Rep(gz) , alors p = 3x2+7y2 , donc p = 7y2 (mod 3)

ou p=1 (mod 3) ; d'autre part, p = 3 x4 (mod 7) , ou =3 , 5

e’

ou 6 (mod 7) ; par suite

) & P_(19,31,55)

(4) Rep(g 84

2

2
Si p¢€ Rep(g3) , alors p = 2x2-2xy+11y2 , donc 2p = (4x-1)2+21y ,

donc 2p = 1,4 ou 16 (mod 21) , par suite

(5) Rep(g3) c P_,(11,23,71) .

84

2 2
Si p € Rep(g4) , alors p = 5x2-4xy+5y2 , donc 5Sp = (5x-2y) +21y ,
donc S5p =1, 4 ou 16 (mod 21) , par suite

(6) Rep(g,) c P, (5,17,41) .

84

Il résulte de (1) , (2) , (3) , (4) , (5) et (6) que les inclusions (3) ,
(4) , (5) et (6) sont des égalités.
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