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II - 1 Séminaire de Théorie des Nombres 

19 décembre 1974 

Grenoble 

CONTRE EXEMPLE D'IWASAWA A UNE CONJECTURE D'IWASAWA [2] 

par Jean Jacques PAYAN 

On appelle 22 ̂ -extension d'un corps de nombres k une extension 

galoisienne infinie K telle que r = Gai K/k soit isomorphe à 22̂  , 

On note k„ l'extension intermédiaire de degré £ n sur k . k /© n n 
étant finie, le groupe U des classes d'idéaux de k est fini, on 

e n n n 

note £ la plus haute puissance de k qui divise Card MR . 

Iwasawa a prouvé, en utilisant la structure du 2£ Cr]-module lim Un , 

que pour n suffisamment grand e n vérifie 

e = X + | j £ n + v où X , LL , v n 1 1 

sont des constantes qui ne dépendent que du corps K . [1], [3] . On 

pose X = X(K/k) , [i = |JL(KA) . 

K/k désignant toujours une -extension, on note M la Z~ 

extension abélienne non ramifiée maximale de K , Gai M/K est alors ' 

muni d'une structure de TL -module et on montre [3] que fj(K/k) = 0 

signifie que Gai M/K est de type fini sur . Cela équivaut encore 

à la propriété suivante : le €-rang de , c'est-à-dire la dimension 

sur F D de U ®FD , est borné. 

c n % 

Après avoir étudié quelques cas particuliers et donné des exemples 

numériques Iwasawa a conjecturé que |j.(K/k) = 0 . On va exposer dans 

ce qui suit comment Iwasawa a prouvé la fausseté de cette conjecture 

en même temps qu'il montrait que |a(K/k) = 0 pour une vaste classe de 



II - 2 

-extensions. 

I. CONSEQUENCES DE LA DECOMPOSITION, 

Soit K/k une -extension, k corps de nombres. Soit 

le groupe de décomposition dans K/k d'un idéal premier p de k , 

Z est la limite projective des groupes de décomposition de p dans les 
P 

k /k , c'est donc un sous-groupe fermé de r , il est donc soit réduit 
n 

à l'identité, soit égal à un sous-groupe d'indice fini. Le nombre g^ 

d'idéaux premiers de k n au-dessus de p est donc ou bien égal à £ n , 

pour tout n , ou bien borné. Dans la première éventualité, on dit que p 

est complètement décomposé. 

Supposons que k contient le groupe [i des racines C-ièmes 

de l'unité et qu'il existe t , t ^ 1 , idéaux premiers de k 

complètement décomposés dans K/k . Choisissons a € k* tel que 

l'idéal (a) vérifie , (a) = p^,..ptm où m est premier avec les p,, et 

posons k' = kC$a) / K' = Kk' . Comme k'/k est ramifiée en ^ • • • ) 3

t ' 

k'flK = k et K'/k' est une Z -extension. Pour n ^ 0 , on note 

k' = k'ok = k ( JE) , k ' / k est donc cyclique de degré i , notons n n n n n 
e n 

£ la plus haute puissance de € qui divise le nombre de classes de 
k' . Alors pour n suffisamment grand e' = Xn + L L ' € N + v' avec 
n n 

V = UK'/k') , [il = u(K'A') • 

Soit s le nombre de diviseurs premiers de k„ ramifiés dans n n 

k^ . Chaque p̂  ayant € n diviseurs premiers dans 1̂  et ceux-ci 

étant ramifiés dans k^ on obtient : 

tl <> s n . 

Soient alors Ul le groupe des classes de k' et a un généra-
n n 

teur de k' / k n . La formule des classes ambiges s'écrit 
n n s -1 

FH» -H' - — 
% ' % J " [E :E* ] 

n n 
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où h , E , E* ont des significations évidentes. On pose d = [k:(D] , n n n ^ 
d = [k = £ n d . E„ est abélien à -^r générateurs au plus, de n n n 2 

g d n /2 
E c E* résulte que [E :E*] divise € , le membre de gauche di-n n n n * 
vise h' = Card # ' et on en déduit 

n n 
d n 

e' ^ e + s - 1 - -r^ (e * 0) 
n n n 2 n 

d n 
d'où e* £ (t--o)£ -1 et la comparaison des formules donnant e' et e n ù n n 
pour n assez grand entrafne |j.(K'/k') ^ t -^ j . 

II. MISE EN EVIDENCE D'UN CONTRE-EXEMPLE. 

(£) (4) — 
On prend k = d? si г > 2 et k = Q 7 = QXy/-l) si € = 2 , 

si bien que [k:Q] = d = €-1 ou 2 suivant que Z > 2 ou £ = 2 . 

On pose (€) = I et on note k^ le complété de k pour sa valuation 

I-adique, k est une extension de Q„ vérifiant : k = k.Q« , 
I € I * 

kflQ. = Q? donc Gai k T /Q est canoniquement isomorphe à Gai k/(p . 

On note J le (D -automorphisme qui opère sur \x par passage à l'inverse. 

Le groupe U des unités de k̂  est compact et abélien. 

Gai k /Q opère sur U , le logarithme £-adique définit un isomorphisme 
I S 

d'un sous-groupe d'unités distinguées avec un sous-groupe additif des 

entiers I-adiques, isomorphisme qui commute avec l'action de Gai k /Q . 

On en déduit l'existence d'un sous-groupe fermé V de U tel que 

U 1 + I c V c U et U/V - % z . 

Notons E le groupe des unités de k , E + le sous-groupe des 

unités réelles. Alors 

„1+1 2 „ 
E = E ,c E .c E c U 

2 

de plus E / E + et E / E + sont finis d'après le théorème de Dirichlet. 

On en déduit que E U 1 + V " U 1 + * qui est isomorphe à E / U 1 + J f l E est 

fini. Si on note Ë la fermeture de E dans U et si on remarque que 
1+T 1+T 1+T 1 +1 

U est fermé, la finitude de EU /U entraîne que EU est 
fermé. D'où E c E U 1 + I c V c U puisque V D E (à cause de U/V Z 
et U c V), il en résulte ( U / V ) 1 + J = 1 • Notons alors L le corps 
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de classes de Hilbert de k et M l'extension abélîenne maximale 

de k non ramifiée en dehors de x • H est clair que Q c k c L c M 

et L/Q et M/Q galoisiennes. Gai (L/k) est isomorphe au groupe 

des classes d'idéaux de k et L/k est finie. Il existe, d'après la 

théorie du corps de c lasses , un isomorphisme canonique entre Gai M/L 

et U/E . Comme M est globalement invariant par la conjugaison 

complexe, la restriction de J à M appartient à Gai M/Q et 

Gai M/L étant distingué dans Gai M/Q on fait opérer J sur Gai M/L 

par = JaJ * pour tout a de Gai M/L . Avec l'action de J sur 

U/E déjà mentionnée l'isomorphisme de Gai M/L sur U/E est un 

Z [J]-isomorphisme. Soit alors F le corps intermédiaire de M/L asso­

cié à V/È par cet isomorphisme. De U*"^ c V , résulte V"̂  = V si 

bien que (Gai M/F)* = Gai M/F et F* = F , donc la restriction J p 

de J à F opère sur Gai F/L comme J M sur Gai M/L et 

Gai F/L - Z , (Gai F / L ) 1 + I = 1 . 

Notons alors K l'extension intermédiaire de F/k qui appartient 

au sous-22 -module de torsion de Gai F/k . On a évidemment K* = K . 

Comme Gai L/k est fini on a Gai K/k - ^ et (Gai K / k ) 1 + J = 1 . 

Notons encore k R l'extension intermédiaire de K/k de degré £ n sur k 

et k + le sous-corps réel maximal de k , comme K* = K , K/k + est 

galoisienne de même que ^ n A + P o u r t o u t n de M . 

Posons G n = Gai k / k , et H = Gai k /k . G est produit n n + n n n 
semi-direct de H R 22/e nZ et du sous-groupe { 1 / J k n î • ^ e p l u s 

(Gai K/k) = 1 implique H n = 1 c'est-à-dire J u aj, 1 = a 1 pour 
n n k n 

tout a de H . G est donc un groupe diédral d'ordre 2 £ n . n n 

p + désignant un idéal premier de k + , inerte dans k et p 

l'idéal unique de k qui divise p + . p + est premier à € , comme 

k c k c k c K c M on voit que p , est non ramifié dans k , soit + n M p + n 

alors p n un idéal premier de k n divisant p + et le groupe de 

décomposition de p^ dans l'extension kn/k+ . Puisque p + est non 
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ramifié dans k n et non décomposé dans k , Z n est un sous-groupe 

cyclique de tel que G„ = Z H . G étant diédral, Z est 1 M n M n n n n n 
d'ordre 2 et vérifie Z flH = (1} . Mais Z n H est le groupe de 

n n n n ^ 
décomposition de p pour k /k . Donc Z (1 H = 1 entrafne p 

r n n n n 

est totalement décomposé dans k n . Comme c'est valable pour tout 

n ^ 0 , on voit que p est totalement décomposé dans K . 

Les lois / bien connues f de décompositions dans les corps cyclo-

tomiques et le théorème dé la progression arithmétique montrent qu'il existe 

une infinité d'idéaux premiers p+ de k + inertes dans k/k + . Il existe 

donc une infinité d'idéaux premiers de k totalement décomposés dans K . 

Les résultats du §1 permettent alors d'énoncer en prenant 

N a t - f . 

THEOREME I. Soit k le corps des racines l-ièmes (resp. 4-ièmes) 

de l'unité, pour tout entier N > 1 , il existe une extension cyclique 

k'/k de degré Z et une -extension K'/k' telles que ^ K ' / k ' ) ;> N . 

Remarque : Si £ est régulier, |j(K/k) = 0 pour la 22^-extension 

construite ci-dessus. 

III. COMPLEMENTS SUR LE LIEN ENTRE DECOMPOSITION ET NULLITE DE 

ki(K/k) . 

Les groupes considérés ici étant des ^-groupes abéliens, on en­

tendra par rang d'un tel groupe son €-rang. 

LEMME 1. Soient A un l-groupe abélien fini et G un groupe 

cyclique à Z éléments, de générateur a alors on a l'inégalité 

e Q—1 
rang A ^ € xrang A/A 

Démonstration : On remarque que la puissance £ -ième de l'applica­

tion linéaire définie par a-1 sur A<S>F est nulle et que 
2 

rang A/A <. rang A /A <> 
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Soient alors k un corps de nombres, k ' /k cyclique de degré £ 

et A et A1 les ^-groupes de Sylow des groupes de classes d'idéaux 

de k et k' , posons r = rang A , r' = rang A1 et s nombre d'i­

déaux premiers de k ramifiés dans k' . 

LEMME 2 . r-1 * r' £ C(r+s) . 

Démonstration : Notons L et L' les €-extensions abéliennes 

non ramifiées maximales de k et k' , la théorie du corps de classe 

entraîne A ^ Gai L/k , A* ^ Gai L'/k' . Il est clair que L c L' ; 

soit M l'extension intermédiaire de L'/k abélienne sur k maximale, 

k' c M c L' et on sait que M appartient au sous-groupe dérivé de 

Gai L'/k , ce qui s'exprime dans le cas particulier considéré par 

Gai L'/M = (Gai L ' / k ' ) a 1 (où on fait opérer o par automorphismes 

intérieurs). De Gai M/k' = (Gai L'/k')/(Gal L'/M) résulte 

r' = rang Gai L'/k' £ £-rang Gai M/k' . Notons v-, , . . . , v les diviseurs 

premiers de k ramifiés dans k' et T| le groupe d'inertie de v,. 

pour M/k , comme M/k' est non ramifiée, chaque T\. est un sous-

groupe d'ordre £ dans Gai M/k et aucun autre diviseur premier de 

k que les v.. n'est ramifié dans M/k . Comme L est l'extension 

maximale non ramifiée de k contenue dans M on a Gai M/L = T1 . . .T 
1 s 

le produit n'étant pas nécessairement direct. On en déduit : 

rang Gai M/k' <; rang Gai M/k £ rang Gai L/k 

rang Gai M/L £ r+s 

d'où compte tenu de r' £ £-rang Gai M/k' , 

r' <; £(r+s) . 

Par ailleurs rang Gai L/k <* rang Gai M/k <;rang Gai k' /k + rang Gai M/k' 

£ 1 + rang Gai L'/k' 

soit r <; 1 +r ' . 

Enonçons maintenant le 
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THEOREME II. K/k Z -extensions, k corps de nombres, to-

talement imaginaire si Z = 2 , k'/k g-extension galoisienne finie, on  

pose K' = Kk' et on suppose gue tout idéal de k ramifié dans k'/k 

n'est pas totalement décomposé dans k . Alors |a(K/k) = 0 » 

liCK'A') = 0 

^ I ^ ^ ^ l Ë t * ? 1 1 : S Q i t k" intermédiaire de k'/k , posons 

K" = Kk" de sorte gue K' = K".k' . Les hypothèses entraînent gue si 

un idéal premier de k" est ramifié dans k' , il a un groupe de 

décomposition d'indice fini dans K"/k" . Comme Gai k'/k est un 

^-groupe fini, donc résoluble, on se ramène par "dévissage" au cas 

cycligue de degré premier Z . Plaçons nous donc dans ce cas et notons 

encore k R (resp k^) l'extension intermédiaire de K/k (resp. K'/k') 

de degré £ n . De deux choses l'une ; ou bien K D k' = k ou bien 

K D k' = k1 . Dans le second cas K' = K , et k' = k , i pour tout 
1 n n+1 

n de ]N et |a(K'/k') = €|a(K/k) d'après la définition de |a et l ' é ­

noncé en découle. Regardons alors le cas KD k' = k , alors k* = k k' 
n n 

et k' /k est cycligue de degré k . Soient A et A' les £-groupes 
n n n n 

de Sylow des groupes de classes d'idéaux de k n et k^ . On pose 
r n = rang AR , r^ = rang A^ et s n nombre de diviseurs premiers de 
k ramifiés dans k1 , la formule du lemme 2 entraîne n n 
r -1 £ r' £ £(r +s ) pour tout n de IN . Si g > 2 aucune place 
n n n n 

archimédienne de k n n'est ramifiée dans k^ . Si 5 = 2 , k est 

totalement imaginaire et k n aussi, les places archimédienne s sont 

encore non ramifiées, s n est donc le nombre des idéaux premiers de 
k~ ramifiés dans k' . Soit % un tel idéal de k , il divise un n n Tn n 
idéal B de k gui est ramifié dans k' puisgue k' = k' k . Un r n n n 

tel *p a un corps de décomposition dans K/k de degré fini sur k , 

le nombre de diviseurs premiers de «p dans k^ est borné. Donc les 

s^ sont bornés pour n > 0 et on en déduit via les inégalités c i -

dessus gue r^ est borné si et seulement si c 'est vrai pour r^ , D'après 

un rappel fait au début |a(K/k) (resp. i^K'/k1)) est nul si et seulement 
si les r (resp les r ' ) sont bornés d'où l'énoncé, n n' 
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Iwasawa rappelle qu'il a prouvé dans 11] que si k est un corps 

de nombres, K/k une Z -extension, k'/k une extension finie et 

K' = k'.K alors |_i(K/k) <; |a(K'/k') et \(K/k) «s X(K'/k') . 

IV. CAS DE LA %^-EXTENSION CYCLOTOMIQUE. 

O 

En notant K l'unique Z -extension de Q , on sait que 

\(K° /$) = jj(K°/Q) = v(K°/Q) = 0 . Pour tout corps de nombres k , 

K° k/k est une Z -extension, on note X (k) , u (k) , v (k) , ses in-
£ l l l 

variants d'Iwasawa. On sait en outre que tout idéal premier de k un 

corps de décomposition de degré fini dans cette Z -extension. Le théo-

rème 2 donne dans ce cas : 

THEOREME 2 ' . Soient k un corps de nombres, supposé totale­

ment imaginaire si l = 2 , et k' une ^-extension galoisienne finie de 

k alors | / ( k ) = 0 « | j (k') = 0 . 

COROLLAIRE. Soit k une €-extension galoisienne finie de Q 

alors |JL (k) = 0 . 

Démonstration : Pour £ > 2 cela résulte du théorème 2' et de 

la remarque [i (Q) = 0 . Pour l = 2 , on pose k' = kCy1!) , k'/QC/-l) 

est une 2-extension galoisienne finie totalement imaginaire et 

la(QCy-l) = 0 d'où M^^ 1) = ^ q u i e n t r a j ^ i e d'après ce qui a été rappelé 

à la fin du III (j (k) = 0 . 

Pour conclure, Iwasawa conjecture que pour tout £ et tout k 

[i (k) = 0 et souligne que la nullité de ^(K/k) dépend étroitement de 

l'existence d'idéaux premiers de k totalement décomposés dans K/k . 
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