ANNE PHILIPPE

Corps de fonctions rationnelles invariant par un groupe
cyclique d’apres R. Swan

Séminaire de théorie des nombres de Grenoble, tome 4 (1974-1975), exp. n° 10, p. 1-9
<http://www.numdam.org/item?id=STNG_1974-1975__ 4 A10_0>

© Institut Fourier — Université de Grenoble, 1974-1975, tous droits réservés.

L acces aux archives du séminaire de théorie des nombres de Grenoble implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute uti-
lisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=STNG_1974-1975__4__A10_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire de Théorie des Nombres
Mars 1975

Grenoble

CORPS DE FONCTIONS RATIONNELLES INVARIANT

PAR UN GROUPE CYCLIQUE D'APRES R. SWAN [6]

par Anne PHILIPPE

INTRODUCTION.

Soit k un corps et Xl"'xp , P indéterminées.

Le groupe symétrique Sp opére sur le corps K = k(Xl‘ ..xp)
Pour tout sous-groupe G de Sp , on définit le sous-corps de K fixe
par G , ou corps des fonctions rationnelles invariant par G , noté L .
Si G = Sp , L est une extension transcendante pure de k .

Le probléme posé par E. Noether est la question de savoir si
pour tout sous-groupe G de Sp , L est une extension transcendante
pure de k . Si la réponse est affirmative et si k est un corps de nom-
bres, une application du théoréme d'irréductibilité de Hilbert permet de réa-

liser G comme groupe de Galois d'une extension de k .

En particulier, la réponse est affirmative si k contient une ra-
cine primitive pe de l'unité et cark premier @ p , et si G est cy-

clique permutant circulairement les x, . [3] (da & Masuda).

En 1969, Swan [6] a montré que, si G est un groupe cyclique
d'ordre p , opérant transitivement sur les indéterminées Xl"'xp , le

corps L = Q(x .xp)G n'est pas une extension transcendante pure de @

1"
pour p = 47



Reformulant le probléme en termes de représentation de groupe,
Lenstra 1'a résolu, [2], pour un groupe G abélien et la représentation

réguliére.

§ 1. RESULTATS DE MASUDA [3].

Soit . k un corps de nombres, X....X , p indéterminées,
1 p

permutées circulairement par s ¢ Sp .

Soit G le groupe engendré par s . G opére sur K et on
pose L = KG . Si (¢ est une racine primitive pe de 1'unité, k' = k(Q)
G

L' =%k'.L et K' =%k'".K . Alors L' =X

Prenons pour base de K' sur k' les v définis par :

JZP i
Yi=Eij,pour i=1...p .

=1
Dans la suite, l'ensemble d'indices sera Z/pZ noté {1,2,...,p} et on
Yij
pose c,, = —— pour tous j et k dans Z/pZ . Soit M' le corps
ik vy,
j+k
engendré sur k' par les Cjk . Montrons M' = L'
Remarques :
. i
1. S opére sur les y, par s(yi) = vy -
2. M' - L' car les Cjk sont fixes par s donc par G .
3. M' est engendré sur k' ©par les Clj , avec j €{1,2,..
1k X C1k+1 X X Crxeg-1
car ¢, = 5 % v
J 11 X C12 % X 151
Y1Yj-1 .
4. M'y) =K ocar y, = - pour je¢ {2,....,p}

€1j-1

..p}



LEMME 1, M' = L'
Preuve : Comme yp = c X C X X C yp € M' d'od
—————— 1 11 12 e 1p * 1

[K* : M'] < p . D'autre part M' « L' , donc [K': M']l>p , d'ou

[K' :M']=[K:L']=p . Comme M' cL' , M =1

COROLLAIRE. L’ est une extension transcendante pure de
k' . Donc la question posée en introduction a une réponse affirmative si
k = k'
, .12 -i
Remarque 5. M' contient les éléments de la forme y1 y. , pour

§ 2. ETUDE D'UN Zn-MODULE.

Dans toute la suite, nous supposons p premier et nous notons

p-1=n . 1 désigne un groupe d'ordre n , isomorphe & Aut IFp , Opé-
rant sur K' comme suit : si T est un générateur de 1, et t un géné-
rateur de ]F* ;
p
T(c) = gt et T(yl) =y, pour tout i€ {1,2,...,p}
T permute librement les yi pour i € {1,2,...,p—1] et laisse yp fixe.

Le sous-groupe multiplicatif de K'* engendré par \ERRE ,yp_l .
est noté H . Il est muni d'une structure de Z[m]-module par 1'opération
de ™ définie ci-dessus et l'opération de Z est : (n,y)™~ yn pour tout
(n,y) e ZxH . H estun Z[r]-module libre engendré par Yy et iso-

morphe a Zlr] par ¢



Soit M le sous-Z[m]-module de H fixe par G : M = HNL
D'aprés la remarque 5, M contient yIlyi , pour 1i=2,...,p-1 , et M

contient yp Ces éléments engendrent un sous-module H de H ,

1° 1
d'indice p dans H . Alors M ne peut étre égal qu'a H ou & H1 .
M ne peut étre égal & H ; sinon L' serait contenu dans H , or yp

appartient a L' et yp n'appartient pas a H .

Donc M = H1 . M est un sous-module d'indice p de H .

Soit I 1'idéal de Z[7] engendré par p et par T-r , ol r

est le représentant de t appartenant & {1,...,p-1} . I opére sur H
par :

(T-y, = T(y.)y; = vy,
I est l'image de M par ¢ : e(yli) =p et B(yrylr) = T-t . De plus,

M est isomorphe & I comme Z[rm]-module.

APPLICATION.

L’ - k. M, ) .
( y

Preuve : D'aprés le lemme 1, L' = k'(cll,...,c1 ) . Or
- = cC c c our i = 2,3 -1 et I§)=c X C
Y9 ¥ T Gy XCpp XX Cy5q P Paee P Y1 7 C11% 2%
M Ené e .

admet donc pour générateurs C11'C12’ clp—Z et clp-l X clp
Comm = , L' = k'(M,
e ¥, = ¢, ( Yp)
Alors pour un systéme quelconque de générateurs ml,. . ,mp_1

de M, les mi et yp sont algébriquement indépendants.

§ 3. INVARIANT RELATIF A UN SOUS-ANNEAU DE L'

e . o -1 -1
a) On considére l'anneau R k [yp,ml,m1 "'mp—l’mp—l] .

R vérifie les propriétés suivantes :

a P1 . R est un anneau factoriel.

X C

1p °



En effet, R = Mﬂlk“[yl,m .,mp_l] . Or, un anneau de poly-

10
némes sur un anneau factoriel est factoriel, et pour toute partie multiplica-

tive S d'un anneau A , A factoriel implique S—lA factoriel.

. P2 . k"cRcL , L' estle corps des fractions de R, R

est de type fini sur k' et R est stable par 1 .

" P3 . U(R)/U(k') est un groupe abélien de type fini ( U(d) dé-
signant le groupe des unités de l'anneau A ).

En effet U(R)/U(k') est isomorphe @ M , ou I .

b) Supposons que L est une extension transcendante pure de k ,

de base {ul,...,up} . L' = k(ul,...,up) et l'anneau R' = k[ul,...,up]
vérifie aussi les propriétés P1 , P2 , P3 . De plus, UR"Y/UKk') = {1} .
D'aprés P3 , U(R)/U(k') est un Zm-module de type fini.

U(R)/U(k') permet de définir un invariant q(k',L',m) pour tout anneau R

vérifiant P1’P2’P3 , et T étant un sous-groupe fini de Aut L'

LEMME 2. Si a € R" et a #0 , R vérifie P, implique

_1 T - 2
Rla” 7] vérifie P2

Si, de plus, R vérifie P1 et P2 , alors R[a_l] aussi, et

on _a une suite exacte :

(1) 0 - UR - UR™']) -~ s =0

o S est un Z[r]-module, libre comme groupe abélien, dont une base est

permutée par T .

On appelle S un ZiT-module de permutations.

V V
. v
Preuve : a se décompose dans R en a = upl , e ..,pV ;
comme a € R" , pour tout gém , oca =a , donc ¢ permute les pi
On prend pour S le Z[r]-module engendré par une base ©1rereiB, dans

laquelle 1 opére comme sur les pi . Définissons un homomorphisme de



i=v

U(R[anl]) dans S : l'image de x eU(R[a—l]) est 2, ordpi(x)ei . Si
)\1,. ','__’)‘v et y sont des entiers positifs, l'image dels_la_vpll,. . ,p‘);v
est 12;3:()\,—\)\)1)ei , donc l'application est surjective. Le noyau est formé
des a~Vx tels que ordpi(x) = ordpi(av) , i.e. tels que a“¥ divise x

alors a “x € R et son inverse aussi. Donc le noyau est U(R)

On en déduit que :
(2) 0 - UR/UK) -~ UR™D/UK) =5 =0

est aussi une suite exacte de Zm-modules. On posera U(R) = U(R)/U(k")

LEMME 3. Si R et R' wvérifient P, , il existe a € R" et

2
a' € R"  tels que Rla~1] = r[a 1] .
Preuve : Il suffit de se ramener & R < R' , en utilisant le corps

des fractions commun L'

Des Z[r]-modules, on se raméne & des A-modules, oi A est un
, T £ s . . e
anneau de Dedekind. Précisément, m désigne une racine primitive n de

l'unité, et A = Z[n] est l'anneau des entiers de @(7)

Soit én le polynéme minimal de mn et 3 l'idéal de Z[r]
engendré par @n(T) . Alors Zlnl/3 = Z[n] = A . A tout Z[rl-module N
est associé le A-module N¢ = HomZn(A,N) ~ x€N ; gx=0} .

De la suite exacte (2), on déduit une suite exacte de A-modules :

¢

LEMME 4. 0 - O®°® - TRla™*D¥ - st - 0 (3)

est une suite exacte, et SQ est un A-module libre,

Preuve : cf. lemme 9 [6].



Alors le A-module E(R)é est défini & un facteur direct libre
prés, en fonction de k', de L' et de l'action de 11 , indépendamment

de R .

Or, tout module de type fini sur un anneau de Dedekind est
somme directe d'un module de torsion et d'un module projectif P . La
classe [P] de P dans le groupe T(A) des classes de A-modules pro-
jectifs de type fini modulo les A-modules libres de type fini ([1], [4]) est

un invariant, relativement & R . Calculons-le dans les cas (a) et (b).

Cas a). I est un idéal de Z[n] d'indice fini premier & 1l'ordre
de m . Il en résulte ([5], Prop.7.1) que I est un Z[" l-module projectif,

et Ié est sans torsion. Donc, dans ce cas, P est isomorphe & I§ .

Cas b). U(R') est trivial, -ﬁ:(R'
T(A) est notée [0] .

)Q également. Sa classe dans

D’aprés le théorédme de Chevalley, si [IQ] = [0] , alors 12

est un idéal principal de A . D'ou :

PROPOSITION 2. Si L est une extension transcendante pure de

k , l'idéal I§ est principal.

%

§ 4. NON-PRINCIPALITE DE L'IDEAL I

L'homomorphisme surjectif d'anneaux ® : Zlnl - Z[n] , défini par
®(T) = n , donne, pour image de I , 1l'idéal J , engendré par p et mn-r .
Le novau de l'application I -] est 31 et ] est isomorphe & Ié . De

plus, ] est un idéal de norme p ([6], §1). On a le résultat suivant :

PROPOSITION 3. Soit A 1l'anneau des entiers de Q@Q(n) , ou n

est une racine primitive ne de l'unité et soit J un idéal de A de nor-

me p premier, tel que n divise p-1. Alors ] n'est pas principal pour les

couples (n,p) = (23,47) ou (46,47)



Preuve : Supposons J = Aa , pour a €A .

N() = % N(D(’ﬂ)/CD(a) . Soit E une sous-extension de Q(n)

contenant @ , et 6= N (@ . & vérifie N (8) = +p .

®(z)/E E/Q
Prenons pour E un sous-corps quadratique imaginaire de Q(mn)
Il est de la forme CD(Ja) avec d ¢ Z , sans facteur carré, d divise n

1(4) , ou si 4 divise

11

d#1 etde plus si n ou n/2 est impair, d

n mais 8 ne divise pas n , d impair. Ici, n = 23 ou 46 , donc on

20 + B(/-23+1)
2
tel que N(8) = p = 47 . Ce qui est impossible, d‘'ol la non-principalité

de 7T .

est dans le premier cas, et d = -23 ., Il existerait 8 =

Il résulte des propositions 2 et 3 le théoréme suivant :

Soit k un corps de nombres, X

L ,xp des indéterminées, et
G un groupe cyclique d'ordre p permutant circulairement les X, . Le
corps L = k(xl,... ,xp)G n'est pas une extension transcendante pure de k
pour p = 47 .

Il n'est pas nécessaire que k soit un corps de nombres : il
suffit que [k() : k] = p-1 , pour une racine primitive p° de l'unité ¢
Le résultat de Lenstra [2] généralise la méthode de Swan : il étudie la prin-

cipalité de produits d'idéaux du type de 1 .
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