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Séminaire de Théorie des Nombres VIII - 1
6 juin 1974

Grenoble

SUR UN ARTICLE DE BRAUER
CONCERNANT LES NOMBRES DE CLASSES
D'UNE EXTENSION GALOISIENNE DE CORPS DE NOMBRES
ET DE CERTAINS CORPS INTERMEDIAIRES (1]

par Jean Jacques PAYAN

Rappels.

On sait que si k désigne un corps de nombres, K une extension
galoisienne finie de k de groupe de Galois G et I une extension

intermédiaire quelconque, on a les relations suivantes : [2]
a) L(s,1,K/k) = gk(s)

b) L(S,‘x;l*”XL,K/k) = L(s,xl,K/k)-L(s,xz,K/k)

c) X étant un caractére de Gal K/L , on note ¥X* le caracté-

re induit sur G alors L(s,X ¥, ,K/k) = L(s,x* ,K/Kk) .

On sait d'aprés un résultat d'Artin [5] que tout caractére ¥
s'écrit sous la forme X = 2 )\ix*i(' ou les X; sont des caractéres de
i€l
sous-groupes cycliques et les Kl. des rationnels.

Dans le cas ol ¥ est a valeurs rationnelles, le résultat suivant

est plus précis.
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THEOREME 1 (Brauer). Soit G un groupe fini, pour tout sous-

groupe H de G , on note XH le caractere de G induit par le

caractére trivial de H . Soit & un caractére sur G 4 valeurs ra-

tionnelles alors

¢ = 2z CHXH
H sous-groupe

avec cyclique de G

_Card HE

4 ~ Card G 0

u([H':H])s(z")

ou H' parcourt les sous-groupes cycliques de G qui contiennent H ,

4

it est la fonction de Mobius et ol z' est un générateur de H' .

|o

Démonstration : &(z') ne dépend pas du générateur z' choisi

m

dans H' , en effet si 2z' = z avec (m, Card H') =1 , on aura

1
§(z') = el+...+ed ou les ei sont des racines Card H'-iédmes de 1l'uni-
té. On a q>(z'1) = erln + ... + erg c'est 1'image de &(z') € ® par un
élément du groupe de Galois du corps des racines Card H'-iémes de
1'unité donc Q(z'l) = §(z")
Considérons alors le caractére ¢ = 2 C_.x ou
H cyclique
ss groupe de C
CH a la valeur définie dans 1l'énoncé.

Pour tout sous-groupe H , de G , on note %(H.) son normali-

1
rd pd — -1 ~
sateur. Soit o un élément de G , XH(OL) = 2 Xo H(g ag) ol
g€G/H !
XO H désigne le caractére unité de H et io o le prolongement a G
obtenu en posant X (x) =0 si x € G-H . On voit facilement que si

0,H
a n'est pas conjugué d'un élément de H , X..(a) =0 si o est conjugué
H
_ Card R({a))

d'un élément de H , XH(C(.) =~ Cad H
Il en résulte
Card H Card 2Ka
yla) = 2 Z = u([H'":H]) % (z')
H cyclique H'SH Card G Card H
H' cyclique

_ Card 2({a)) < ‘. .
= T Card G I%IJ §| u( [(H':H]2(2')
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ol 2 signifie qu'on ne prend que les H cycliques contenant un
conjugué de ¢ . Remarquons qu'un H ne peut contenir qu'un sous-
groupe conjugué de <(a) et que G contient [GR({(a))] sous-groupes
conjugués de (a) d'ou

yo) = S RLD) (am((a))) Z' 2wl HD X8 e)

ol 2" wsignifie que l'on somme sur les H cycliques contenant (g) ,

on obtient aprés simplification.

yla) = 2 $(z") 2 u([H':H])
H' cyclique H cyclique
H'>{q) H'oDH>(a)
posons Card (o) =d , Card H' = m' alors d divise m' et les H

cycliques dans la somme intérieure correspondent bijectivement aux divi-

1
~

m
seurs de — d'ou

d
pla) = 2 8(z') 2 u(d)
H' cyclique g m'
H'>{(a) l d
on sait que la fonction de Mobius vérifie pour tout entier naturzl n
supérieur & 1 , 2, u(d') = 0 , il en résulte que le seul H' pour
d'ln
lequel 2 pu(d') sera distinct de 0 est H' = (a) , d'aprés ce
dl E.
Ia

qui a été dit au début de la démonstration §(z') = §(a) , comme

uw(l) =1 on a ) = &)

Si on remarque que le caractére trivial d'un sous-groupe G'

quelconque de G est & valeurs rationnelles, on peut énoncer

COROLLAIRE. Soit G' un sous-groupe de G , alors

1
X = 2 C..x avec C_ = === 2 u([H":H])
G H cyclique H'H H [G:H} H'
HcG!
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Application aux fonctions zeta.

On reprend les notations figurant dans les rappels du début et

on pose G' = Gal K/L , alors
¢(s,L) = L(s,1,K/Q) = L(s,xG,K/k)
d'aprés les rappels a) et c¢) soit encore d'aprés le théorédme de Brauer

7 = 4 C 7 k
¢(s,L) = L(s g . K/k)
en appliquant la linéarité des fonctions L

Cy e
¢(s,L) =T TLis.xy K/K) = =TT ¢ls.K)
H H

qgui donne lieu a l'énoncé suivant :

H

THEOREME 2 (Brauer). Soit L une extension intermédiaire de

l'extension galoisienne de corps de nombres K/k , alors

C
¢(s,1) =TT ¢s,) ©
Q
ol Q' parcourt les extensions intermédiaires de K/L telles que K/Q
cyclique et ol CQ = TﬁlT] 2 ul(lo:0']) ol @' les extensions inter-
2

médiaires de /L telles que K/Q' soit cyclique.

Exemples :

1) Considérons le composé K de deux extensions cycligues de
degré premier p sur @ , il vy a pt+l extensions intermédiaires de

degré p sur @ , soient : L, ,...,L . On voit facilement que la

1’ p+l
seule extension intermédiaire donnant une relation non triviale est @ ,
d'ol on tire

¢(s,Q) = ¢(s,K)

Un calcul facile donne C_ = -

P
¢(s/K)ic(s, @ =TT ¢ls,L)
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2) Considérons K/@ & groupe de Galois G défini par les
m

générateurs o, T ou oP =1 ' ror=l = of , T =1 ol p est
un nombre premier impair, m un diviseur de p-1 et r une racine
primitive m-iéme de l'unité modulo p . Il y a p extensions intermé-

diaires, de degré p sur @ , soient L ,Lp et une extension

REEE
intermédiaire cyclique de degré m sur @ soit k . Les seules ex-
tensions intermédiaires donnant lieu 3 une relation non triviale sont
les extensions contenues strictement dans k . Dans le cas o0 m

est premier, il n'y en a gqu'une, & savoir Q@ .

¢(s,@) = ¢(s,k) ¢(s,K) [T ¢(s.a)
i=1 Q
ol () parcourt l'ensemble des extensions intermédiaires de K/Li

différentes de K . Si Li # Q0 # K, alors CQ = 2 u(d) avec

m
D UYL o cy
m — i
>1 dot C_ =0, le |

- | | [ se réduit donc a [ ¢(s,L,) i
[Q'Li] Q \=1 |1 i
les Li étant conjugués, les g(s,Li) coincident et un calcul facile

montre que

m m

¢(s,K)¢(s, @) = ¢(s,k)¢(s,L)

On sait que le nombre de classes hK d'une extension finie K

du corps des rationnels est 1lié au résidu en 1 de la fonction ((s,K) ,
plus précisément s+t ¢
K K 'K
2 i RKhK
lim (s-1)¢(s,K) =

s-17 &/ TDy]

ol wK désigne le nombre de racines de 1'unité dans K , DK le dis-

criminant et RK le régulateur de K

On obtient facilement des relations analogues & celles du théoré-
me 2 pour les discriminants et les nombres de racines de l'unité contenues
dans chaque extension. On peut alors en déduire une formule ol ne figu-
rent que des nombre de classes et des régulateurs, Dans certains cas
particuliers, on peut simplifier la partie correspondant aux régulateurs et
obtenir des formules liant les nombres de classes. Pour le groupe de Klein

on trouvera une démonstration dans [3], pour le groupe diédral voir [4] .
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