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VIII - 1 Séminaire de Théorie des Nombres 

6 juin 1974 

Grenoble 

SUR UN ARTICLE DE BRAUER 

CONCERNANT LES NOMBRES DE CLASSES 

D'UNE EXTENSION GALOISIENNE DE CORPS DE NOMBRES 

ET DE CERTAINS CORPS INTERMEDIAIRES [1] 

par Jean Jacques PAYAN 

Rappels. 

On sait que si k désigne un corps de nombres / K une extension 

galoisienne finie de k de groupe de Galois G et L une extension 

intermédiaire quelconque, on a les relations suivantes : [2] 

a) L ( s / l / K / k ) = C k ( s ) . 

b) U s ^ + X ^ K / k ) = L ( s / X 1 / K / k ) . L ( s / X 2 / K / k ) . 

c) X étant un caractère de Gai K/L , on note X* le c a r a c t è ­

re induit sur G alors L(s ^ +X2 ' K / k ) = L ( s , x* /K / k ) . 

On sait d'après un résultat d'Artin [5] que tout caractère X 

s'écrit sous la forme Y = TJ \ . V * OÙ les X< sont des caractères de 
i€I 1 1 

sous-groupes cycliques et les \ des rationnels. 

Dans le c a s où x est à valeurs rationnelles, le résultat suivant 

est plus précis . 
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THEOREME 1 (Brauer). Soit G un groupe fini, pour tout sous-

groupe H de G , on note XTT le caractère de G induit par le 
ri 

caractère trivial de H . Soit § un caractère sur G à valeurs r a ­

tionnelles alors 

$ = S c x H 

H sous-groupe 
cycligue de G 

avec 

C H -5ST-H M([H':H],I(Z') 

où H' parcourt les sous-groupes cycligues de G gui contiennent H , 

où |a est la fonction de Möbius et où z' est un générateur de H' . 

Démonstration : §(z') ne dépend pas du générateur z' choisi 

dans H' , en effet si z^ = z ' m avec (m, Card H') = 1 , on aura 

§(z') = e ^ + . . . + e , où les e, sont des racines Card H'-ièmes de l'uni-
1 m 1 

t é . On a $(z^) = e + . . . + e d c'est l'image de §(z') € Q par un 
élément du groupe de Galois du corps des racines Card H'-ièmes de 

l'unité donc $№) = *(z , :) . 

Considérons alors le caractère \)i = Z) C X u où 
TT î • H II 

H cycligue 
s s groupe de C 

C a la valeur définie dans l'énoncé. 
H 

Pour tout sous-groupe H , de G , on note 31(H) son normali-

sateur. Soit a un élément de G , X T T ^ ) S Xn a g ) ° ^ 
* g€ G/H U / H 

X n _T désigne le caractère unité de H et X n -u- ^ e prolongement à G 0 / H U, ri 

obtenu en posant X n T J ( X ) = 0 s i x £ G-H . On voit facilement gue si 
U / ri 

a n'est pas conjugué d'un élément de H , XTT(OC) = 0 si a e s t conjugué 
• ^ u t \ Card gl«g>) 

d un element de H , X T T ^ ) = — F — T " ~ r r — • 
ri O a rcl ri 

Il en résulte 
, / \ Y v> Card H , r_T I Card JR«g>) _ , l N 

* ( a ) % \ ïï^^([H:H]) Card H $ ( Z ) 

H cycligue H'=>H 
H' cyclique 

Card 3l«g>) T « , r T J I n 

= — 7 ; — , X 1J S ii([H':H])$(z') 
Card G H H' 
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où 2} signifie qu'on ne prend que les H cycliques contenant un 

conjugué de a . Remarquons qu'un H ne peut contenir qu'un sous-

groupe conjugué de <cc> et que G contient [G:9t(<a>)] sous-groupes 

conjugués de <a> d'où 

• (a) = C a c a r y Q ) ) . [ G : ^ ( < a ) ) 3 E " £ |a( [H' :H]) x $ (z1 ) 

où E " signifie que l'on somme sur les H cycliques contenant ( a ) / 

on obtient après simplification. 

• (a) = E §(z') E M ( [ H ' : H ] ) 

H' cyclique H cyclique 
H ' 3 < A > H ' 3H3<a) 

posons Card ( a ) = d , Card H' = m' alors d divise m' et les H 

cycliques dans la somme intérieure correspondent bijectivement aux divi-

seurs de — d ou 
d 

• (a) = E *(z') E ^i(d') 
H' cyclique H'I — 

H ' 3 < A > 1 d 

on sait que la fonction de Möbius vérifie pour tout entier natural n 

supérieur à 1 , E |a(d') = 0 , il en résulte que le seul H' pour 
d'In 

lequel E jj(d') sera distinct de 0 est H' = <a> , d'après ce 

- • i f 
qui a été dit au début de la démonstration §(z') = $(cc) , comme 

ia(l) = 1 on a \(f(a) = $(a) . 

Si on remarque que le caractère trivial d'un sous-groupe G' 

quelconque de G est à valeurs rationnelles, on peut énoncer 

COROLLAIRE. Soit G' un sous-groupe de G , alors 

V - „
 z
 ,. C H * H C H " I G W l ̂ (tH':Hl) • 

H cyclique H 
H c G ' 
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Application aux fonctions zeta. 

On reprend les notations figurant dans les rappels du début et 

on pose G' = Gai K/L , alors 

C(s,L) = Us.l.K/ù^ = L ( s , x G , K / k ) 

d'après les rappels a) et c) soit encore d'après le théorème de Brauer 

C(s,L) = L ( s , E C__X„,K/k) 
R H H 

en appliquant la linéarité des fonctions L 

C C 
Ç(s,L) = T 7 L ( s , x H . K A ) H = T T C ( S ^ H ) H 

H H 
qui donne lieu à l'énoncé suivant : 

THEOREME 2 (Brauer). Soit L une extension intermédiaire de 

l'extension galoisienne de corps de nombres K/k , alor s 
C 

C(s,L) = f i Ç(s,Q) Q 

fi 

où fi' parcourt les extensions intermédiaires de K/L telles que K/fi 

cyclique et où = ^ M-([fi:fi']) .où fi' les extensions inter­

médiaires de fi/L telles que K/fi' soit cyclique. 

Exemples : 

1) Considérons le composé K de deux extensions cycliques de 

degré premier p sur Q , il y a p+1 extensions intermédiaires de 

degré p sur Q , soient : , . . . , L ( i . On voit facilement que la 
1 p+l 

seule extension intermédiaire donnant une relation non triviale est Q , 
d'où on tire r 

C pj4 L, 
C(s,Q) = C(s,K) K | | C ( S / L ) 1 . 

i=l 

Un calcul facile donne C T r = et C T = ~ d'où 
K p ^ P 

p P+l 
Ç(s,K)ç(s,Q) = ] ~ f ç ( s , L . ) . 

i=l 1 
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2) Considérons K/Q à groupe de Galois G défini par les 

générateurs a , T où a p = 1 , T Q T " 1 = a r , T M = 1 où p est 

un nombre premier impair, m un diviseur de p-1 et r une racine 

primitive m-ième de l'unité modulo p . Il y a p extensions intermé­

diaires, de degré p sur Q , soient L, , . . . , L et une extension 
i P 

intermédiaire cyclique de degré m sur Q soit k . Les seules e x ­

tensions intermédiaires donnant lieu à une relation non triviale sont 

les extensions contenues strictement dans k . Dans le cas où m 

est premier, il n'y en a qu'une, à savoir Q . 
C k C K p C O 

C(s,<P) = C(s,k) ç(s,K) K T T T T C(s,n) 0 

i=l Q 

où Q parcourt l'ensemble des extensions intermédiaires de K/L^ 

différentes de K . Si L. ^ Q ^ K , alors C = £ ^ d ) avec 
1 ° H) M 

m

 1 [ Q : L i ] P C L -
r -, > 1 d'où C = 0 , le | | YJ se réduit donc à YJ Ç(s,L.) 1 

i 0 i=l 1=1 1 

les L étant conjugués, les £ ( s ,Lp coïncident et un calcul facile 

montre que 

m m 
£(s,K)£(s,(D) = £ ( s # k ) t ( s , L ) 

On sait que le nombre de c lasses d'une extension finie K 

du corps des rationnels est lié au résidu en 1 de la fonction £ ( S / K ) , 

plus précisément 
s +t t 

n K K K , 
2 TT R K h K 

lim (s-l)c(s,K) = i==r 

où uu désigne le nombre de racines de l'unité dans K , D le dis-
K K 

criminant et R le régulateur de K . 
K 

On obtient facilement des relations analogues à cel les du théorè­

me 2 pour les discriminants et les nombres de racines de l'unité contenues 

dans chaque extension. On peut alors en déduire une formule où ne figu­

rent que des nombre de c lasses et des régulateurs. Dans certains cas 

particuliers, on peut simplifier la partie correspondant aux régulateurs et 

obtenir des formules liant les nombres de c l a s s e s . Pour le groupe de Klein 

on trouvera une démonstration dans [3] , pour le groupe diédral voir [4] . 
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