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VII - 1 Sémina i re de Théor ie des Nombres 

28 févr ier 1974 

Grenoble 

RE P R E S E N T AT I O N S E N T I E R E S 

D E C E R T A I N S G R O U P E S F I N I S 

- 3 e p a r t i e -

REPRESENTATIONS ENTIERES DES GROUPES DIEDRAUX D'ORDRE 2p 

par N i c o l e MOSER 

I . INTRODUCTION, 

Soi t G un groupe diédral d'ordre 2p , p nombre premier im­

pair ; i l e s t défini par deux généra teurs a e t T , l i é s par l e s r e l a t i ons : 

2 p - 1 
T = o ' = 1 et TQ = Q T . 

Dans c e t e x p o s é , nous a l l o n s donner la c l a s s i f i c a t i o n des 2Z[G]-modules s a n s 

tors ion et de type fini sur Z , é t a b l i e par M. P. Lee dans [ 4 ] , en u t i l i s a n t 

une méthode de démonstra t ion plus syn thé t i que , où le foncteur Ext e s t rem­

p l a c é par l e foncteur H* . Nous u t i l i s e r o n s l e théorème suivant dû à Reiner 

(c f . L. Bouvier [ ] ] ) : 

THEOREME 1. Soi t M un Z [ G ] - m o d u l e , s a n s tors ion et de type  

fini sur 22 . Les deux a s s e r t i o n s su ivan te s sont é q u i v a l e n t e s : 

a) M e s t Z [ G ] - i n d é c o m p o s a b l e ; 

b) M n = 2Z / n \ ®__ M e s t Z / N x [ G ] - i n d é c o m p o s a b l e . 
Zp (Zp; (Zp; 

( 2K / n N e s t l e l o c a l i s é de TL en 2p ) . 
12 p) 

^ P l Ë y P i 1 ^ - : P o u r t o u t e l a sui te* S dés igne ra so i t 22 , so i t l 'un des l o c a l i -

s e s « ( 2 ) , i ( p ) ou a ( 2 p ) . 
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Posons : $ (X) = l + X + . . . + X P _ 1 

P 

Q : une r ac ine primitive p - i ème de l ' un i t é 

A = S[ç] 

K = Q(0 

K q : l e s o u s - c o r p s de K f ixe par T 

A Q = A n K Q 

h : l e nombre de c l a s s e s de A 
o 

D é s i g n o n s par Q le A-module A [ T ] , muni du produit défini par : 

T ( X . 1 + X 2 T ) = \ 2 + \ T / 

où l e s X. sont des é l émen t s de A , et l e s \ l e s con jugués c o m p l e x e s 

des X . Ainsi a p o s s è d e une s t ructure d ' a l g è b r e , que l ' on peut prolonger 

en structure de S [ G ] - m o d u l e , en d é f i n i s s a n t l ' a c t i o n de a comme la mul t i ­

p l i ca t ion par Q . Il e s t c l a i r que l ' a p p l i c a t i o n 

cp : S [ G ] > a 
a i > r 

' T 1 — > T 

s e prolonge en S[G]-homomorphisme s u r j e c t i f , de noyau $ ( a )S [G] . Donc Q 
P 

et S [ G ] / $ p ( a ) S [ G ] sont des S [G] -modu le s i somorphes . 

Soi t M un S t G J - m o d u l e , s a n s tors ion et de type fini sur S . 

Posons : 
M' = [m g M | $ p ( a ) m = 0 } . 

On peut c o n s i d é r e r M 1 comme un 0 - m o d u l e . Quant au quot ient = M/M* , 

i l e s t annulé par a - 1 ; donc sa s t ructure en tant que S[G]-module e s t dé t e r ­

minée par c e l l e de S [ ( T ) ] - m o d u l e . La c l a s s i f i c a t i o n des S [G] -modu les s ' é tud ie 

donc en t ro i s é t apes : 

a) déterminat ion des 0 -modu les i ndécomposab l e s ; 

b) déterminat ion des S [ ( T > ] - m o d u l e s i n d é c o m p o s a b l e s ; 

c) déterminat ion des e x t e n s i o n s i ndécomposab l e s d'un S [ ( T ) ] - n i o d u l e 

par un a -modu le . 
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I I . DETERMINATION DES Q -MODULES INDECOMPOSABLES. 

Donnons d° abord la déf ini t ion su ivan te : 

DEFINITION. So ien t B un anneau un i t a i r e , et C un s o u s - 

anneau de B . Un B-module e s t dit i r réduct ib le re la t ivement à C sG i l  

ne con t i en t pas de s o u s - B - m o d u l e non t r iv ia l fac teur d i rec t en tant que 

G - m o d u l e , 

PROPOSITION 1. Tout Q-module indécomposab le e s t i r réduct ib le  

r e la t ivement à A . 

La démonstra t ion de c e t t e proposi t ion n é c e s s i t e un lemme : 

LEMME. Tout Q-module qui e s t A - p r o j e c t i f e s t a u s s i Q -p ro j ec t i f . 

P^J?I9JI^IË ̂ -.PI1- i Ë ̂ UIP- ' So i t M un Q-module qui e s t pro jec t i f 

sur A , D é s i g n o n s par j : A o l ' i n j e c t i o n canonique de A dans Q . 

Comme Q e s t l ibre e t de type fini sur A , M, = Q ® M e s t Q -p ro j ec t i f . 
J A 

(c f . C a r t a n - E i l e n b e r g , prop. 6 . 1 [ 2 ] ) . Cons idé rons a lo r s la su i t e e x a c t e : 

0 -» Kerg - M 0 M - 0 
j g 

où g e s t l ' a p p l i c a t i o n de M dans M déf inie par : 

g(\(g>m) = Xm 

pour tout X de Q e t tout m de M . 

On vér i f ie f ac i l ement que l ' a p p l i c a t i o n f : M ~» M 

m l > 1 ®~rrm
 + T ® T ^ 7 T m 

C + c c + c 
e s t une s e c t i o n de g . Donc M , fac teur d i rec t d'un module Q -p ro j ec t i f , 

e s t Q-pro jec t i f . • 

P ^ S J - I ^ - J L 1 5 _EL 0P° sjlîPJ1
 JL : S o i t M u n O-module, et 

so i t N un sous Q-module non t r i v i a l , fac teur d i rec t de M en tant que A-

module, Comme A e s t un anneau de Dedek ind , N e s t s a n s to r s ion et de 
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type fini sur A , donc i l e s t A - p r o j e c t i f . D ' ap rè s l e l emme, N e s t a - p r o -

j e c t i f : c ' e s t un fac teur d i rec t de M en tant que a - m o d u l e , et M n ' e s t 

pas un a -module i n d é c o m p o s a b l e . " 

PROPOSITION 2 . Tout g-module i r réduc t ib le par rapport à A 

e s t isomorphe à un idéa l ambiqe de A / A 
Q 

Démonst ra t ion : Cons idé rons l ' a l g è b r e a = K ® a ; e l l e e s t 
o A 0 

isomorphe à l ' a l g è b r e de ma t r i ce s SBtjO^) , donc c ' e s t une a lgèb re s imple e t 

c e n t r a l e , et tous l e s a -modules s imp les à gauche sont i somorphes ; parmi 

c e u x - c i s e trouve K(1+T) . 

Donc tout a -module i r réduc t ib le par rapport à A e s t un A-module 

de rang 1 , invar iant par T : i l e s t isomorphe à un idéa l ambige de A / A Q . • 

PROPOSITION 3 . Deux idéaux ambiges de A / A q sont Q - i somorphes  

s i e t s eu lement s i l 'un e s t produit de l ' au t re par un é lément de K Q . 

PJîI^^^I-L^IL : D e u x i déaux 0 - i s o m o r p h e s sont A - i s o m o r p h e s , donc 

dans la même c l a s s e d ' idéaux de A . Le c o e f f i c i e n t mu l t ip l i ca t i f doit ê t re i n ­

var iant par T . • 
s 

C o n c l u s i o n : Dans A / A , i l y a au plus un idéa l ramif ié , c e l u i o 

a u - d e s s u s de p . Donc l e s idéaux ambiges sont l e s é tendus des idéaux de 

A , e t leur produit par 1-C . 
o 

S i S e s t l 'un des l o c a l i s é s 2Z / o X , 22, x , ou Z / 0 N , A e s t 
(2) (p) (2p) o 

p r inc ipa l . Il y a donc deux a -modu le s i n d é c o m p o s a b l e s , A et ( l - Ç ) A . 

S i S = Z , so i en t h l e nombre de c l a s s e s de A q , e t 

fSI."L . , un s y s t è m e de r ep résen tan t s des c l a s s e s de A . A isomorphisme 
1 i J l ^ i^h 1 o 
p r è s , i l y a 2h a -modu les i n d é c o m p o s a b l e s : 

21 .A et (l-C)ai.A a v e c l^ i^h . 
i * i 

Tout a -module e s t donc isomorphe à une somme d i r ec t e : 

M. A 0 . . . 0 SL A e ( 1 -Ç)« i A 0 . . . © (1-£) ÎL A 
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où l e s i n d i c e s î  appar t iennent à l ' e n s e m b l e { l , . . . , h } . Il e s t c a r a c t é ­

r i s é , à i somorphisme p r è s , par l e s en t i e r s k e t g , e t l a c l a s s e dans 

A de l ' i d é a l k î € j L . 

j = l J 

I I I . DETERMINATION DES S UT ^ - M O D U L E S INDECOMPOSABLES. 

D é s i g n o n s par : 

S^ l ' e n s e m b l e S sur l e q u e l T ag i t t r i v i a l emen t , 

S^ l ' e n s e m b l e S sur l eque l T ag i t comme la mul t ip l ica t ion 

par - 1 

e t S S [ ( T > ] l u i - m ê m e . 

D ' ap rè s l e s r é su l t a t s de Re ine r , e x p o s é s par D . Duval dans [3], 

s i S = 2£ , ou ^ ( 2 p ) ' ^ Y A T R O I S S [ ( T ) ] -modules i n d é c o m p o s a b l e s , 

S j , S^ , Sg . Par cont re s i S = 2 2 ^ , i l n ' y en a que deux , à i s o m o r ­

phisme p r è s , S^ e t . 

IV. EXTENSIONS DES S [ ( T > ] - M O D U L E S PAR DES Q-MODULES. 

So i en t M un S ( T ) - m o d u l e , et M' un Q-module : c e sont en 

pa r t i cu l i e r deux S [ G ] - m o d u l e s . Une e x t e n s i o n M de M " par M' e s t d é ­

f inie par une su i t e e x a c t e de S [G] -modu le s : 

0 - M ' - M - M * - . 0 , 

qui e s t une su i t e s c i n d é e de S - m o d u l e s . 

Deux e x t e n s i o n s M^ e t M^ de M * par M' sont équ iva l en t e s 

s ' i l e x i s t e entre e l l e s un S [G] - i somorph i sme g t e l que l e diagramme suivant 

so i t commutat i f : 
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Chaque c l a s s e d ' é q u i v a l e n c e d ' e x t e n s i o n s e s t c a r a c t é r i s é e par un é lément 

e de H 1 ( G # T g ) , où T g = H o m g ( M 4 f

/ M ' ) sur l eque l G ag i t de la m a ­

nière su ivan te : 

Pour cons t ru i re un représen tan t de c e t t e c l a s s e d ' é q u i v a l e n c e , on 

munit la somme d i r ec t e de S-modules M* © M * d'une s t ructure de S [ G ] - m o -

du l e , à l ' a i d e d'un c o c y c l e X : G -> T d ' image e dans H ^ ( G , I C ) : 

g ( x , y ) = (gx + X (gy) ,gy) 
y 

pour tout g de G , tout x de M* et tout y de M * . 

IV. 1. C a l c u l de H ( G , T g ) , l o r sque M' et_ M sont i n d é c o m p o s a b l e s . 

PROPOSITION 4 . Pour S = Z2 / 0 N : 
(2p) 

H ^ G . H o m g i S ^ A ) ) - H1(GfHoms(S2Al-Q)A)) - { 0 } 

H 1 ( G / H o m s ( S 1 / ( l - a A ) ) - H ^ C H o m g i S ^ A ) ) - Z / p Z 

H ^ C H o m g C S ^ A ) ) - H 1 ( G / H o m s ( S 3 , ( l - C ) A ) ) - Z / p Z 

PJl^^- IËt^ 1 1 - : ^ e s t f a c i - l e de voir que chacun de c e s groupes 
2 

de cohomolog ie comporte 1 , p ou p é l é m e n t s . En e f f e t , l e sous -g roupe 

c y c l i q u e H = ( a ) e s t un sous -g roupe d i s t ingué de G , donc on peut c o n s ­

truire l a su i t e e x a c t e : 

o > H ^ G / H , ^ ) J^L> H ^ c T g ) J^£-> H V T g ) 

où T d é s i g n e l 'un des groupes d 'homomorphismes de l ' é n o n c é . On vér i f ie 
o 

que dans chacun des c a s , a ag i t sur T comme la mul t ip l ica t ion par Q 
H 

donc l ' e n s e m b l e des points de Tg f i x e s par H , Tg , e s t réduit à 0 , e t 

l a r e s t r i c t i on de H ^ C T J à H ^ H j T J e s t une i n j e c t i o n . Comme H e s t 
b b 

c y c l i q u e , c e dernier groupe s e c a l c u l e f ac i l emen t : 

H ^ H , ^ ) - K e r $ p ( a ) / ( l - a ) T g - T g / ( l - £ ) T g . 
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Lorsque M* e s t éga l à S ou S , T e s t un S[H]-module isomorphe 
1 Z b 

à M ' , donc H ( H , T C ) = Z / p Z . Lorsque M * vaut S _ , T C e s t S [ H ] -

b o o 

isomorphe à M' x M' , et l ' on ob t ien t **H ( H , T C ) = ( Z / p Z ) 2 . 
b 

C a l c u l o n s complè tement H 1 ( G , H o m (S ,A)) . Comme S 0 e s t un 
b là L 

S-module de rang 1 , H o m g ( S 2 , A ) e s t S- i somorphe à A ; l ' a c t i o n de a 

correspond à la mul t ip l ica t ion par Q , et c e l l e de T à l ' o p p o s é e de la 

c o n j u g a i s o n complexe ; notons Â c e t t e s t ructure de S [G] -modu le . Nous 

avons donc à déterminer H''"(G, A) . 

1 , ~x 
Soi t u un é lément de Z (G,A) : 

u(gg ' ) = gu(g ') + u ( g ) 

que l s que so i en t g e t g' dans G . Posons U(T) = a e t u(a) = 3 , 

et t r ansc r ivons l e s r e l a t i ons l i an t l e s généra teurs de G : 
2 

u ( T ) = 0 = T U ( T ) + U ( T ) = - a + a 

u ( a

2 ) = au(a) + u(a). = (£+1)3 . 

De proche en proche : 

uCa 1 ) = au ( a 1 " " 1 ) + u(a) = ( C ^ + C * " 2 + . . . + 1)0 . 

D o n c , quel que so i t 3 , u ( a P ) = 0 . 

U(CJT) = QU(T) + u(a) = £a + 3 

U(TCT P 1 ) = T U ( Q P 1 ) + U ( T ) 

= - ( £ p " 2 + . . . + 1)3 + a 

= CP + a . 

D o n c , l e s r e l a t i ons à vér i f ie r par a e t 3 s e résument en : 

(i) a - â = 0 

(ii) ( c - l ) a = £3 - 3 = ( £ - 1 ) 3 + P - P . 

Comme l ' i d é a l a u - d e s s u s de p , dans A , e s t p r inc ipa l , l a condi t ion (ii) 

impose à 3 de vér i f i e r 

3 - 3 6 ( C - D A . 
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Les é l émen t s 1 e t Q cons t i t uen t une A Q - b a s e de A ; posons : 

3 = X + m£ \ e t \x dans A Q 

3 = X + L I C . 

Donc : 

3 - 3 = n(c -c ) = M C ( c p _ 2 - D 

= u C ( C - D ( C p " 3 + - - - + 1) ' 

et ¡ 3 - 3 appar t ient toujours à ( £ - l ) A . D ' ap rè s ( i i ) , on obt ient l ' é g a l i t é : 

« - x + ^ c p - 1 - n e ( c p " 2 + c p " 1 ) 

= X + u c " " 1 - n C p _ 1 - u - X - n € A Q . 

Pour déterminer un c o c y c l e , i l suffit donc de s e donner s a va leur 3 en g : 

l ' é g a l i t é (ii) permet de c a l c u l e r a / qui vér i f ie toujours ( i ) . On obt ien t donc 

l e Z-homomorphisme : 

Z1(G/A) - A . 

1 ^ 

Un cobord v de B (G,A) e s t t e l qu ' i l e x i s t e un a £ A v é r i ­

f iant pour tout g de G 

v(g) = g. a - a . 

L ' image de a par un cobord e s t donc de la forme ( Ç - l ) a , e t l ' i somorphisme 

de Z 1 ( G / Â ) sur Â transforme B 1 ( G / A ) en ( l -Ç)A . D'où : 
H 1 (G,A) - Â / (1 -Ç)A - Z / p Z . 

On termine la démons t ra t ion , pour l e s au t res c a s , à l ' a i d e de c a l c u l s a n a l o g u e s . " 

PROPOSITION 5 . Supposons S = Z ( 2 p ) ' e t so i en t M' un 

Q-module i n d é c o m p o s a b l e , e t M * un S [ ' ( T ) ] - m o d u l e i n d é c o m p o s a b l e . Posons 

T c = H o m c ( M * , M ' ) . S i H 1 ( G / T Q ) n ' e s t pas nu l , t ou te s l e s e x t e n s i o n s de 

M * par M' cor respondant à des é l émen t s non nuls de H (G,Tg) sont des 

S [G] -modules i somorphes . 

Démonstrat ion^ : Soi t 3 un é lément non nul de ZS/p2£ ; comme 

Z / p Z e s t i somorphe à M ' / ( 1 - £ ) M ' , pour cons t ru i re une e x t e n s i o n M a s s o c i é e 
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à P , i l suffit de c h o i s i r un re lèvement p de P dans M' . L ' a c t i o n de 

G sur M e s t a lo r s déf in ie par : 

a ( a , b ) = (aa + bp , b) 

"H" 

pour tout a de M 1 e t tout b de M 

P r é c i s o n s l e s c a l c u l s dans l e même c a s par t i cu l ie r qu 'à l a propo­

s i t i on 4 . Les é l émen t s u = 1 + Q + . . . + Q 1 , pour 0 <. i ^ p - 2 , c o n s t i ­

tuent un s y s t è m e de r ep résen tan t s des c l a s s e s non nu l l e s de A modulo 
1/2 

( l - Ç ) A . I l en e s t de même pour l e s x.. = . Remarquons que s i 

l ' on c h o i s i t x . comme r ep ré sen t an t , l e c o c y c l e c o n s i d é r é donne la même 

image de a et de T , d ' après l a r e la t ion (ii) de la démonstra t ion p récéden t e . 

Cons idé rons donc l ' e x t e n s i o n correspondant à x ^ = 1 , e t 

l ' e x t e n s i o n 1VL correspondant à x i . D é f i n i s s o n s l e s deux S [ G ] - a u t o m o r p h i s -

mes su ivan t s : 

a) l a mul t ip l i ca t ion par x., dans M 1 , no tée x.. ; 

b) l ' i d e n t i t é dans M* , no tée . 

C e s automorphismes permettent l a cons t ruc t ion^d 'une app l i ca t ion 

( x . , 1 „ # ) de ]VL dans M, , qui e s t un S - i somorph i sme . Rela t ivement à 
i M 1 i 

l ' a c t i o n de G , on obt ien t : 

(x. , l M * ) [ a ( a , b ) ] = ( x , , l M * ) ( a a + b , b) 

= ( x ^ a + b x i , b) 

= a ( x 1 , l M * ) ( a # b ) 

( x i ' 1 M # ) ' " T ( a / b ) - ' = ( x ^ l M * ) ( T a + b # b ) 

= ( x ^ a + bx ,̂ , b) 

= T ( X / l M * ) ( a # b ) , 

c a r x^ e s t éga l à son con jugué c o m p l e x e . Donc tous l e s ]VL sont i s o m o r ­

phes à , comme S [ G ] - m o d u l e s . On procède de manière ana logue dans l e s 

au t res c a s . 
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Nota t ions : Lor squ ' i l e x i s t e une e x t e n s i o n indécomposab le de M * par M 1 , 

nous la noterons ( M 1 , M*) . • 

IV. 2 . E x t e n s i o n s i n d é c o m p o s a b l e s de modules d é c o m p o s a b l e s . 

Pour mettre en év idence de t e l l e s e x t e n s i o n s , rappelons l e r é s u l ­

ta t su ivan t , dû à Swan [5] : 

THEOREME I I . So ien t rr un groupe f in i , et R un anneau de 

Dedekind de c a r a c t é r i s t i q u e 0 . Supposons qu 'aucun d iv i seur de (TT| ne 

so i t une uni té de R . Alors tout module de type f in i , p ro j ec t i f sur R [ ^ ] , 

e s t la somme d i r ec t e d'un R[n]-module l i b r e , et d'un idéa l p ro j ec t i f I de 

R[rr ] . De p l u s , I e s t un REnJ-module i n d é c o m p o s a b l e , et rg I = rg R[TT] . 
R R 

Appliquons c e théorème au c a s où R e s t l ' anneau ^ ( 2 p ) ' e t 

où rr e s t un groupe diédral G . Le 2Z / r k x [G] -modu le i ndécomposab le o b t e -
(2p) 

nu, I , e s t de rang sur ^ ( 2 p ) ^ g a * ^ ^ p ' ^ n ' a ^ o n c p a s e n c o r e é t é 

c i t é . P r é c i s o n s dans la proposi t ion su ivan te : 

PROPOSITION 6. Lorsque S = Z ( 2 p ) ' 1 1 e x i s t e à i somorphisme  

près une s e u l e e x t e n s i o n i ndécomposab le de modules d é c o m p o s a b l e s , 

( A © ( I - Ç ) A , S 3 ) . 

P^I^Ji^I^^P- : L ' i d é a l I du théorème II e s t S [ G ] - p r o j e c t i f , donc 

S [G] - i somorphe à S [ G ] . Donc I 1 e s t isomorphe à O , c ' e s t - à - d i r e à 

A © ( l -Ç)A . Quant à I * , c ' e s t un module de rang 2 sur S ; en étudiant 

l ' a c t i o n de T / on vér i f i e que I * e s t isomorphe à S^ , donc 

I ^ ( A e ( l - c ) A , S J 
S [G] 6 

Vérif ier que (A © ( l - ç j A ^ e s t , à i somorphisme p r è s , l a s e u l e 

e x t e n s i o n i ndécomposab le de modules d é c o m p o s a b l e s , n é c e s s i t e des c a l c u l s 

longs et f a s t i d i eux que T o n pourra trouver dans [4]. 
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THEOREME I I I . Soi t h l e nombre de c l a s s e s de A . I l e x i s t e , 

à i somorphisme p r è s , 7h + 3 Z [ G ] - m o d u l e s i n d é c o m p o s a b l e s . S i { S L } , 

pour 1 < i < h , d é s i g n e un s y s t è m e de r ep résen tan t s des c l a s s e s de A , 

on peut l e s éc r i r e comme sui t : 

â l . A , ( l - ç ) a i . A 
i ^ i 

S l ' S 2 ' S 3 

( 2 I , A , S 2 ) , ( ( l - ç ) 2 1 . A , S x ) , ( S U . A ^ g ) 

( ( I - C ^ . A ^ ) * ( ^ A e ( I - C ) A / S 3 ) . 

n^onstration_ : Les r é s u l t a t s des paragraphes II e t III donnent l e s 

2h + 3 modules SI .A , ( l - ç ) 2 l , A , S , , S 0 e t S 0 . Il r e s t e donc à dénombrer 
i ^ i 1 l 3 

l e s e x t e n s i o n s i n d é c o m p o s a b l e s M d'un 2 2 [ ( T ) ] - m o d u l e non t r iv ia l M* par 

un a -module non t r iv ia l M 1 . 

D ' ap rès l e théorème I , s i M e s t 2Z[G]- indécomposab le , 

M 2 p = Z ( 2 p ) ®Z M e S t * ( 2 p ) [ G ] - i n d é c o m p o s a b l e . Posons = Z ( 2 p ) ^ M' , 

e t M * = Z / n x ® L _ M * . De la su i t e e x a c t e 
2p (2p) 22 

( a ) 0 - M' - M -> M * - 0 

on déduit l a su i t e e x a c t e 

(3) 0 - M " -> M . - M * - 0 . 

2p 2p 2p 

Donc M 0 e s t une e x t e n s i o n de M * par M* . Les Z / 0 , [G] -modu le s 
2p 2p 2p (2p) 

i n d é c o m p o s a b l e s sont énumérés dans l e s propos i t ions 5 et 6 . Etudions la 

première é v e n t u a l i t é : 

M * = ( I , J ; comme rg M * = rg M * , 
2p (2p) 1 Z ( 2 p ) 2 p 2 2 

et que l ' a c t i o n de T e s t l a même pour l e s deux modu les , n é c e s s a i r e m e n t 

M * = . 

M' = ( l - r ) A N ; donc M' e s t un a -module de rang sur 2Z éga l 
2p * Zp 

à p - 1 : c ' e s t un idéa l ambige de A , de la forme ( l -ç )a i .A . 
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On obt ient a i n s i , pour chaque [G]-module indécomposab le 

obtenu comme e x t e n s i o n de M* par M' , M * et M' non t r i v i aux , h 

TL [G]-modules i n d é c o m p o s a b l e s . • 

V. A PROPOS DU THEOREME DE KRULL-SCHMIDT. 

On trouve dans [4 ] la démonstra t ion du théorème de Krul l -

Schmidt sour l a forme su ivan te : 

THEOREME IV. Dans toute décompos i t ion d'un tel-module 

Mp en somme d i rec te de modules i n d é c o m p o s a b l e s , l e s fac teurs sont d é t e r ­ 

minés de manière unique par M^ , à un % ^ [G]- i somorphisme p r è s , et à  

l 'ordre des fac teurs p r è s . 

Lorsque S = ou 2 2 ^ , l e s paragraphes II e t III donnent 

l e s a -modules i n d é c o m p o s a b l e s , a i n s i que l e s S J ( T ) | - m o d u l e s i n d é c o m p o s a b l e s . 

Une étude ana logue à c e l l e condui te au paragraphe IV donne l e s e x t e n s i o n s 

qui sont S [ G ] - i n d é c o m p o s a b l e s . D r e s s o n s un t ab l eau dans la première c o l o n ­

ne duquel figurent l e s 2 Z / n x [ G ] - m o d u l e s i n d é c o m p o s a b l e s . La deuxième c o l o n -
(2p) 

ne donne l e s l o c a l i s é s en p de chacun d ' e u x , e t la t r o i s i ème l e s l o c a l i s é s 

en 2 . 



(~(2p)) 1 (~(p)) 1 

(~(2p))2 (~(p)) 2 

(~(2P))3 (~(p)) 1 œ (~(p)) 2 

A2p A 
p 

(1-Ç)A2p ( l-C)A 
p 

(A2p ' (~(2P))2) (Ap ' (~(p))2) 

((l-Ç)A2P ' (~(2p)) 1) ((l-ç)Ap , (~(p)) 1) 

(A2p ' (~(2p))3) (Ap ' (~(p))2) œ (~(p)) 1 

((l-Ç)A2P ' (~(2p))3) ((1-Ç)Ap 1 (~(p)) 1) œ (~(P))2 

(A2p œ (l-Ç)A2p ' (~(2p))3) (Ap ' (~(p))2) œ((l-ç)Ap ' (~(p)) 1) 

Considérons alors les ~[G]-modules : 

M = (A $ (l-ç)A, 8 3) œ 8 1 œ 8 2 

et N = (A,8 2) œ ((l-ç)A,8 1) $ 83 . 
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(~(2}) 1 

(~(2)) 2 

(~(2)) 3 

A2 

(1-Ç)A2 

A2 œ (~(2)) 2 

(1-ç)A2 œ (~(2))1 

A2 œ (~(2))3 

(l-ç)A2 œ (~(2)) 3 

A2 œ (l-Ç)A2 œ(~(2))3 

Leurs localisés en p et en 2 sont isomorphes. Ils sont donc ~ [G ]-isomor­

phes. (cf. [1]) 

Conclusion: Même dans le cas où h = 1 , la décomposition d'un 

~[G]-module en somme directe de modules indécomposables n'est pas toujours 

unique. 

-0-0-0-
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