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Séminaire de Théorie des Nombres VII - 1
28 février 1974

Grenoble

REPRESENTATIONS ENTIERES

DE CERTAINS GROUPES FINIS

- 3e partie -

REPRESENTATIONS ENTIERES DES GROUPES DIEDRAUX D'ORDRE 2p

par Nicole MOSER

I. INTRODUCTION.

Soit G un groupe diédral d'ordre 2p , p nombre premier im-
pair ; il est défini par deux générateurs o et 1 , liés par les relations :

2 -
"r=op=1 et TO=O'1’T.

Dans cet exposé, nous allons donner la classification des Z[GJ]-modules sans
torsion et de type fini sur Z , établie par M., P. Lee dans [4], en utilisant
une méthode de démonstration plus synthétique, ol le foncteur Ext est rem-

placé par le foncteur H1 . Nous utiliserons le théoréme suivant dd a Reiner

(cf. L. Bouvier [1]) :

THEOREME 1. Soit M un Z[Gl-module, sans torsion et de type

fini sur Z . Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

a) M est Z[G]-indécomposable ;

b) M Z ®., M est Z, [Gl-indécomposable.

2p ~ “(2p) "Z (2p)
( %(Zp) est le localisé de Z en 2p ).
Notations : Pour toute la suite, S désignera soit Z , soit 1'un des locali-

o By o Zgy
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X) = 14X+...+x271

Posons : epp
¢ : une racine primitive p-iéme de l'unité
A = slc]
K = Q@
Ko : le sous-corps de K fixe par
Ay, = ANKJ
h : le nombre de classes de Ao

Désignons par @ le A-module Alr] , muni du produit défini par :

T AT = Ny AT
ou les xi sont des éléments de A , et les )—\i les conjugués complexes
des xi . Ainsi @ posséde une structure d'algébre, que l'on peut prolonger
en structure de S[G]-module, en définissant l'action de ¢ comme la multi-
plication par ¢ . Il est clair que l'application

o : S[G] > a

0 —>

T S S, S

se prolonge en S[G]-homomorphisme surjectif, de noyau @p(o)S[G] . Donc @

et S[G]/ép(o)S[G] sont des S[Gl-modules isomorphes.

Soit M un S[Gl-module, sans torsion et de type fini sur S .

Posons :
M' = {me M \@p(g)m=0}

#*
On peut considérer M' comme un O@-module. Quant au quotient M = M/M' ,
il est annulé par o-1 ; donc sa structure en tant que S[G]-module est déter-
minée par celle de S[(r)]-module. La classification des S[Gl]-modules s'étudie

donc en trois étapes :
a) détermination des @-modules indécomposables ;
b) détermination des S[{(7)]-modules indécomposables ;

c) détermination des extensions indécomposables d'un S[¢r)]-module

par un @g-module.
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11, DETERMINATION DES G-MODULES INDECOMPOSABLES.

Donnons d'abord la définition suivante

DEFINITION. Soient B un anneau unitaire, et C un sous-
anneau de B . Un B-module est dit irréductible relativement a8 C s'il
ne contient pas de sous-B-module non trivial facteur direct en tant que
(*-module,

PROPOSITION 1.

Tout @-module indécomposable est irréductible
relativement & A .

La démonstration de cette proposition nécessite un lemme

LEMME, Tout g-module gqui est A-projectif est aussi Q-projectif,

Démonstration du lemme : Soit M

un g-module qui est projectif
Désignons par j : A

l'injection canonique de
est libre et de type fini sur A

sur A .

A dans @ .
Comme @

, Mj =0 D M est Q-projectif.
(cf. Cartan-Eilenberg, prop. 6.1 [2]). Considérons alors la suite exacte

0 - Ker g - M, = M- 0
) g
ol g est l'application de M,

dans M définie par :

glhhem) = Am
pour tout A de @ et tout m de M .
On vérifie facilement que l'application  f : M - Mj
mp——> 1®

=m + T ®—L_Tm
¢+¢ C+¢
est une section de g . Donc M

s

facteur direct d'un module Q@-projectif,
est g-projectif. m

Démonstration_de la_proposition 1 : Soit M un g-module, et
soit N un sous g-module non trivial, facteur direct de M

en tant que A-
module. Comme A est un anneau de Dedekind, N

est sans torsion et de
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type fini sur A , donc il est A-projectif. D'aprés le lemme, N est Q-pro-
jectif : c'est un facteur direct de M en tant que qg-module, et M n'est

pas un @-module indécomposable, n

PROPCSITION 2. Tout g-module irréductible par rapport &8 A

est isomorphe & un idéal ambige de A/AO .

Démonstration : Considérons l'algébre a = Ko ®A a : elle est
_____________ o
isomorphe & 1'algébre de matrices imz(Ko) , donc c'est une algébre simple et

N

centrale, et tous les Q-modules simples & gauche sont isomorphes ; parmi

ceux-ci se trouve K{1+7)

Donc tout @-module irréductible par rapport & A est un A-module

de rang 1 , invariant par T : il est isomorphe a un idéal ambige de A/Ao .

PROPOSITION 3. Deux idéaux ambiges de A/AO sont Q-isomorphes

si et seulement si 1l'un est produit de 1l'autre par un élément de Ko

Démonstration : Deux idéaux @-isomorphes sont A-isomorphes, donc

dans la méme classe d'idéaux de A ., Le coefficient multiplicatif doit &tre in-

variant par 1 . ®
Conclusion : Dans A/AO , il v a au plus un idéal ramifié, celui
au-dessus de p . Donc les idéaux ambiges sont les étendus des idéaux de

Ao , et leur produit par 1-C

Si S est l'un des localisés Z(Z) ' Z(p) » OU Z(zp) ! o

principal. Il v a donc deux g-modules indécomposables, A et (1-C)A .
Si S =% , soient h le nombre de classes de AO , et
s . A . , .
{mi}lsish un systéme de représentants des classes de ° A isomorphisme
prés, il y a 2h (@-modules indécomposables :

YA et (1—g)9,IiA avec l1<isgh .
Tout g-~module est donc isomorphe a une somme directe :

4 A@®...08 A (1-0)¥;, Ao... ® (1-0)u, A
Y ® x ¢ k+1 ¢ le+e

A est
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~

ou les indices ij appartiennent a l'ensemble {1,...,h} . Il est caracté-

risé, & isomorphisme prés, par les entiers k et ¢ , et la classe dans

A k+¢
Ao de 1'idéal .H Mi_ .

=1 )

III. DETERMINATION DES S[¢r)]~-MODULES INDECOMPOSABLES.

Désignons par :

S1 I'ensemble S sur lequel + agit trivialement,

S2 l'ensemble S sur lequel 1 agit comme la multiplication
par -1

et S, Sl¢ry] lui-méme.

D'aprés les résultats de Reiner, exposés par D. Duval dans (3],

si S =%, Z(Z) ou Z(Zp) , il vy a trois S[¢1)]-modules indécomposables,
S1 , S2 , S3 . Par contre si S = Z(p) , il n'y en a que deux, & isomor-
phisme prés, S1 et S2

IV. EXTENSIONS DES S[(r)]-MODULES PAR DES @-MODULES.

Soient M* un S{ty-module, et M' un @g-module : ce sont en
particulier deux S[G]-modules. Une extension M de M* par M' est dé-
finie par une suite exacte de S[Gl]-modules :

0- M -M->M*>0,

qui est une suite scindée de S-modules.

Deux extensions I\/I1 et M2 de M* par M' sont équivalentes

s'il existe entre elles un S[G]-isomorphisme B tel que le diagramme suivant

soit commutatif :

0——>M'—>M1——>M —> 0
v \
0 —s M' —> M, — > M¥ —> 0
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Chaque classe d'équivalence d'extensions est caractérisée par un élément

¢ de Hl(G,TS) , ol TS = Hom_(M*,M') sur lequel G agit de la ma-

S
niére suivante :

g: T, ——> T

S S

t —— gtg_1 . (cf. 3D

Pour construire un représentant de cette classe d'équivalence, on
munit la somme directe de S-modules M' @ M¥* d'une structure de S[GJ-mo-

dule, a l'aide d'un cocycle X : G - TS d'image ¢ dans Hl(G,TS)
glx,y) = (gxﬂg(gy),gy)

3*
pour tout g de G , tout x de M' ettout y de M

IV. 1. Calcul de Hl(G,TS) , lorsque M' et M* sont indécomposables.

PROPOSITION 4. Pour S = Z(Zp)
Hl(G,HomS(Sl,A)) o~ Hl(G,HomS(Sz,(l—g)A)) ~ {0}
Hl(G,HomS(Sl,(l—Q)A)) ~ Hl(G,HomS(Sz

HI(G,HomS(SB,A)) -~ Hl(G,HomS(S3,(1—g)A)) ~ Z/p%

,A)) ~ Z/pZ

Démonstration : Il est facile de voir que chacun de ces groupes

2 .,
de cohomologie comporte 1 , p ou p éléments. En effet, le sous-groupe
cyclique H = (o) est un sous-groupe distingué de G , donc on peut cons-

truire la suite exacte :

H Inf

0 > Hl(G/H,TS) >ula,t) RS gl

)

S S
ol TS désigne 1'un des groupes d'homomorphismes de l'énoncé. On vérifie

que dans chacun des cas, ¢ agit sur T comme la multiplication par ¢

S i
donc l'ensemble des points de TS fixes par H , Tgl , est réduit 8 0 , et
la restriction de Hl(G,TS) a Hl(H,TS) est une injection. Comme H est
cyclique, ce dernier groupe se calcule facilement :

1
H(H,Tg) =~ Kerép(c)/(l 0)Tg = To/(1-0)Tg .
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Lorsque M* est égal & S ou S, , T est un S[H]-module isomorphe

1 1 2 S
a M' , donc H (H,TS

) = Z/pZ . Lorsque M¥* vaut 83 . TS est S[HI-
isomorphe & M' x M' , et l'on obtient a.Hl(H,T

) = &/v2)* .

Calculons complétement Hl(G,HomS(Sz,A)) . Comme S2 est un

S-module de rang 1 , HomS(SZ,A) est S-isomorphe & A ; l'action de ¢

correspond a la multiplication par ( , et celle de 1 & l'opposée de la
conjugaison complexe ; notons A cette structure de S[G]-module. Nous
avons donc & déterminer HI(G,A)
Soit u un élément de Z(G,A)
u(gg') = qulg') + ulg)
quels que soient g et g' dans G . Posons u(T) =a et ulg) = 8,

et transcrivons les relations liant les générateurs de G

0 = Tu(T) +ulT) =-q + a

ou(o) +ulo) = (¢+1)8 .

ot
—_
=1

il

o
a
I

u(or) = oulr) +ulo) = Co + B

Pl = ru@Ph + uln)
(P 2+, + 1B +a

B +a .

tu(o

Donc, les relations a vérifier par ¢ et B se résument en :

i) a-a=0

(B-8=1(-1)B+8B-8.

(i)  (¢-Da

Comme 1'idéal au-dessus de p , dans A , est principal, la condition (ii)

impose & B de vérifier

B-B € (c-1A .
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Les éléments 1 et ( constituent une Ao—base de A ; posons :

B=xt+tul XetudansAo

B = n+ul .
Donc :

w(E-0) = uclc® %)
ucle-D(cP3+...+1)

™
|

w™
I

et B - g appartient toujours & (c-1)A . D'aprés (ii), on obtient 1'égalité :

p-2 + p- 1)

-1
o = h+ul®T - (P
= + p_l - p—l - = - A

At ug ue W= A-uEA .

Pour déterminer un cocycle, il suffit donc de se donner sa valeur B en ¢
1'égalité (ii) permet de calculer ¢ , qui vérifie toujours (i). On obtient donc
le Z-homomorphisme :

zlc.h) =~ & .

Un cobord v de Bl(G,ﬁ) est tel qu'il existe un a ¢ A véri-
fiant pour tout g de G

vig) = g.a-a .

L'image de o par un cobord est donc de la forme (¢{-1)a , et l'isomorphisme

de Zl(G,fX) sur A transforme Bl(G,.//i) en (1—g)21: . Dol :
51(G,3) ~ A/(1-0& ~ Z/p% .

On termine la démonstration, pour les autres cas, & l'aide de calculs analogues.®

PROPOSITION 5. Supposons S = Z , et soient M' wun

(2p)
@-module indécomposable, et M" un S[¢ty]-module indécomposable. Posons
TS = HomS(M*,M') . Si Hl(G,TS) n'est pas nul, toutes les extensions de

M* par M' correspondant & des éléments non nuls de Hl(G,TS) sont des

S[G]-modules isomorphes.

Démonstration : Soit é un élément non nul de Z/pZ ; comme

Z/pZ est isomorphe & M'/(1-¢)M' , pour construire une extension M associée
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a é , 11 suffit de choisir un relévement B de 5 dans M' ., L'action de
G sur M est alors définie par :
ola,b) = (ca+bB,Db)

pour tout a de M' et tout b de M

Précisons les calculs dans le méme cas particulier qu'a la propo-

sition 4. Les éléments u, = 1+¢ +... +g1 , pour 0 <i< p-2 , consti-
tuent un systéme de représentants des classes non nulles de A modulo

- 2
(1-¢)A . Il en est de méme pour les x, = |uiui|1/ . Remarquons que si

1'on choisit x, comme représentant, le cocycle considéré donne la méme

image de o et de «+ , d'aprés la relation (ii) de la démonstration précédente.

Considérons donc l'extension M1 correspondant a x1 =1, et
1I'extension Mi correspondant a X, . Définissons les deux S[Gl-automorphis-

mes suivants

a) la multiplication par X, dans M' , notée X,
b) 1'identité dans M¥ , notée lM* .
Ces automorphismes permettent la construction.d'une application

(xi,l ) de M, dans I\/Ii , qui est un S-isomorphisme. Relativement &

m* 1
l'action de G , on obtient :

(¢, , 1 )[o(a,b)] = (x;, 1y #) (0a+b , b)

(x,0a + bx, , b)
1 1

M*

o, 1,4 (., b)

(%, Ly [r(@,b)] = (x;, 1) 9 (ra+b,b)

(x,Ta+bx, , b)
i i

T(xil lM*) (alb) ‘

car xi est égél a son conjugué complexe. Donc tous les I\/Ii sont isomor-

phes a 1\/[1 , comme S[G]-modules. On procéde de maniére analogue dans les

autres cas.
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Notations : Lorsqu'il existe une extension indécomposable de m* par M' ,

nous la noterons (M',M%) , =

Iv.2. Extensions indécomposables de modules décomposables.

Pour mettre en évidence de telles extensions, rappelons le résul-

tat suivant, dd & Swan [5] :

THEOREME IlI. Soient 1™ un groupe fini, et R un anneau de

Dedekind de caractéristique 0 . Supposons gu'aucun diviseur de \n\ ne

soit_une unité de R . Alors tout module de type fini, projectif sur R[W],

est la somme directe d'un R[m]-module libre, et d'un idéal projectif I de

Rlr] . De plus, I est un Rlwl-module indécomposable, et rg

gl = rgRR[ﬂ] )

Appliquons ce théoréme au cas ol R est l'anneau %(Zp) , et

oi T est un groupe diédral G . Le % [G]-module indécomposable obte-

(2p)
nu, I , est de rang sur Z(Zp) égal & 2p ; il n'a donc pas encore été

cité. Précisons dans la proposition suivante :

PROPOSITION 6. Lorsque S = %(Zp) , il existe & isomorphisme

prés une seule exiension indécomposable de modules décomposables,

(A @ (1-¢)A,8),)

3

Démonstration : L'idéal I du théoréme II est S[Gl-projectif, donc

S[Gl-isomorphe & S[G] . Donc I' est isomorphe & @ , c'est-a-dire &
A @ (1-¢)A . Quant a I* , c'est un module de rang 2 sur S : en étudiant

l'action de 1 , on vérifie que I* est isomorphe & S3 , donc

I = (A@ (1-¢)A,S,)

s [G] 3

i

Vérifier que (A @ (1-¢)A,S est, & isomorphisme prés, la seule

3
extension indécomposable de modules décomposables, nécessite des calculs

longs et fastidieux que l'on pourra trouver dans [4].
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THEOREME 1III. Soit h le nombre de classes de AO . 1l existe,

4 isomorphisme prés, 7h+ 3 Z[Gl-modules indécomposables. Si {Qli} .

our 1 <i < h , désigne un systéme de représentants des classes de A ,

o)
on peut les écrire comme suit :
4A o, (1-0uA
S1 . S2 , S3
- 9 -
((1-gu,A,8.) , (Ae (1-0)A,S,)
]_D_ézn_o_rls_tfgt_i_op_: Les résultats des paragraphes II et III donnent les
2h+3 modules QIiA , (l—g)miA s S1 , Sz et 83 . Il reste donc & dénombrer

les extensions indécomposables M d'un Z[(¢r)]-module non trivial M* par

un @g-module non trivial M!'

D'aprés le théoréme I, si M est Z[G]-indécomposable,

sz = %(Zp) ®y M est Z’(Zp) [G]-indécomposable. Posons sz = Z(Zp) O M
# - % ;
et sz Z(Zp) ®Z M* , De la suite exacte
(o) 0 - M > M o> M¥* - 0
on déduit la suite exacte
- 1 - - M* - .
(B 0 sz sz 2p 0
Donc sz est une extension de M"Z*p par M'zp . Les Z(zp)[G]—modules

indécomposables sont énumérés dans les propositions 5 et 6 , Etudions la

premiére éventualité :

) M¥* =

rg rg,, M¥ ,

comme

3# = .
MZp g 1’

(2p)
et que l'action de Tt est la méme pour les deux modules, nécessairement

M¥* = (Z)1 .

M'zp = (1—g)A2p ; donc M' est un g-module de rang sur Z égal

& p-1 : c'est un idéal ambige de A , de la forme (1—g)zuiA .
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On obtient ainsi, pour chaque Z( )[G]—module indécomposable

2p
obtenu comme extension de M¥ par M' , M¥ et M' non triviaux, h

Z [G]-modules indécomposables., =

V. A PROPOS DU THEOREME DE KRULL-SCHMIDT,

On trouve dans [4] la démonstration du théoréme de Krull-

Schmidt sour la forme suivante :

THEOREME IV. Dans toute décomposition d'un Z(p) [G]-module

Mp en somme directe de modules indécomposables, les facteurs sont déter-

minés de maniére unique par Mp , &4 un Z(p) [G]-isomorphisme prés, et &

1'ordre des facteurs prés.

Lorsque S = Z ou Z(p) , les paragraphes II et III donnent

(2)
les @-modules indécomposables, ainsi que les SETS]—modules indécomposables.
Une étude analogue & celle conduite au paragraphe IV donne les extensions

qui sont S[G]—indécomposables. Dressons un tableau dans la premiére colon-

ne duquel figurent les Z( )[G]—modules indécomposables. La deuxiéme colon-

2p
ne donne les localisés en p de chacun d'eux, et la troisiéme les localisés

en 2
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Zam) 1 Z )1 Z 51
(Z(Zp))z (Z(p))z (Z(Z))z
203 Zio)1© E (), Z(2)3
AZp Ap AZ
(1—g)AZp (1—g)AlO (1—g)A2
By, @), a . @), A, @y,
(108, L @y ) (1-0A L @) (1-08, ® (2 )
(AZp ' (Z(Zp))3) (Ap ' (Z(p))z) ® (Z(p))l Ay ® (Z(Z))3
(1-0R, . @, ) | (08 L @ ))e @ ), | (1-08,0@,),
(B, @ (1-0A, L (@, ) | B, (& ))e((1-0A, L @) )| A0 (1-08,0(Z ),

Considérons alors les Z[GJ]-modules :

M ) ® S

(A® (1-¢)A, S ® 5,

3
(a,8,) ® ((1-¢)A,S

1
)@83.

et N 1

Leurs localisés en p et en 2 sont isomorphes. Ils sont donc Z |G l-isomor-

phes. (cf. [1])

Conclusion : Méme dans le cas o h =1 , la décomposition d'un

Z|[GJ]-module en somme directe de modules indécomposables n'est pas toujours

unique.

-0-0-0-
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