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7 février 1574

Grenoble
REPRESENTATIONS ENTIERES
DE CERTAINS GROUPES FINIS
- lére partie -
PASSAGE DU CAS LOCAL AU CAS GLORAL
par Lyliane BOUVIER
Introduction.

Chercher des représentations d‘un groupe fini G sur un anneau
intégre R , c'est chercher & représenter G & l'aide de matrices a
coefficients dans R ou encore chercher des R [G]-modules libres de
type fini sur R . Or la plupart des théorémes démontrés pour les re-
présentations de G sur un corps ne sont plus vrais lorsque R n'est
pas un corps, méme dans le cas ou R est un anneau principal. Et
notamment, il existe des R [G]-modules réductibles (i.e. tels que le
K [G]-module K®RM posséde un sous-K[G]-module strict non trivial,

K étant le corps des fractions de R , ou encore tels que M posséde

un sous-R[3]-module non trivial dont le rang sur R est strictement in-

férieur au rang de M) qui sont indécomposables (i.e. tels qu'on ne puis-

se les écrire comme somme directe de deux de leurs sous-R [G]-modules).

Afin de connaitre les différentes représentations de G sur R ,
on est amener & chercher les R [G]-modules, libres de type fini sur R ,
indécomposables et distincts & R [G]-isomorphismes prés. Dans certains

cas, il peut y en avoir une infinité ; en effet A. Jones cf. [4] ainsi que



S.D. Berman-cf. [1} ont démontré le théoréme suivant :

"Le nombre de % [G]-modules indécomposables non Z [G]-iso-
morphes est fini si et seulement si, pour chaque nombre premier
p divisant l'ordre de G , chaque p-sous-groupe de Sylow est
cyclique et d'ordre inférieur ou égal & p2 ",

Nous allons, ici, nous intéresser plus particuliérement a la
détermination des R [G]-modules indécomposables lorsque G est le
groupe cyclique d'ordre premier p ou le groupe diédral d'ordre 2p ,

p premier impair, et lorsque R est égal @& Z ou & Zp . La recher-
che des RI[G]-modules indécomposables étant relativement plus simple
dans le cas local, nous allons établir une relation entre les Z [G]-modules
indécomposables et les Zp [G]-modules indécomposables : ce sera le but

de cette premiére partie,

Notations.
Soient G un groupe fini d'ordre n et I 1'ensemble des nom-
bres premiers distincts qui divisent n . Si n appartient &8 I et si M

est un Z [G]-module, on note :

Z(p) = {% avec aetb dans Z et (b,p) =1}
Z,.. =N Z
I i
@ = e
Zp = Je complété de Z(p)
Qp = le complété de @ pour la valuation p-adique
M = Z, M =2Z M
® = “p () %2
M = Z,. M =%Z M
(1) (1) (1 %z
M =

Z M =% M' ol M' est un Z, ,[G)-module.
p p®Z( o est o (p)[]

On peut considérer M comme un sous-module de M(p) ou de M(I) en

P p)

identifiant M est 1®ZM
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N.B. Tous les Z[G] (resp. Z(p) [G], resp Z(I) [G], resp %p[G])—modules
considérés par la suite sont libres de type fini sur Z (resp. Z(p) ,
resp 4 , resp %

P Z g esp p)

I - PRELIMINAIRES.

1. Extensions de modules.

Soient A un anneau commutatif unitaire et X et Y deux A[G]-

modules libres de type fini sur A .

On dit qu'un A[G]-module L est une extension du A [G]-module

par le A[G]-module X si la suite
0 - X - L - Y - 0

est exacte comme suite de A[G]-modules et scindée comme suite de A-

modules.

On dit que deux extensions L et L' du A[G]-module Y par le

A [G]l-module X sont équivalentes s'il existe un A[Gl-isomorphisme §

de L sur L' tel que le diagramme suivant soit commutatif :

0 - X - L - Y - 0
Lid X vid

On peut remarquer que c'est bien une relation d'équivalence et qu'elle
est "plus forte" que la relation "étre A[G]-isomorphe". L'ensemble des

. L . 1
classes d'équivalence ainsi obtenues est noté Ext (Y,X)

PROPOSITION 1. Etant donné deux A[G]-modules libres et de

1 1
type fini sur A , il existe une bijection de Ext (Y,X) sur H (G,T)

avec T = HomA(Y,X)

En effet, soit L une extension du A[G]-module Y par le A[G]-

module X , comme A-module L = XxXY . L'action d'un élément g de G

Y



sur un élément (x,y) de L est définie par

g.(x,y) = g.(x,0) + g.(0,y)
car L est un A[G]-module. Or g.(x,0) = (g.x,0) car X peut &tre
considéré comme un sous-A[G]-module de L et g.(o,y) = (Agy,g.y)
ol /\g est un élément de T car L/X est isomorphe & Y comme

A [G]-module.

Posons )‘g = /\gog , Xg appartient aussi @ T . On obtient
alors g.(x,y) = (g.x +ng'y,g'}’) . Si g et g appartiennent & G ,
la condition gg'.(x,y) = g.[g'.(x,y)] équivaut & >‘gg' = gkg.g'l +Ag -

On munit T d'une structure de A[G]-module en posant, pour
tout (g,t) dans GXT , g.t = gtg‘1 . Alors l'application N de G
dans T définie par \(g) = Ag est un élément de 2z!(G,T) , car
rgg') =g.x(g") + x(g)

~ z o 1
Réciproquement, & tout élément )\ de Z (G,T) correspond une

suite exacte de A[G]-modules scindée sur A :
6 - X - L - Y - 0,

il suffit de munir le A-module L = XXY de la structure de A[G]-

module définie par, (g,(x,y)) € GxL ,
g.(x,y) = (g.x+\(g)g.v.9.y)

Considérons maintenant deux extensions équivalentes L et L'
et soit & le A[G]-isomorphisme qui rend le diagramme suivant commu-

tatif

Comme précédemment on montre qu'il existe t € T tel que

$(x,y) = (x+ty,y) . Alors ¢ lg.(x,y)] = g.[8(x,y)] équivaut a

Ag) - A'(g) = gtg'l—t ou encore (A-\')(g) = (g-1).t , en désignant par
A (resp ') 1'élément de Zl(G,T) qui correspond & L (resp L') . On

voit donc que A-\' appartient a Bl(G,T) . Réciproquement, si A-\'



V -5
. < 1 . 1 . .
appartient & B (G,T) , c'est-a-dire, s'il existe t € T tel que pour
tout g€ G, (A-A'Mg) = (g-1).t , alors L et L' sont deux extensions
équivalentes de Y par X ; il suffit de définir & par & [(x,y)]=(x+y,v).

Ceci termine la démonstration de la proposition II,1.

Remarque 1.1: On peut munir Extl(Y,X) d'une structure de groupe
de telle sorte que la bijection vue précédemment de Extl(Y,X) sur

1
H (G,T) soit un isomorphisme. On obtient alors la proposition suivante

PROPOSITION 1.1'. Les groupes Extl(Y,X) et Hl(G,T) sont

isomorphes.

Remarque 1.2: La classe neutre de Extl(Y,X) (ou encore 1'élément
1
neutre de H (G,T)) correspond aux extensions L de Y par X telles
que la suite

0 - X - L - Y - 0

soit scindée comme suite de A[G]-modules. Pour le voir, il suffit de
considérer l'extension L qui correspond au cobord nul dans Bl(G,T) ;
alors pour tout g € G et tout (x,y) € L , g.{x,y) = (g.x,9.vy)
Et réciproquement, si L est une extension de Y par X telle que
la suite

0 - X - L - Y - 0
soit scindée comme suite de A[G]-module, alors la classe de L est

1'élément neutre de Extl(Y,X)

Par conséquent, pour qu'une extension L de Y par X soit un
A [G]-module indécomposable, il faut que L n'appartienne pas a la clas-
i1z 1 .
se neutre de thl(Y,X) ou encore que l'élément de H (G,T) qui cor-

respond & L ne soit pas 1'élément neutre.

2. Localisation dans les groupes de cohomologie. (rédigé avec 1'aide

précieuse de R, Gillard).

a) Un lemme : Soient A un anneau commutatif unitaire, B un

anneau commutatif contenant A et qui soit plat comme A-module. Soit M



un A[G]-module de type fini sur A . On va comparer les groupes de

cohomologie de M et de B®AM (B®A

G-module grace a l'action de G sur M),

M étant considéré comme un

Les groupes de cohomologie Hi(G,I\/I) sont définis pour i > 0
i+
-cf [5], chap.ViI, §2 et 3- a l'aide d'applications de G 1 dans G
qu'on prolonge par Z-linéarité. Si on prolonge par A-linéarité (M est
i+1

un A-module) on obtient des éléments de Hom (a[G] ,M) . La

AlG]
formule (*) de [5] chap.VII §3, fournit par prolongement A-linéaire une
famille d'applications de A[G:]H—1 dans A[G]' (pour i = 0). Ceci

fournit un complexe (c) :

dy 2
(c) 0 - HomA[G](A[G],M) > HomA[G](A[G] M) -
i d; i+l dj4q
- HomA[G](A [G]',M) = HomA[G](A [G] , M) S

~

Il est clair. que le jeme

groupe d'homologie ker di+1/Im di = Hl(c)
de ce complexe n'est autre que Hl(G,M) . En particulier, ce groupe

est un A-module.

On peut naturellement faire la méme construction pour le B-module

MB = B®AM . La cohomologie de ce module se déduit donc de 1'homologie
du complexe (c') formé par les modules
i
Homy (Gl (B [G] ’MB)

D'autre part, on a pour chaque 1 wun isomorphisme canonique de

Hom (B [G]l,MB) sur Bg. Hom (A [G]l,M) . L'homologie du complexe

B [G] A A[G]
(c') est donc donné par les groupes B®AH1(C) (B étant A-plat,
l'extension des scalaires & B par produit tensoriel préserve les suites
exactes donc en particulier les noyaux, conoyaux et images). D'ol le

lemme :

LEMME. Pour chaque i=0 , Hl(G,B® M) est isomorphe a

. A
B®AH1(G,M)

Notons de plus que 1l'application canonique de Hl(G,M) dans
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B®AH1(G,M) correspond & l'application de Hl(G,M) dans Hl(G,B®AM)

donnée par l'application canonique de M dans B®AM .

b) Application & la localisation : Premons A =Z et B =1Z .

On sait que Z(p) est un Z-module plat. Donc si M est un Z-module

de type fini, on a la proposition suivante :

)

PROPOSITION 1.2. Hl(G,M)(p) est isomorphe & Hi(G,M(p)

D'autre part, Hl(G,M) est un Z-module de torsion (annulé par
Card G) et de type fini (comme M). On a donc la décomposition suivante,

ou les pj sont des nombres premiers et les n des entiers = 0 :

n

i r j
H(G,M) = & Z/p . (1)

j=1 J
Lorsqu'on localise un tel module en p , il ne reste que les indices j

tels que pj = P

La décomposition (1) peut donc s'écrire, en tenant compte de (2) , la

somme portant sur les nombres premiers p de Z :

g(@,M) ~ @ H(G,M), , ~o H(G,M, ) . @)

(p) (p)

On peut remarquer que si p ne divise pas Card G , alors

Hl(G,M(p)) = {0} . On obtient donc la proposition suivante :
PROPOSITION 1.3. H'(G,M) est isomorphe & ® Hl(G,M( )
p premier P
pin

Remarque 1.3 : La projection sur le facteur relatif & p est induite

par l'application envoyant Hl(G,M) dans Hl(G,M)(p) : elle est donc

induite par 1l'application analogue de M dans M(p)

Considérons, & présent, A = Z(I) et B = Z(p) , le module



M = Z M t ini =
(1) (1) ®Z est de type fini sur Z(I) . Comme Z( )®Z(I) M(I) M(p) ,
nous pouvons démontrer, de méme que précédemment, que Hi(G,M(I)) est
isomorphe a ® Hl(G,M( ))
p premier p
p|Card G

On obtient, par suite, le théoréme suivant :

THEOREME 1. Hl(G,M) est isomorphe & Hl(G,M(I)) pour tout
i=20, ot I est l'ensemble des nombres premiers qui divisent le car-

dinal de G .

Remarque 1.4 : Cet isomorphisme est induit par l'injection canoni-

——— = — ——— -

que de M dans M(I)

II - LOCALISATION.

Avec les notations données précédemment, on peut démontrer le

théoréme suivant :

THEOREME II. Soit M un Z([G]-module libre de type fini

sur Z , M est un Z [G]-module indécomposable si et seulement si M(I)

-module indécomposable.

est un Z(I)

I1 est clair que c'est une condition suffisante.

~

Supposons, a présent, que M(I) soit un Z(
ble ; alors M(I)
M . Posons N = MNV , en identifiant M et 1®_M dans M

(1) Z I !
on montre facilement que %(I)N =V . Or, comme Z-module, N est
facteur direct de M , car M/N est sans torsion de type fini sur Z ,
M

(1)
Z [G]l-module M/N par le Z[G]-module N . Comme M/N est libre de

type fini sur Z , (M/N)(I) = M(I)/N(I) et la suite exacte

I)—module décomposa-

=VeV' ol V et V' sont des sous-Z [G]-modules de

étant sans torsion sur Z(I) . Par suite M est une extension du



0 - N(I) - M(I) - (M/N)I - 0 est scindée comme suite de
Z( [G]-modules, l'extension M(I) de (M/N)(I) par N(I) correspond

o = HomZ(I)((M/N)(I),N

Par suite, d'aprés le théoréme I et la remarque 1.4, l'extension M de
1
(

I)
donc & 1'él ément neutre de Hl(G,T(

)

) avec T

I) (1)

M/N par N correspond 3 1'élément neutre de H (G,T) avec
T = HomZ(M/N,N) , ce qui implique que M est un Z [G]-module

décomposable,

Remarque : On obtient un résultat analogue & celui du théoréme II

si, au lieu de Z , on considére l'anneau R des entiers d'un corps de

nombres -cf [3]- . :

III - COMPLETION.

Nous allons démontrer dans ce paragraphe, dans un cadre plus
restreint, un théoréme analogue & celui obtenu pour la localisation. Pour
cela, nous utiliserons les lemmes suivants dont on pourra trouver une

démonstration dans [2] pp. 531-542,

Etant donné un groupe G d'ordre n et p un diviseur premier

de n , on note %p le complété de Z( , (Dp le complété de Q@

p)
pour la valuation p-adique et on pose n = p'm avec (m,p) =1

LEMME 3.1. Soient M et N deux Z, ,[G]-modules libres de

(p)
type fini sur Z(p) , si M et N sont Zp [G]-isomorphes alors M = M/pkM

[G]-module pour

et N = N/pkN sont isomorphes comme %(p)/ka(p)

tout k>0

~ ~

Réciproguement, si k>y et si M et N sont Z(p)/ka(p) [G]-

isomorphes alors M et N sont Z [G]-isomorphes.

LEMME 3.2. On obtient un résuitat analogue en remplacant dans

1'énoncé du lemme 3.1, Z ar Z
(p) B “p
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On peut en déduire alors le corollaire suivant :

COROLLAIRE ‘3.1, Soient M et N deux Z, ,[G]-modules libres

(p)

de type fini, M et N sont Z(p) [G]-isomorphes si et seulement si

Z ® M et Z ® N sont Z [G]l-isomorphes.
p b Z p

(p)

LEMME 3.3. Si pour tout module W irréductible sur @I[G] , le

Z (o)

module (Dp® W est irréductible sur '(Dp [G] , alors tout module X' de

@

®[G] provient d'un module X de Q@QI[G] , c'est-a-dire que X' = (Dp®(DX .

LEMME 3.4. Etant donné un Zp [G]-module M' tel que

CDp Ry M' = CDp®(DV ol V est un @Q[G]-module, alors il existe un
p

7 - _ g
(p) [G]-module M tel que Zp®Z(p)M M

LEMME 3.5. (cf[3 ]) Soit G un groupe abélien d'ordre pe . Po-

sons L = @Q(¢) ol ( est une racine primitive p°-idme, Si L/Q est

non décomposée par rapport & p alors tout @ [G]-module irréductible M

est tel que (Dp@QM est irréductible sur (Dp [G]

En effet, soit M un @ [G]-module irréductible, alors M est
isomorphe & Q@ [X]/(h(X)) ou h{(X) est un facteur irréductible de xP®_1

Par suite CDp® M qui est isomorphe & (Dp (X1/(h(X)) est irréductible

sur (Dp [G] si ait seulement si h(X) est irréductible dans G)p [X] . Soit
w € L , une racine de h(X) . Le nombre de facteurs irréductibles distincts
de h(X) dans Qp [X] est égal au nombre de maniére d'étendre la valua-
tion p-adique de @® & QW) , or ®c Q®w) c L ; donc si L/Q est non
décomposée au-dessus de p , la valuation p-adique de @ n'admet qu'un
prolongement & L . Donc la seule possibilité de décomposition de h(X)

dans CDp [X] est h(X) = (h'(X)™ , ce qui est impossible car @ est

parfait.

Par suite, nous obtenons alors la proposition suivante :
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PROPOSITION 3.1. Etant donné un groupe G cyclique d'ordre pe

pour tout Zp [G]-module M' libre de type fini sur Zp , il existe un

Z [Gl-module M tel que Z ® M= M
P P Z(p)

En corollaire de cette proposition, nous pouvons démontrer le :

THEOREME III., Soit G un_groupe cyclique d'ordre pe , alors

un Z( [G]-module M libre de type fini sur Z(p) est décomposable

p)

si et seulement si le module Zp®Z M est Zp [G]-décomposable.
(p)

La condition nécessaire est évidente. Si on suppose que

Z M = M'@® M. en tant que %p [G]-module, il existe un Z(p) [G]-

®
Z 2
P %(p) L

M! = Z : 5
module Ni tel que i p®Z(p)Ni ; par conséquent

Z R M=2Z ® )
Z 17772
P 2 P %)
et, par suite du corollaire 3.1, M est %(p) [G]-isomorphe & NleaN

(N, &N

2
et donc Z(p) [G]-décomposable.

Remarque : Le résultat du théoréme III reste vrai si on remplace

Z par l'anneau R des entiers d'une extension finie K de @ telle
que, si L est le corps de nombres obtenu en adjoignant a K une
racine primitive pe—iéme de 1'unité, la valuation p-adique de @ ait

un prolongement unique &8 L -cf (3]-.
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