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3 . 1 Séminaire de Théorie des Nombres 

Exposé de J J , PAYAN d'après un travail avec.L. BOUVIER 

9 et 1 6 novembre 1 9 7 2 

MODULES SUR CERTAINS ANNEAUX DE DEDEKIND 

La structure des modules de type fini sur un anneau de Dedekind est 

bien connue et on sait les renseignements que divers auteurs en ont tirés 

sur la structure de certains invariants arithmétiques (voir notamment [4] , 

[5] , [6] et [ 1 1 ] ) , Le but du présent travail est de simplifier la démons­

tration de certains résultats connus (voir notamment [ 9 ] ) , voire d'en éten­

dre la portée. Rappelons les deux énoncés suivants (voir [ 2 ] ) : 

Théorème AP 

Soit A un anneau de Dedekind et soit M un A-module de type 

fini et de torsion, alors il existe une famille finie d'idéaux premiers p. 
n. 1 

de A et d'entiers n, ^ 1 tel que M soit isomorphe à © A/p, 1 . 
1 i€I 1 

Théorème B, 

Soit A un anneau de Dedekind et soit M un A-module de type 

fini, sans torsion et de rang n ^ 1 , alors il existe un idéal Q non nul 
n—1 

de A tel que M soit isomorphe à A ©Q . 

I - PRELIMINAIRES ALGEBRIQUES. 

Soit G un groupe cyclique d'ordre p n , p premier, engendré par a . 
(Dn\ n 

Notons A l'anneau des entiers du corps Q v p ' des racines p -ièmes de 
n 

l'unité. 
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Proposition 1 o . . 
n-1 , v n-1 

^[G]/( l+a P + 0 0 0 +a " ) est isomorphe à A n 0 

Il suffit pour le voir de considérer rhomomorphisme çp de #[G] 

dans A défini par CÛ(Q) = r où r est une racine primitive pn-ième 
n ^ b n b n 

de l'unité/ et d'utiliser l'égalité = ^tCn^ d'une part et, de l'autre, 

p 1 1" 1 (p-Dp 1 1" 1 

le fait que 1 + X + Û O o+ X est le polynôme cyclotomique d'in­
dice P11 O 

Théorème 1 , 

Soit M un [G]-module de type fini et sans torsion sur Z . Notons 

M' (resp0 MQ) le sous-ff [G]-module formé des éléments de M annulés par 
n-1 , . n»l. n-1 

1 + Q

P +000+ o (resp0 1 - Q P ) , alors M' et M / M q sont 

des A^-modules de type fini, sans torsion et isomorphes0 Si de plus M est 

monogène, M' et M/M^ sont libres sur A^ et de rang 1 . 

Démonstration : Les 2? [G]-module s M' et M / M sont des 2f[G]-
Y\ \ n i ° 

modules annulés par 1 + Q P + <,«<> + 

„(p- i )p n - A 

, donc, via la proposition 1 , 
ce sont des A -modules. Comme ils sont de type fini sur 2? , ils sont de 

n 
type fini sur A 0 Le ^-module M' est trivialement sans torsion et M n o 
est facteur direct du Z-module M , il en résulte que M / M est aussi 

o 
sans ^-torsion0 Reprenons le raisonnement de [ 6 ] , page 4 , pour montrer que 
M' et M / M sont sans torsion sur A ; 

o n 
Soient a e M' (resp, a 6 M / M ) avec a ^ 0 et \ g A tels que 

o n 
> A = 0 . Désignons par \, , \ 0 , . o . ,\ 1 les conjugués de \ dans 

1 ^ / 1 \ n—i 
Q l P V Q , on a ( x , X 9 . . . X 1 )a

 = N n ( x ) . a = 0 . Or N , n , ( \)€* . 
1 2 ( p - l ) p n _ 1 Q ( P V Q qT 7Q 

donc N , n\ (x) = 0 et, par suite, X = 0 . 

Q ( P V Q 

Notons que M 'nM = 1 0 1 et remarquons que les suites 
o ' 

n-1 , > n-1 
0 -. M1 M ( 1 + G

P + . . .+a )M -. 0 
et 

0 - M' -. M'©M - pM 0 

o o 
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n-1 / . n-1 

sont exactes et que pM c ( l+a P + 0 o 0 +a )M c M 
o o 

n-l , v n - i 
Il en résulte que M/M'0M et ( l + a

P +.oo+a )M/pM 
o o 

sont isomorphes, donc les 2?-rangs de M et de M'©M sont égaux ainsi 
o 

que les Z'-rangs de M/M et de M' 0 

o 

En outre, l'application de M' dans M/M^ qui à a € M6 fait 

correspondre a + M

Q est un homomorphisme injectif de A^-module et on a 
M/M / M*©M /M isomorphe à M/M'©M , lui-même isomorphe à 

o 1 o 
( l+a p +o o o+a^ p œ l ^ P )M/pM^ qui est un A -module de torsion. Et on a 

o n 
n-1 / -, \ n-1 

Cl M/M = C1M1 x C l ( l + a p + , 0 9 + a P ; p )M/pM ) , o o 
or l'idéal premier au-dessus de p dans A est principal donc 

n 
p 1 1" 1 ( p - l ) p n - 1 

C1((1+CJ +o9o+a )M/pM ) = 1 , ce qui termine la démonstration de 
la première partie du théorème. 

Supposons maintenant M monogène, M = Z[G]0 , il est alors clair 

que la classe 0 de 0 modulo M engendre M/M comme A -module ; 
o ' o _ n 

or M/M est sans torsion sur A , on a donc M/M = A 0 „ 
o n ' o n 

Soit maintenant G le groupe défini par les générateurs g et T et 

les relations Q P = = 1 et TQT = QT OÙ p est un nombre premier 

impair, m un entier diviseur de p-1 et r une racine primitive m-ième 

de T unité modulo p 0 On note alors H = jl ,Q , . . . , a P } et g = j l , T / . . . / T M 

Le groupe g opère fidèlement sur H par "automorphismes intérieurs" et il 

y a ^-^-+1 orbites : Tune est réduite à un élément et les autres ont m 

éléments. A chacune de ces dernières est associé un entier i (P=1 , 2 , . . . ) 
t g m i rL 

tel que l'orbite soit formée des éléments g ^ , t entier variant de 0 à 
m-1 i r t 

P ri 
m-1 , on pose T = X) a • Considérons la sous-algèbre Q de ZLHJ 

Z t=0 

engendrée par l'élément neutre et les T et notons A/m\ l'anneau des 

entiers du corps intermédiaire de Q ^ P V Q de degré sur Q . 

On obtient alors la proposition suivante, donnée par J e Martinet dans 

le cas diédral (cf c [ 1 2 ] ) , par J 0 Cougnard dans le cas m = q premier et 

étendue par N, Moser au cas m quelconque : 
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Proposition 2 0 

C/(l+a+ooo+aP 1 ) est isomorphe à A ^ 0 

Pour s'en convaincre,il suffit de considérer Thomomorphisme cp de Q 

dans défini par 
m-1 i r 

cp(T ) = 2 C « 
* t=0 

où ç est une racine primitive p-ième de l'unité0 

II - STRUCTURES MULTIPLICATIVES 0 

lo Groupe des classes. On désigne par % un corps de nombres . 

a - Cas cyclique jrelatif. Soit K~ une extension cyclique de degré 

p n de X avec p premier et n entier ^ 1 0 On pose G = Gai K/% et 

on note Q un générateur de G et ; l'extension intermédiaire de K/Z 

de degré p1 avec i ç { l , 2 , o 0 O , n j „ 

Soient JJ* le groupe des classes relatives de K n sur K n_i e t h* 

le cardinal de M* „ *n 

Théorème 0 

n i Le A -module H* est isomorphe à © A A . où I est fini, les — n *n * i ] f n v \ — 
p sont des idéaux premiers et les n, des entiers ^ 1 . 

On montre simplement que )j* est un A -module grâce à la proposition 
n n 

I et, comme est fini, renoncé résulte du théorème A . 

Corollaire. 

h* est norme sur Q d'un idéal de A n n 
n, 

En effet, h* = N / - ( | | p. 1 ) • P a r exemple, si on prend pour K le 
n lei 1 

corps de conducteur 89 et de degré 8 sur Q , h* = 113 et 

13 = N Q (8 ) / Q ( (1V2+2V2) ) . 
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^ Ë ^ I ^ Ë ^ J c ^ : ^e théorème 2C1 de [9] donne l'énoncé du corollaire 

dans le cas % = Q 0 Françoise Bertrandias nous a, par ailleurs, fait observer 

qu'une légère adaptation de la méthode qu'elle a exposée dans [1] livre éga­

lement le résultat de ce corollaire. 

Remarque II0_2 : Si p ne divise pas le nombre de classe de % et 

si un idéal fini et un seul se ramifie dans , alors on sait, d'après 

Iwasawa (voir [8]), que p ne divise pas le nombre de classe h de K 
n n 

et on peut écrire # = îf£ ©ÏU où jj représente le groupe des classes 
K K K . K, n n n-1 1 

des idéaux de K. . On en déduit h* = 1 (p n) . En particulier si % = Q , 
î n 

si le conducteur de K /Q est primaire et si K est principal alors 
n n 

h = 1 (p ) . Cette dernière assertion trouve de nombreuses illustrations dans 
n 

les tables de [7] 0 

b - Cajs pm : K/% désigne maintenant une extension de degré p 

premier dont la clôture galoisienne N/% a un groupe de Galois Gai N/% 

dont le p-sous-groupe de Sylow est distinguée II est alors facile de montrer 

(cfo [3]) que, si K est non galoisienne, Gai N/% est isomorphe au groupe 

G intervenant dans la proposition 2 a On identifiera ces deux groupes en 

supposant que Gai N/K est engendré par j . On notera k le corps in­

termédiaire qui appartient à H et j( le groupe des classes relatives de 
K 

K sur % o 

Lemme o 
Le groupe g& des idéaux fractionnaires non nuls de K est un Q-

K 
module, 

Il suffit de montrer que si p est un idéal premier de K , p ç 

pour p = 1,2,^0,"^-^ , c'est-à-dire, en désignant par A__ l'anneau des 
m «p M 

entiers de N , que ( p A

N ) ^ = b A

N avec b € g?K „ 
g-1 

Or t)A = (I I T) )^ où les B, sont des idéaux premiers distincts 

de , de degré f sur K avec m = efg , leur groupe de décomposition 

est le sous-groupe de Gai N/K engendré par ^ » Posons pour tout entier 
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J 

j * ° ' ^[j] = a v e C ^ e {0 ,1 ,„ . . , g - l } et [j] = j (modulo g) . Alors 

( > V ^ ' 

T m-1 k x£ -k m-1 k 4£ 
or $ A = | | ? p - . a T = 1 f vi e t / P ° u r k fixé, lorsque j parcourt 

UJ k = Q UJ k = 0 U-Jcj 

{ 0 , 1 , o . « ,g - l } il en est de même pour [j-k] . Donc 

T m-1 g-1 i € r k g-1 e 
( P V { = ( M < M ) 8 - N N A ' ^ W 1 A N • 

On peut alors énoncer le 

Théorème 2, 

n. 
Le A, Y-module H est isomorphe à © A, OÙ les Q, for-
— (m) K (m) 4 i Mi — 

ment une famille finie d'idéaux premiers de A, x et où les n. sont des 
(m) î 

entiers ^ 1 « 

Démonstration : En désignant par p le sous-groupe des idéaux 
—• ' — K 

principaux de g? , p est un Q-module puisque K* est un Q-module (voir 
K K 

par exemple [5]), 3v/p„ ainsi que M sont aussi des Q-modules. On en 
K K K ^ 

déduit facilement que M , qui est annulé par 1 + g + O E E + G P est un 
K 

A^-module, de plus il est fini et on obtient le résultat en appliquant le 

théorème A. 

2. Groupe des unités. 

On se limite au cas d'une extension K cyclique de degré p R sur 

Q (p premier), que l'on suppose réelle si p = 2 . 

On note encore K_„ l'extension intermédiaire de K/Q de degré p1 

avec 0 <> i <, n et a un générateur de G = Gai K/Q 

K = K 
n 

P 
n-1 
I 

i 
K ! 

P 

Q 
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Pour i ç ¡ 1 , 2 , 0 0 0 , 1 1 } , on désigne par le groupe des unités de K 
i 

de norme 1 sur Q , par U* le groupe des unités relatives de K, sur 
K i 

i 
K, , c'est-à-dire de norme 1 sur K, ,et, pour U le groupe des uni-

i~*l i—1 K, 
1 

tés de K . Dans le cas p = 2 , on fait le quotient par j±l} pour avoir 

des ^-modules sans torsion. 

Lemme. 

U* est un A -module de type fini et sans torsion, K n 
N 1 1 

Il est clair que U* est un #[G]/( l+a P +oo.+a P ' P )-module , K 
n 

donc, grâce à la proposition I, un A -module. On montre comme dans [6] 
n 

qu'il est sans torsion puisqu'il est sans torsion sur 2? . 

On peut remarquer que le rang de U* sur A est égal à 1 . En 
K n 

effet, en utilisant le théorème de Dirichlet d'une part et le fait que U* 
est le noyau de l'application norme de dans dont l'image est 

n R n - 1 
d'indice fini dans Uv- de l'autre, on montre que U* et A ont même 

^n-1 Kn n 
rang sur "I „ D'où,via le théorème B la 

Proposition 3« 

U* est isomorphe à un idéal Q de A 
K n n 

On dit que e est une unité de Minkowski (resp. une unité de Minkowski 
+ + Z TGI 

relative) de K. (i€ i l , 2 , . . . ,n\) si e € U (resp. e € U* ) et si U„ =e 

(resp. U = e ^ ^ ) - D'après la proposition précédente, on obtient : 1 

K i 

Proposition 4 . 

Si A^ est principal, il existe alors une unité de Minkowski relative  

à chaque "étage", c'est-à-dire une unité de Minkowski relative de Kĵ  pour  

tout i ç jl , 2 , . . o ,n} o 

Rappelons au passage l'énoncé de Brummer (cf. [ 4 ] ) qui concerne le 

cas n = 1 , 
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Proposition 0 

Le groupe H des unités cyclotomiques est A^-libre, donc H est 

isomorphe à A 0 On prolonge cet isomorphisme à Ujr et on en déduit 
-1 1 

que est isomorphe à Q OÙ Q est un idéal entier de Â  , que 

le nombre h de classes de K vérifie h = tU :H] = N , . Q et qu'il 
1 K l qJ p ,/Q 

existe une unité de Minkowski si tous les idéaux entiers de norme h sont 

principaux o 

Les unités cyclotomiques généralisées introduites par H.W. Leopoldt 

dans [9] doivent permettre une généralisation complète de l'énoncé de Brummer 

dans le cas cyclique relatif0 Dans le cas particulier où tous les idéaux pre­

miers ramifiés de K/Q sont totalement ramifiés, en notant (resp0 H* ) 
K i K i 

le groupe des unités cyclotomiques de (resp0 des unités cyclotomiques 
relatives de sur pour i = n ou n-1 , hjr = [U^ :H^ ] , en 

h K n I i i 
posant h* = et en supposant en outre, que HÎ- est S?[G]-monogène, 

Kn-1 n 

on montre alors 

Proposition 5 . 

Pour qu'il existe une unité de Minkowski relative de K , il suffit 

que tous les idéaux de norme h* soient principaux. 
K 

Pour qu'il existe une unité de Minkowski de K , il est nécessaire 

qu'il existe une unité de Minkowski relative à chaque "étage" et que l'ap­

plication norme de dans soit surjective pour tout i ç { 1 , 2 , . . . n } , 
K i K i -1 

Ce qui nous amène à formuler la conjecture suivante que nous avons vérifiée 

dans certains cas particuliers : 

" si A est principal et si, pour tout i Ç i l , 2 0 . . , n | , l'appli-
n + + 

cation norme de sur Ujq est surjective, alors il existe 

une unité de Minkowski de K ". 

Remarque : Il y a d'autres groupes multiplicatifs associés à K dont 

on peut faire des 1 [G]-modules, comme par exemple, le groupe des S-unités 

où S est un ensemble fini de places de K stable par G . 



3.9 

III - STRUCTURES ADDITIVES. 

Soit K une extension cyclique de degré p n de Q avec p premier 

et n entier ^ 1 , et soit KQ l'extension intermédiaire de degré pn~^ 

sur Q 0 On désigne par A (resp0 A^ ) l'anneau des entiers de K (resp. 

K ) et par A* l'anneau des entiers relatifs de K , c'est-à-dire de trace o K 
nulle sur KQ o 

Par une démonstration analogue à celle faite pour les unités relatives 

de K , on montre que A* est un A -module sans torsion de rang 1 , de 
K n 

plus il est isomorphe à A /A 
K K Q 

En utilisant l'application trace Tr de K sur KQ , on voit que 
A_yA£©A est isomorphe à Tr A /pA 0 On en déduit que A1/eA„ est 

K K KQ K KQ K KQ 
un sous-3?-module de type fini de A et même : 

K 

Proposition 60 

Le quotient A /A*®AK est isomorphe à ( Z / p Z ) f g ( e ~ r ) où r = ( t + 1 ) ( P " 1 ) 
K K r P 

pAK = (p 1 p 2 °
 0 °P g ^

e ' T r À K = ^1^2° 0 ' l e s Pi sont des idéaux pre­ 
miers de et t est le nombre de ramification associé aux &, dans K/K 

o — — ^1 o 
et A* est isomorphe à un idéal non nul de A n 0 

Si e = r , on a alors A = A ©A* , ce qui se produit notamment 
o 

lorsque : 

- n = 1 et (p) est ramifié dans K 

- K/Q a pour conducteur une puissance de p 9 

Lorsque n = 1 et (p) non ramifié dans K , A^ = ïï[G] avec 

G = Gai K/Q et Z©A* est d'indice p dans A ; A /% est alors libre 
K K K 

sur A et, par suite, A* est libre sur A . Lorsque n = 1 et (p) 
1 K 1 ^ 

ramifié dans K/Q , on sait directement que A est libre sur A (base 
K. 1 

quasi-normale) » 

Lorsque K/Q a comme cpnducteur une puissance de p , 

A = Z© A* © oo0 © A où A désigne l'anneau des entiers relatifs de K K-i K K, 1 n 1 

T extension intermédiaire Kj de degré p1 sur Q sur l'extension intermédiaire 

de degré p*"1 sur Q , i ç j l , 2 / 0 0 0 / n j . On peut alors se demander si les 
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A„ sont libres sur l'anneau A, correspondant,, Les résultats de Leopoldt-
K. l 

Jacobinski (cf o [10]) devraient donner une réponse positive, 

IV - APPLICATIONS AUX R-EXTENSIONS. 

Soit K une R-extension d'un corps de nombres % , c'est-à-dire 
00 

une extension galoisienne de % dont le groupe de Galois soit isomorphe 

à # « Notons K l'extension intermédiaire de K /% de degré p n sur 
P n oo 

X , Uv (resp, # ) le groupe des classes de K (resp, des classes re-K n n n 
latives de K sur K 1 ) , K le groupe des classes d'idéaux de type 

n n-1 oo 
fini de K et M le groupe des classes de % . 

00 H 

On suppose vérifier les hypothèses suivantes : 
a) p ne divise pas le nombre de classes de % 

b) p est divisible par un seul idéal de % et se ramifie dans K /z . 

Proposition 7 o 

00 
y est isomorphe à jf © I I A où les Q forment une 

0 0 K i=l i€I n n / 1 1 1 / 1 

famille finie d'idéaux entiers de A . n 

n 
Démonstration : Cela résulte immédiatement du théorème d'Iwasawa 

(cf. [8]) disant que sous les hypothèses ci-dessus y est d'ordre premier 
n 

à p d'où y = H © jLr et du théorème 2, 
K 1=1 Kn 

Remarque : Bien que sous les hypothèses précédentes, l'application 

norme soit une surjection du groupe des unités de K n sur le groupe des 

unités de K . , on n'a pas d'écriture agréable pour les unités de K 
n-1 oo 

En ce qui concerne la structure additive, nous supposons maintenant 

que Z = Q on peut alors énoncer la 

Proposition 8 « 
00 ^ oo 

A^ = 21 © A„ c'est-à-dire A = 7L © Q où a est un idéal 
K . . K K , . n n 
oo 1 = 1 n oo 1=1 

entier de A et en désignant par A (resp, A ) l'anneau des entiers de 
n K K 

oo n 
K (resp0 l'anneau des entiers relatifs de K ) . 
oo N 
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^ ^ i ^ n s t I ? » î ? n : ^ s e c o n d e assertion se déduit de la première en 

appliquant la proposition 4 C La première assertion résulte de la première 

partie de la proposition 4 compte tenu de ce que p est totalement ramifié 

et que t = — — (voir [14] pour son calcul explicite). 
p J. 
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