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Séminaire de Théorie des Nombres I.1

Roland GILLARD
-8 mars 1973

PROBLEME DE PLONGEMENT ET CONTRAINTES GALOISIENNES
SUR LE GROUPE DES CLASSES

I - UN PROBLEME DE PLONGEMENT.

Soit p un nombre premier impair et soit E le groupe d'ordre
3 4 rd rd .
p engendré par trois éléments a,b,c vérifiant les relations :

ap=bp=cp=1, aba_lb_1=c ., ac=ca , bc =cb

Soit A le sous-groupe engendré par ¢ , c'est le centre de
E . Soit G =E/A , G est un groupe de type (p,p) . Soit K/@ une

extension galoisienne de type (p,p) .

Théoréme 1.

Le corps K se plonge dans une surextension galoisienne sur

Q@ de groupe de Galois isomorphe & E si et seulement si toutes les

places de @ premiéres & p sont décomposées (partiellement ou to-

talement) dans K .

Démonstration : On renvoie & (2] pour la méthode et les nota-
tions.

Le sous-groupe A étant le centre de E , G agit trivialement
sur A . L'action sur les caractéres de A se fait donc par action galoi-
sienne sur les racines de 1'unité on a donc L = CD(g) avec ¢( racine
piéme de 1'unité., Ainsi, L étant cyclique sur @ , le probléme de plon-

gement se raméne a la vérification des conditions locales :
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1. Condition locale pour une place totalement décomposée dans
K/® : on sait que pour une telle place la condition locale est toujours

vérifiée (cf. [2] chap.I, th.4).

2, Condition locale pour une place partiellement décomposée
dans K/O@ : soit e 1'élément de HZ(G,A) représentant l'extension E
de A par G , on sait que pour toute place v la condition locale

est équivalente 3 la condition d'annulation des AV X(e:) pour tout ¥ € AV :

l'application Av X étant donnée par :

r

re inf > HZ(I",K'*)
viv

n’(c,n 222> wig, ,a L Hz(r;,,A)

a

Or l'image de ¢ par la restriction de G & GV est nulle., En effet,

soit EV 1'image 2réciproque de Gv dans E , EV est un sous-groupe
de E d'ordre p donc de type (p,p) on a donc Ev > A><GV . L'élément
qui représente EV comme extension de A par GV est donc nul dans
HZ(GV,A) , or c'est res ¢ . Ainsi res ¢ = 0 , de la Av X(e) =0 . La

7

condition locale est donc vérifiée.

3. Condition locale pour la place associée a p . Comme @

, ) iéme , R . P

ne contient pas de racine p de 1'unité et que G opére trivialement
sur A , le seul caractére invariant par I“', est trivial : pour tout ¥

dans Av on a donc AV X(e) = 0 : la condition locale est vérifiée.

4, Condition locale pour une place premiére & p et non décompo-
sée dans K/ . La remarque finale de [2] chap.I montre que la condition
locale est vérifiée si et seulement si le probléme de plongement relatif a
Kv/kv et E admet une solution. Il est clair 'que Kv/kv est ramifiée
avec l'indice p . Soit k1 la sous-extension non ramifiée maximale de KV
et soit k2 une sous-extension de degré p sur kv distincte de k1 .
Si le probléme de plongement local admet une solution N on a le schéma :
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N
\

k
A

Si N/KV est non ramifiée N/k2 aussi donc E contient un sous-

groupe cyclique d'ordre p2 : contradiction,

Si N/Kv est totalement ramifiée N/k1 aussi et on arrive 38 la méme
contradiction : en conclusion le probléme de plongement local ne peut

pas avoir de solution et la condition locale n'est jamais vérifiée,

Finalement, pour que les conditions locales soient vérifiées,
il faut et il suffit qu'aucune place ne rentre dans le type 4, ci-dessus

d'ol le théoréme 1.

II - CONTRAINTES GALOISIENNES SUR LE GROUPE DES CLASSES.

Soit L/® une extension cyclique de degré p premier impair
ramifiée seulement en pl,... ,pt . On désigne par ¢ un générateur du
groupe de Galois. Soit H la composante p-primaire du groupe des classes
de L et ¥H' la somme des autres composantes primaires. L'élément g
opére sur H et on peut introduire (cf [1]) les sous-groupes :

W, = Ker(c:-]):'L et H(i) = Im(d—l)i on a la relation sur les indices :

[nzu(i)] = [:ui:ll )

Dans la suite, on suppose que ¥ est distinct de 3:11 ou ce

qui revient au méme (cf [1]) que M, est distinct de ¥ donc que

r

i i : = : . O 11
“(1) contient strictement u(z) on note P [u(l) :ﬂ(z)] n appelle
L, et L les extensions abéliennes de L associées par la théorie du

1 2
corps de classes a ¥ )?Fl' et 31( H . On pose M = n/u(z) et on

(1 2)
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observe que (c—l)2 étant nul dans M , on a dans M :

M1 = Ker(o-1) © Im(o-1) . On peut faire le schéma suivant :
> "'Lz =]
r
p
M = -
j~Ker(o-1) Im(o-1)
t_l L _I
P 151 K M
t-1
7. + p
p
4L 2 —l
+@

Théoréme 2.

Ona r < t-1. De plus, le groupe de Galois G(LZ/CD) de

Lz/(D est engendré par t+r éléments a’bl"'br’cl"'ct—-l vérifiant
les relations : ap = bp = ,.., = bp= cp = .., = cP =1,
1 r 1 t-1
-1 -1 .
ab.a b, = c, our i = 1...r
i i i
ac, = c.a our i=1,..t-1
i i
b.b, = b.b, our i,j = 1l...r
i7j ji
c.c, = c,C, our i,j = 1...t-1
i’j joi
b.c, = ¢,b, our i=1...r , j=1,..t-1 .

La suite va montrer comment on peut choisir les éléments

a,b b,c....c

19" Pp?C€q-++C_q1 -

Démonstration : L'inégalité r < t-1 provient de l'inclusion

Ker(o-1) 2 Im(o-1) . Observons qu'on peut relever ¢ en un élément a d'

un groupe d'inertie de LZ/CD . On aura alors ap =1 . L'action de o

sur 31/31(2) = M se lit alors comme la conjugaison par a dans G(LZ/Q)
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D'aprés notre hypothése on a M1 ¢ M on voit facilement que ceci
implique gue le centre de G(LZ/Q) est inclus dans M donc est en

fait M1 . On sait (cf [1]) que M est un groupe d'exposant p .
Comme I\/I/M1 est d'ordre pr c'est un espace vectoriel sur Z/pZ

de dimension r : on peut trouver des éléments bl' "br de M dont
les images dans M/M1 forment une base. En prenant l'image par (o-1)

1b:_ 1
1

on obtient une base Cy-v-C, de Im(o-1) : on a c, = («:!—1)bi = abia—
pour i = 1...r . Complétons cette base en une base de M1 soit

-1
engendrent donc

c .C forment

1" rcr+1"'ct—1 .
une base de M . Les éléments a,bl...br,c
G(LZ/(D) . Les éléments b 1" *Cpoq

1
...C étant dans M commutent avec a .
1 t-1 1 “1 -1

Les éléments bi , 1= 1...r ne commutent pas avec a : abia bi ci

Il est alors clair que bl' "brcl' ..

1...Ct_1

. .br,c étant dans M commutent

entre eux. Les éléments c

(i =1...r) . On a donc obtenu toutes les relations du théoréme 2,

+
Puisque G(LZ/(D) est d'ordre pr t il n'y en a pas d'autre.

On retrouve alors un résultat de [1] :

Théoréme 3.

Supposons_gue pl...pt soient tous distincts de p . Si r es

égal & t-1 , alors pour tout couple (i,j) , i,j=1,...,t-1 , i#j , p

i

. iéme , iéme
est puissance p modulo pj et pj puissance p modulo pi .

p_ézn_o_rls_tfgt_i_op : Soient Tl' . .Tt les groupes de ramification

des nombres premiers p....p, dans L_/® . Soient a,b.,...,b les
1 t 1 1 t-1

images de a’bl"'bt—l dans le groupe de Galois G(Ll/Q) de L1/<D .
I1 est facile de voir qu'on peut choisir a'bl"'bt-l

ETt

tels que :

a ¢ T1 , ab1 € T2 abt_1

Soit K1 la sous-extension de L1 ramifiée seulement en p1 . Ainsi

dans Lz/(D , L correspond au sous-groupe engendré par bl' . 'bt—l'cl' ..ct_1
et K1 au sous-groupe engendré par abl. "abt—l’cl' "Ct—l . Soit K
le composé Kl'L , il correspond au sous-groupe engendré par

-1 -1 . .
b1 bz,... ,b1 bt—l'cl"'ct—l Soit N la sous-extension de LZ/CD cor

respondant au sous-groupe (distingué) engendré par b_lb .. .b_lbt_

12 1 1’
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c-l_lcz. . .c;]ct_1 . I1 est clair que N est une extension galoisienne de @

de groupe de Galois isomorphe @ E et que N contient K : d'aprés I th.1

dans K toute place premiére & p est décomposée donc en particulier

pz...pt . Comme L/O est ramifiée en ces places et non Kl/(D on voit
que pz...pt se décomposent dans Kl/(D: ceci implique que pz. ..pt
soient des puissances plemes modulo p1 . En échangeant les réles de

pl. . .pt dans le raisonnement précédent on obtient donc le théoréme 3.

En fait [1] énonce la réciproque du théordme 3.

Pour p = 2 , on peut développer une théorie analogue, on re-

trouve alors des résultats de [3].
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