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ETUDE DU -GROUPE DES CLASSES DES EXTENSIONS 

CYCLIQUES DE DEGRE £ . 

par G. GRAS le 26 .4 .72 

INTRODUCTION. 

Soit K/k une extension cyclique de corps de nombres de degré pre

mier Z . On sait, depuis Takagi (1920), calculer le nombre a des Co

d a s s e s de K (au sens ordinaire) invariantes par Gal(K/k) par la formule 

(pour £ impair) : 

_ h(k )e t " 1 

3 (Ek;EkflNK*) ' 

où h(k) est le nombre de g-classes (au sens ordinaire) de k , t est le 

nombre d'idéaux premiers ramifiés dans K/k et E est le groupe des unités 

de k . 

Chevalley ( [ l h 1933) a généralisé l'expression de a au cas cyclique 

de degré quelconque, grâce à un théorème de Herbrand sur les unités. La 

formule ci-dessus est valable pour £ = 2 à condition de remplacer la notion 

de classe au sens ordinaire par la notion de classe au sens restreint et de 

remplacer E k par le groupe les unités de k totalement positives. 

Un résultat facile de Leopoldt ( [ 6 ] , 1953) montre que lorsque k = Q , 

le £-rang du groupe des classes de K vérifie les inégalités 

t-1 <; R 1 <; ( e - l ) ( t - l ) ; • 

sachant que le £-rang du groupe des classes invariantes est ici t-1 , on peut 

se demander s'il existe des classes d'ordre £ non invariantes et, plus géné

ralement, si la structure du g-groupe des classes peut se déterminer effective

ment. Ce sont les problèmes que nous allons traiter ic i . 
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I - RESULTATS GENERAUX. 

Soit K/k une extension cyclique de degré premier g ; soient H le 

groupe de Galois de K/k et a un générateur de H . On désigne par Â . 

l'anneau des entiers de K , par E le groupe des unités de K , par p(K) 

(resp. PQ(K)) le groupe des idéaux fractionnaires (resp. principaux au sens 

restreint) de K et enfin par Ji(K) le £~groupe des classes au sens restreint 

de K . Les quantités A , E , ^(k) , ^ (k) et ît(k) se définissent de 

façon analogue. 

Si p est un sou s-groupe quelconque de p(K) on pose 9Q

 = 9 ^ * o ^ ' 

On note N l'application norme de p(K) dans p(k) et on note encore N 

l'application de &(K) dans Jt(k) qui s'en déduit par passage aux c lasses . 

On pose v = l + o + . . . + a . On note j l'homomorphisme extension des idéaux 

de p(k) dans p(K) ainsi que l'application de &(k) dans w(K) qui s'en 

déduit : on rappelle que l'action de j©N est identique à celle de v . 

1. Propriétés élémentaires de &(K) . 

a) Groupe des classes invariantes. 

Soit le sous-groupe de &(K) formé des classes invariantes 

par H . On rappelle : 

Théorème 1.1. 

Soit t le nombre d'idéaux ramifiés dans K/k et soit E* le sous- 

groupe de E^ formé des unités totalement positives de k . Alors 

K l - j * ? " ' " 1 • 
1 (E^.Ej; n NK*) 

Corollaire 1.1. 

Lorsque k = Q , |n \ = 1 1 . 

Corollaire 1. 2. 
+ + + 

Lorsque E c N(E ) , E désignant le groupe des unités totalement 
k K K 

positives de K , on peut engendrer Ji^ par des classes d'idéaux invariants  

donc d'idéaux premiers ramifiés dans K/k et d'idéaux de k étendus à K . 
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Ce corollaire résulte de la suite exacte : 

1 - W° - -> E* n NKVNE* - 1 , 

Jt^ désignant le sous-groupe de formé des classes les idéaux de K 

invariants par a . 

b) Filtration associée à it(K) . 

Le groupe M(K) est un £-groupe fini muni d'une structure de 

H-module. On pose : 

». = {h€»(K) , h^" 1 * 1 = 1 } , 

i t ( n ) = {hê»(K) , h £ n = 1} . 

Proposition I. 1. 

On a : 

(i) M. c M 1 + 1 et M, = M si et seulement si il, = »(K) ; 

(ii) les ordres des groupes W i + j / » i décroissent vers 1 ; 

(iii) lorsque n(K)V = {1} on a pour tout n ^ 0 la relation : 

H ( N ) ^ H 

La démonstration est élémentaire. 

On en déduit alors le résultat suivant : 

Proposition 1.2. 

Soit R le e q-rang de »(K) ( i . e . la dimension sur F de q — £ _ 

p q P q (a) , (a-1) 
}T (K)/M (K)) ; alors R est égal à la dimension sur F de Jt /M 

q \J 

Si a v(K) = {1} alors on a la relation : 

i=(q-l)(C-D 1 1 1 
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2. Démonstration d'un théorème. 

Théorème 1.2. 

Soit M un sous-H-module de n(K) et soit Jt l'ensemble formé des 

h £ a(K) tels que h 0 " 1 £ u ; 

(i) M est un sou s-H-module de Jt(K) qui contient M et M- . 

(ii) pour tout sou s-H-module p dont l'image dans }i(K) est égale 

à j( et gui est tel que g- n #(K)CT 1 = p a 1 , on a la suite exacte de 

F [H ]-modules: 
e 

1 - Np o / (Npnp o (k ) ) € - NpnNp Q(K)/(N^nP o(k)) e 2 J V » ^ - 1 , 

P 0 = W o ( K ) . 

Remarque : 

L'existence de tels H-modules p vérifiant p n #(K)Q 1 = p a 1 

est assurée et ceci quel que soit Ji . 

Démonstration : L'assertion (i) est évidente. Etudions la partie (ii) : 

a) Définition d'un homomorphisme cp de n NpQ(K) dans î i /wi^ • 

Soit Û € n NpQ(K) ; il existe « g P et a e K* tels que 

a = N Î I q = NfaAjç) ; l'idéal J^cf^A étant de norme A k , il existe Si £ p(K) 

tel que : 

(i) tto = o A j ^ " 1 . 

On note cp(û) l'image de la classe de SU dans tt/iut^ • Montrons que cp(û) 

ne dépend pas des choix effectués. Si a = N81' = N(a'At_) , SU* ç 0 , a' € K* t 

o K o 9 + 
alors il existe b € p et c 6 #(K) tels que : 

(ii) 81' = 81 b 0 " 1 , 
o o 

(iii) a'Ajç = oA^o0"1 ; 

au couple (81' , a1) est associé un idéal 81' tel que 
o 

(iv) ^ = a ' A K î l , a _ 1 . 

Les relations ci-dessus conduisent à la relation 
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W 51 b = a a A

K 

qui montre que la classe de l'idéal S2SI' 1 b est dans ; comme b € # / 

SU et SI* ont la même image dans Ĥ itM^ . On a bien un homomorphisme et 

on vérifie qu'il est surjectif. 

b) Définition de cp . 
a- i 

La relation v = (a-1) - £A(a) montre que l'on a l'inclusion 
~ p p 
M c îiîij . Il en résulte que le noyau de cp contient (NpnpQ(k)) ; d'où 

l'homomorphisme cp par passage au quotient. 

c) Noyau de cp . 

Si Q 6 NpQ , Q = NCaA^ avec aAK € ^ ; on a alors 

oo^ = c x ^ t A ^ " 1 e t cp(a) = 1 . 

Réciproquement, soient îîQ € P et a € K* tels que îl^ = oA^&° 1 , 
la classe de îl étant dans Jfîij ; il existe p G , ^ ç p et J J ^ ç ^ 

avec cKm^) € » 1 tels que 81 = tljMjPA^ ; alors 

S U 0 ' 1 = . soit s T * = < " 1 P Q " 1 Y \ en écrivant m'^1
 sous 

la forme yAK ( ° n a a l ° r s Y € K* et NY 6 E*) . On a donc 
1 1 1 1 1 

otA = 81 81?" pG~ YA , d'où Y ~ ocp = 81 81?" ; comme 81 et « sont 
J \ O i 1 1 1 J C O l 1 1 ° 

dans £ , on a « ttj" = Y " a3 ~QA^ € # Q , d'où N(y" aP = N(aAK) = a 

et a est bien un élément de • 

3. Enoncé des résultats. 

Nous avons en vue une formule explicite donnant la valeur de : 

généralisant ainsi l'expression de (ïi^ \ (théorème 1.1) (laquelle correspond 

à U = Pour cela, nous allons chercher à remplacer les groupes d'idéaux 

qui interviennent dans la suite exacte du théorème précédent par des groupes 

de nombres convenables. 

a) Préliminaires. 
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Définition I. 1. 

Posons I = N3 n 5 (k) et considérons la suite exacte : 
o a vo -" 

où k* désigne le sous-groupe de k* formé des éléments totalement 

positifs ; on pose : _^ 
A = (I ) • 

T o 

Proposition 1.3. 

On a : 

La démonstration se ramène essentiellement à la démonstration de 

l'exactitude des suites de F ̂ -espaces vectoriels suivantes : 

1 - N ? o / ï * - y i N ^ O Q / I * - M / M ^ 1 

(qui n'est autre que celle du théorème 1.2) , 

1 E*DNK*/E*8
 - A n N K * / A 8 - AnNKVAE(E^nNK*) - 1 , 

1 - AnNK*/A* - a/A* -» AAnNK* 1 , 

1 E^flNK^/E^ ^ - EVE^ - E*/È^nNK* - 1 , 
k k k k k k 

1 - N p Q - - M / W 0 " 1 - 1 , 

1 -> «jD» - M ' - » - 1 , 

et des isomorphismes suivants : 

AHNK*/Ae(EknNK*) - I ^ N ^ O O / I ^ , 

Np/I =* Njt • 

b) Evaluation du terme lAflNKV/\ 1 _ 

| A / A * | 

Introduisons maintenant le symbole de Hilbert. Soit Q une racine primi-
ème 

tive £ de l'unité et soient K1 et k 1 les corps obtenus en adjoignant à K 

et k le nombre Ç . L'extension K'/k' est une extension de Kummer et il 
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existe oc € k' tel que K' = k"( ^a) . 

Soit a ç k* ; a est une norme dans l'extension K/k si et seule

ment si c'est une norme dans Textension K'/kB , donc si et seulement si 

le symbole de Hilbert (ou a) = 1 pour toute place p de k en vertu 
p 

du théorème des normes de Hasse et des propriétés du symbole de Hilbert ; 

les lois de réciprocité globales entraînent alors la formule du produit : 

TT ( a .p ) 0 = 1 , a , 3 € k' (cf [ 9 ] , pp. 228-229). 

P P 

Dans le cas particulier où a ç k , on peut démontrer le résultat sui

vant : 

Proposition 1.4. 

Soit K/k une extension cyclique de degré g ; soient K' = K(ç) et 

k' = k{ç) ; si a 6 k' est tel que K' = k'(^a) et si a g k on a : 

(ce,a) = (a,a) 
P P 

pour tout idéal premier p' conjugué de P dans k' /k . 

Remarque : Le symbole (eua) peut donc se noter par abus (eua) 
P p 

avec p = p n A^ . 

La détermination de AflNK*/A^ est ramenée à un calcul explicite de 

symboles : 

Proposition 1.5. 

Soit q l'homomorphisme canonique A — A/A^ et soit q(a^), . . . ,q(a n ) 

une F -base de A/A^ ; le nombre — — ^ — ~ est égal à / où r est 
Z lAflNKVA*! 

le rang du système linéaire homogène défini sur F par les t éguations : 

n x. 
| | (oua.) = 1 , pour tout idéal p 

i=l 1 * 
ramifié dans K/k . 

En outre, on a les relations : 

0 £ r <. t-1 pour t ^ l et r = 0 si t = 0 . 
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On peut alors rassembler les résultats obtenus dans le théorème sui

vant : 

Théorème 1.3, 

Soit # un sous-H-module de }i(K) ; soit Ç un sous-H-module de 

1 1 
p(K) dont l'image dans jf(K) est égale à M et tel gue #n#(K)a~ = <f~ ; 
soit A = \|r *(Npn# 00) le groupe de nombres associé à p et soit 
q ( a j # . . . ,q(a ) , a, ç A , une base de A / A ^ ; alors : l n i ~ 

,~, , kiisLL t- i-r 
1^1 = | N » | Ê 

où t ^ 0 est le nombre d'idéaux ramifiés dans K/k , et où r <. t-1 est 

le rang du système linéaire sur F : 

—2— xl 

I I (a,a.) = 1 , pour tout t> ramifié dans K/k . 
¿ 1 ^ 

II - CONSEQUENCES DES RESULTATS OBTENUS. 

1- Cas du corps des rationnels. 

~ ~ t - l - r 
Si k = Q l'expression de \wU\ est alors \wU\ = € 

Considérons alors W = ; comme E* = {1} il résulte du corollaire 

1.2 que est engendré par les classes des idéaux premiers ramifiés dans 

K/Q ; si P j # . . . # P t sont ces nombres premiers, on peut prendre (relativement 

à H = Mj) le groupe engendré par P j # . . . , P t : 

A = < p x , . . . ,p t> ; 

l 'existence de classes d'ordre £ , non invariantes par H , est équivalente 

à la relation |5ij/Wj | > 1 soit t-1 > r . Nous avions déjà précisé que ce 

fait était réalisé dans de nombreux cas (cf. résultats numériques pour £ - 3 

dans [3 ]) . 
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2. Exemple de structure de Jt(K) . 

Le résultat suivant se démontre sans difficultés : 

Proposition II. 1. 

Soit n le plus grand entier tel que y = jt(K) ; on pose 
n 

n = a(£-l) + b , a ^ 0 , 0 ^ b < £-1 . On suppose que les quotients 

M.+ j /M i sont d'ordre z pour 0 <. i < n . Alors : 

(i) M HJ> = {1} , M ( K ) est isomorphe à (Z /£ a + 1 Z) b (Z /g a Z) C " 1 ' b ; 

(il) M ^ {1} / îi(K) est isomorphe à l'un des trois groupes 

suivants : 

(Z/*Z)C ; (Z/£ 2Z)x(Z/gZ)X avec X z £-1 ; ( Z / £ a + V x t Z / ^ Z ) « " ^ ' 

On peut donc appliquer cette proposition dans les trois cas suivants : 

(i) | M ( k ) | = 1 , |E+/E+nNK*| = t 2 (t*2) ; 

(il) |ît(k)| = z , ^ | E ^ n N K * | = Z 1 ' 1 (tel) ; 

(iii) |n(k) | = Z2 et t = 0 . 

Si k = Q , et si z est impair, il ne subsiste que le cas (i) 

avec t = 2 . 

Remarque : Le cas (iii) a été cité par Kisilewsky ([5]) sous des hypothèses 

très particulières. 

3. Comparaison des 4-rangs de Qty/m) et de QCŷ m) ([2]) . 

Soit m un entier sans facteurs carrés. Posons K = QC/m) et 

K' - QCy-m) et réservons la notation 1 pour toute quantité qui concerne le 

corps K' . 

Soient p # . . . , p ^ les nombres premiers impairs ramifiés dans K/Q 

(ils se ramifient aussi dans K 8 /Q). Si 2 ne divise pas m , il est nécessai

rement ramifié dans K ou dans K' (et dans l'un des deux seulement), 

sinon il est ramifié dans les deux corps. 
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t-1 t ' - l 
On aura J j ^ | = 2 et j j ^ \ = 2 , les groupes a et #* 

étant engendrés par les classes des idéaux premiers ramifiés. Les grou

pes A et A ' associés seront donc : 

A = (Pj* • • . /P t *> / A ' = ( P j / • • • /P t */2> ou vice-versa, 

lorsque m est impair, 

A = A ' = (P^# • • •/P t *# 2) lorsque 2 divise m . 

On forme alors les matrices A et A' des systèmes linéaires asso

ciés au groupes A et A ' ; la proposition 1.2 ramène la comparaison des 

4-rangs et de K et K' à la comparaison des rangs r et r' de 

A et A1 : en effet on a la relation : 

R 2-R^ = t- t '+r ' -r . 

Une étude directe des matrices A et A' conduit au résultat suivant 

(obtenu dans [2] par d'autres méthodes) : 

Proposition II. 2. 

Soit m un entier sans facteurs carrés, avec m = 1 mod 4 si 2 

ne divise pas m et ~ = 1 mod 4 sinon. Les 4-rangs et R^ de 

QCs/m) et Qif^m) différent d'une unité au plus. De façon plus précise : 

R 2 ^ R 2 ^ R 2 + 1 — 2 ^ m ( m - 1 m o d 4 ) * 
ou si 2 | m , m > 0 ; 

R 2 ~l <; R*2 <; R 2 si 2 | m , m < 0 . 

III - METHODES EFFECTIVES - RESULTATS NUMERIQUES. 

1. Construction des extensions cycliques de degré £ de CD . 

La théorie de Galois permet de caractériser les extensions cycliques 

de degré £ d'un corps k dans le cadre de la théorie de Kummer appliquée 

au corps k' = k(ç) . Soit G = Gal(k'/k) ; si s est un générateur de G 
s y v 

on pose Q = £ , où x e s t un entier défini modulo Z 1 on note l'en-
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semble des éléments a de k ' V k ' * 8 qui vérifient â S = ; X* est 

un sous-F-espace de k"*/k'*^ . 
C 

Associons à K/k (cyclique de degré g) un nombre a € k 1* 

tel que K' = K(£) = k ' ( ^ a ) ; K/k est déterminée par l'image de a 

dans l'espace projectif P(k'*/k'*^) . On est alors conduit au résultat sui

vant : 

Proposition III. 1. 

L'application qui associé à K/k un point de Pfk'Vk'*^) est une  

bijection de l'ensemble des extensions cycliques de degré g de k sur 

P(ï*) . 

Supposons maintenant k = Q , posons Q1 = Q(f ) et p = (1-f ) 
o o *o 

idéal premier au-dessus de g dans Q' . Etant donné K/Q cyclique de 
degré g et a € Q1 , choisi congru à 1 modulo P et définissant 

o 
K1 = Q}'(A/CX) / on note P j # . . . # P t les nombres premiers ramifiés dans K/Q 
et pour tout i , 1 <. i <. t , on fait choix d'un idéal premier p. de Q' 

t 1 

au-dessus de p i . On construit un t-uple ( v ^ , . . . , ^ ) ç F^ de la manière 

suivante : 
v, = v (a) modulo £ si p. é p 

i pj i o 
v. = <*7~ modulo p si p, = p 

i 1-r o i o b o 

Soit V le quotient de { ( v ^ , * . . , ^ } £ F* , v

i ^ 0 pour tout i , 

1 ^ i ^ t} par la relation d'équivalence définissant l'espace projectif 

P(F t ) ; on est alors conduit à énoncer : 
e 

Proposition III. 2. 
ème 

Etant donné un choix des idéaux p. et - de la racine primitive £ 
1 t 

de l'unité r / la construction du t-uple ( v l M , , , v ) f F à partir du 
a Q —* i t g —* 

nombre a définit une application biiective de P(ï*) sur l'ensemble V . 

Remarque III. I . 

Card (V) = ( c - l ) 1 " 1 . 
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Les notations introduites dans ce paragraphe sont valables dans 

toute la suite. 

2. Système linéaire associé à A . 

Soient p ^ / . . . , P t les nombres premiers ramifiés dans K/Q ; si 

g est ramifié, on posera £ = p . 

Pour simplifier nous ferons l'hypothèse suivante : 

U contient jt ; 

on peut alors supposer que le groupe g. associé contient les idéaux 

premiers p j , . . . , p ^ " ramifiés dans K/Q . Il en résulte alors que le groupe 
p 

A / A associé à p possède une base de la forme : 

q ( a j , . . . ,q(a ) avec a, = p. pour 1 i <, t 
1 n 1 1 

et a premier à P j . . . p t pour tout i > t . 

Définition III. 1. 

Soit p un idéal premier dans Q' ; on note n^ le nombre de conju 

gués distincts de p dans Q'/Q et on pose pour a ç Q : 

[al = (P*a). , (p) = PflZ , p ^ p , 
P ir O 

t a L = (o a ) r> sinon. 
p o p 

o o 

Les calculs effectifs de [9] (Prop. 8, p. 217 et Prop. 5, p. 236) 

permettent alors de démontrer : 

Proposition I I I .3 . 

Soit p = p. et soit a £ Q premier à p, ; alors 

~ v i n P . 
(ct>ci) = [a 1 1 , où ( v 1 / . . . , v j est le t-uple défini à partir de a . 

p. P. 1 t 

Remarque IIL2 . 

Si p, ^ £ on a : 
i p r l 

(oc/S) s (a ) modulo p, ; 
P i 1 
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Si p. = z t on a : i 

Ces relations permettent un calcul effectif des symboles (a,a) lorsque 
P 

a est premier à p . 

Posons, pour simplifier l'écriture : 

n. = n , [a] = [a] et ( a , a ) = ( a / a ) 
1 5 . 1 P. 1 1 P, 

1 1 J 

Théorème III. 1. 

Soit A un groupe de nombres associé au quotient jt/jj. . On suppose que 

A / A ^ possède une base de la forme q(p^), . . . ,q(pj , q (a^ + 1 ) , . . . , q(a^) avec 
a, premier à p^. . . p̂  pour i > t . Le système linéaire  
n x. 

| | (a/a,), = 1 , 1 <, j ^ t s'écrit : 
i=l 1 3 

n V..X. _t ~ Vv X-
I I K V 1 I 1 [ a J ] k 3 = 1 ^ 1 ^ 3 ^ t . 

i= l k=l 

DernonstraUpn^ : 

n x. n -v.n.x. x, 
On a | j (a, a . ) , 1 = | \ [a. ], 3 3 1 ( a , a , ) . 1 = 1 ; la formule du pro-

i= l 1 3 1=1- 1 J 3 3 

duit appliquée au couple (a/a,) s'écrit I I (a/a,) = 1 soit 
3 P ] P 2 

t n n, t -n. t +n,v, 
| | (a/a ) k = 1 , d'où ( a , a ) 3 = | | (a,a ) 1 = | | [a. L 1 1 . 

k=l 3 3 3 1= 1 3 1= 1 3 

Si p é p , p, est totalement décomposé dans Q'/Q et n, = g-l , 
i o j 3 

sinon n, = 1 ; par conséquent, on aura 

t n.v. 
(a ,a. ) . = | | La. J. et finalement 

3 3 i= l 3 1 

n_ -v.n.x. t x .n.v. 
1 = 1 1 [ a . ] . 3 3 1 I ! [ a . ] , 3 j 1 , d'où le théorème. 

1=1 1 3 U 3 1 
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Corollaire. 

Lorsque jf = j j^ le système associé à A = (p , . . . , p > est : 

__t v,x, -v.x, 

i i ( [ P i V 1 [ P i ] i 1 j ) = 1 ' 1 * j * 1 • 

i= l / J J 

Remarque : 
a,, 

Il suffit de poser t a j ] j = ÇQ

1J pour avoir les systèmes ci-dessus 

écrits en notation additive : 

n t 
S a. .v,x. - S a . v . x , = 0 , 1 £ j «É t . 

i = i 1 3 3 1 k = i 3 k k 3 

3. Cas particulier M = • 

Dans ce cas la dimension de J^/Wj est égale à t - l - r où r est le 

rang du système : 

t 
S (a..v,x, - a,.v.x,) = 0 , 1 £ j <; t ; 

i = 1 i] J i Ji i J 

Proposition I I I .4 . 

Le rang r est égal à 0 si et seulement si p. est congru à une puis-
ème 

sance g modulo p.. pour tout i , j , i ^ j , en remplaçant cette condition  

par p. = 1 modulo ĝ  lorsgue p̂  = g . En outre lorsgue r = 0 pour K , 

on a r = 0 relativement aux (g-1)* * extensions ayant même discriminant  

que K . 

Ce résultat provient, d'une part, de la forme du système et, d'autre 

part, des formules explicites pour le calcul des [a^ ] , i ^ j (cf. Remar

que III. 2). 

Proposition III. 5. 

Lorsque t = 2 , l'ordre du groupe J I est le même pour les £-1 

extensions K/Q ramifiées en p^ , . 
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Démonstration : 

Pour t = 2 , le système correspondant à W = s'écrit : 

f " a ! 2 V 2 X l + a 2 1 V l X 2 = ° 

1 a ! 2 V 2 X l " a 2 1 V l X 2 = ° 

et son rang (égal à 0 ou 1) ne dépend pas du couple (v ,v ) . 

Ce résultat devient faux en général pour t > 2 (cf. contre exemple 

donné dans [3 ]) . 

4 . Etude du cas g = 3 . 

Lorsque £ est égal à 3 , on a la relation (proposition 1.1) 

j / . ^ = #2 / d'où, par la proposition 1.2. 

Proposition III. 6. 

Le 3-ranq d'une extension cubique cyclique de Q est donné par la  

formule : 

= 2(t-l)~r , 

où r est le rang du système linéaire attaché au groupe A = ( p ^ , . . . , P t > • 

5. Algorithme. 

Etant donné une extension cyclique de degré £ , K/Q , la détermina

tion de #(K) est algorithmique. Outre des opérations élémentaires (décompo

sition d'un idéal en produit d'idéaux premiers, calcul des symboles de Hilbert, 

calcul du rang d'un système l inéa i re . . . ) , l'algorithme se ramène essentiellement 

à la résolution d'équations du type : 

N a = a , a g 0? , 

ceci n'est pas trop difficile en pratique car on n'impose pas à a d'être en

tier (les cas g = 2 et £ = 3 se traitent en général sans difficultés). 

En résumé : Supposons avoir déterminé j{, ; on connait donc un sous-H-module 
1 1 — 1 

p. de p(K) dont l'image dans jt(K) est a . (tel que p . n p a " (K) = f~ ) 
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ainsi que le groupe de nombres A associé. Le système linéaire du théorème 

III. 1 permet de trouver des éléments a ç A. qui sont normes dans K/Q . 

Ayant résolu les équations Na = a correspondant aux solutions indépendantes 

du système, on utilise l'homomorphisme cp (défini dans le théorème 1.2) 

qui conduit immédiatement à la détermination de = % par l'intermédiaire 

d'un groupe 1 . 

Remarque : 

Cet algorithme généralise, pour g = 2 , celui de [7] qui permet 

d'atteindre jtg • H est à rapprocher de celui de [ 8 ] , également pour g = 2 . 

TABLE DES CORPS CUBIQUES AVEC UN 3-RANG MAXIMUM, 

POUR t = 2 (R = 2) et p x , p 2 < 1000 . 

3, 73 19, 151 241 433 643 487 211,307 277,397 
271 277 277 631 673 601 367 541 
307 373 313 673 757 727 223,277 757 
523 487 487 757 139, 199 787 283 829 
577 577 613 769 277 877 439 283,313 
613 691 877 823 373 883 661 349 
757 733 907 859 601 991 787 499 
919 31,163 67, 193 877 619 163,313 859 619 
991 271 283 97,313 631 349 919 691 

7, 181 349 349 337 661 379 229,283 307,313 
223 373 643 433 769 757 457 421 
337 619 661 463 151,211 823 241,271 499 
421 829 937 601 283 181,331 379 523 
463 883 997 997 331 397 457 739 
673 37,103 73,103 103,409 367 673 751 919 
769 421 241 439 409 823 787 313,349 
811 433 313 823 433 859 829 463 
853 487 439 919 547 193,409 859 577 
883 739 709 991 607 643 877 607 

13,103 991 883 109,199 691 733 271,487 331,409 
229 43, 193 79, 97 373 727 199,211 571 547 
421 409 157 709 877 313 661 727 
499 457 283 997 157,337 397 769 877 
619 613 337 127,349 373 661 823 937 
853 643 349 421 379 733 919 337,499 
859 61,163 409 619 439 859 967 811 
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349,661 691 ' 787 661 991 661, 727 739,967 
709 733 439,727 673 601,811 853 751,811 
877 877 733 709 823 877 967 
967 937 457,673 739 607,643 673,757 757,907 

367,439 397,523 829 757 823 769 991 
733 613 877 541, 739 937 787 811,919 
739 631 977 757 613,643 997 823,919 
937 907 463,547 853 811 691,757 877,967 

373,457 919 643 547,619 829 823 997 
577 409,523 733 571,607 907 859 907,919 
613 571 487,499 661 619,643 907 919,991 
769 421,499 499,523 709 751 937 967,991 
787 691 577 757 631,661 709, 727 997 
883 829 643 787 829 751 

379,409 433,571 823 859 859 727,823 
463 631 853 577,619 919 919 
541 739 997 757 643,859 733,859 
601 751 523,547 811 883 991 

TABLE DES CORPS CUBIQUES AVEC UN 3-RANG MAXIMUM, 

pour t = 3 (R = 4) et p 1 , p 2 , p 3 < 1000. 

3 271 919 67 193 643 151 331 409 349 877 967 
3 307 523 67 283 349 151 331 547 367 439 733 
3 307 919 73 103 439 151 331 727 379 463 733 
3 523 757 79 97 337 151 331 877 379 691 937 
3 577 757 79 97 433 157 373 787 397 613 907 
3 577 991 79 157 337 157 373 883 397 631 919 
3 757 991 79 157 877 157 379 601 397 907 919 
3 919 991 79 283 349 157 379 877 433 571 787 
7 181 673 79 349 877 157 439 727 457 673 997 
7 337 811 79 433 631 163 313 349 457 877 997 
7 673 769 79 631 859 199 733 859 523 673 757 

13 421 499 79 673 757 241 379 877 577 757 991 
13 499 853 79 673 769 241 457 829 691 757 907 
19 151 691 97 313 463 241 457 877 727 823 919 
19 373 577 103 823 919 877 967 997 
31 163 349 103 919 991 271 571 661 
31 373 883 127 619 643 271 823 919 
37 103 991 127 673 757 277 541 757 
37 433 739 139 199 661 283 313 349 
43 193 409 139 373 769 307 421 499 
43 613 643 139 631 661 307 499 523 
61 163 313 151 211 367 307 523 739 
61 241 877 151 283 691 349 661 877 
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TABLES ANALOGUES AUX PRECEDENTES POUR t = 2 

/ P. = 5 / 

5,251 I 41 ,191 211,251 I 991 821,881 
601 571 811 331, 751 941,991 

11,241 61,761 241,701 401,421 
661 131,331 251,331 631 

31,191 571 751 601,761 
211 9 4 1 : 941 641,661 
991 191,.941 271,571 701,911 

mu 
127,US I 197,211 883 I 449,827 673, 757 

743 337,673 379,827 617,953 757,911 
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