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ORDRES MONOGENES DES CORPS CYCLIQUES DE DEGRE PREMIER

par J.J. PAYAN le 12.4.72

I. RAPPELS ET DEFINITIONS.

Soit K/k une extension de corps de nombres. Notons Ak et AK les

anneaux d'entiers respectifs de k et K . L'existence de 6 dans AK véri-

fiant AK = Ak[e] -on dira alors que l'ordre maximal AK est monogéne- outre

son intérét 'historique" a l'avantage de faciliter considérablement les calculs dans
AK . Cette existence a fait 1l'objet de nombreux travaux notamment dans le cas
[K:k] = 3 (voir par exemple [5]). Notons A(6) le discriminant d'un 6 de K

et N(8) sa norme relativement &8 k et posons & = w + uf + vez avec u,v,w
dans k . Un calcul élémentaire montre que A(Y = A(E))(N(u+vS-v6))2 ol S
désigne la trace de 6 . On en déduit donc que s'il existe 06 tel que AK = Ak[e]
les classes modulo A de ¢ tels que A, = Ak [#] sont en correspondance bi-

k K

jective avec les unités de AK de la forme u'+v'8 ou u',v' € Ak . Dans le

cas k = @ le théoréme de Thue montre qu'il existe un nombre fini au plus de

telles classes.

On supposera désormais que K/k est cyclique de degré premier p impair,

on posera Gal K/k = (o) et on notera A le discriminant de K/k .

K/k

- - p-1 N .
Dans le cas k = Q , AK/k (plpz. ..pt) ol les P, sont des nombres

premiers, deux & deux distincts, vérifiant pi =1 (p) si K/k est modérément
ramifiée, et ol P, = p2 et les P, premiers deux & deux distincts et

pi =1 (p) si K/k est sauvagement ramifiée ; on sait que le groupe des classes
ambiges est un espace vectoriel de dimension t-1 sur Fp et que toute classe
ambige contient des idéaux ambiges. Il existe donc une relation de dépendance,
modulo les idéaux principaux, entre les idéaux $1'°"$t de K ramifiés et une
seule au produit prés par un élément de F: . [voir [1] et [3] pour des justifi~
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cations).

On sait également qu'une condition nécessaire & l'existence d'un 6 tel
que AK = Z[8] est que tous les nombres premiers q avec q < p soient
inertes dans K/@ (voir [4]).

II. ETUDE DU CAS k = Q@ .

On pose pour chaque P, qui apparaft dans AK/k s Py = ‘]313 . Nous pou-

vons alors énoncer :

Proposition 1.

Pour gu'il existe 6 tel gue A, = Z[o] il faut que p,...p, Soit une

norme d'entier pour X/Q .

Démonstration : On remarque que AK = Z[08] si et seulement si

A(D) = (pl.f..pt)p“1 et que A(B) = N(6(6)) ou 6(6) désigne la différente de 8
on en déduit que si AK = Z[6] alors N(8(9)) = (pl...pt)pm1 d'ol le résultat.

Dans le cas p = 3 on peut expliciter ce résultat en utilisant 1'écriture

a2+27b2 a2+3b2
m =S si K/Q est modérément ramifiée (resp m = i

b Z20 (3) si K/Q est sauvagement ramifiée) avec m = Py-- Py (resp

avec

m = p,.. .pt) et K/Q corps de décomposition du polynéme X -3mX-am
(voir [2] ou [3]).

Proposition 2.

Pour qu'il existe 6 avec AK = Z[68] dans le cas p = 3 il faut
pi~-1

p,-1

a - 1 (pi) (resp (3a) 3. 1 (pi)) pour i=2,3,...,t si K/Q est modé-

rément (resp sauvagement) ramifiée.

Démonstration : On exprime que m (resp 32m) est une norme en utilisant
le théoréme des normes de Hasse. m est une norme locale pour tous les g
premiers avec m . Compte tenu de la formule du produit il reste a écrire que
m (resp 32m) est une norme locale pour tous les P, avec i >1 ., Comme am

est une norme cela revient & écrire que a (resp 3a) est une norme pour tous



- 70 -

les p, avec i > 1 d'ou la condition.

Remarque 1 :

La condition nécessaire, d'existence de © tel que A_ = Z[6] portant

sur la décomposition de 2 , & savoir 2Z inerte dans K/Q Kéquivaut a a im-
pair.
Remargue 2 :

Si b2 =1 ou si a=1 dans le cas modérément ramifié , AK est
monogéne.

Exemple 1 : La propriété pour AK d'étre monogéne ne dépend pas seule-
ment du discriminant de K/Q comme le montre le cas des deux corps cubiques
de discriminant (19.43)2 . L'un associé & la décomposition 19.43 = ﬁ_g_ZZ_Ll_Z_
a un ordre maximal monogéne, l'autre est associé & l'écriture
19.43 = §_§_2_4:21u2_ . On voit facilement grdce a la proposition 2 que 19.43

n'est pas une norme donc que AK n'est pas monogéne dans le second cas.

N

Exemples 2 (das & Nicole Moser) AK peut etre monogéne en dehors des

2
cas triviaux b =1 et a =1 . C'est ainsi que si K est le corps de dis=

2 2
criminant (19.61)2 associé & l'écriture 19,61 = §Z_'|_'42._7.;LL_ , alors
AK = Z[6] o 6 est une racine de
X3 + X2 - 2704 X - 55031 .

2 412+3372
Si K est le corps de discriminant (9.1447) ol 1447 = ’-—T—- alors
AK = 7Z[6] avec 0 racine de

3

X 21.1447 X + 1409.1447

Dans le cas p > 3 il est beaucoup moins aisé d'expliciter la condition
pl. . Dpt norme. On obtient cependant un résultat simple concernant la monogé-

néité de AK dans le cas sauvagement ramifié.

Théoréme 1.

Si p=5 et K/Q sauvagement ramifiée AK n'est pas monogéne.

Démonstration : Remarquons d'abord que si AK = Z[6] alors
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i . _ _ _i
(6-0 G)AK = ‘]31’432...‘]3t pour i=1,2,...,p~1 . Posons ¢, = 6-070 . Il est

clair que cpi/cpj est une unité de AK et en particulier

® ¢p,+op o
22 _ 1 71 1+ 1
? ?y ?
2 . P2
est une unité de A, . Ecrivons que N— = %1
K ®q
7, ( ! o (
N— = N{(l+—) = 1 + N— + Tr
P P ) P K/Q 2
1 1 1
avec { € AK . K/Q étant sauvagement ramifiée on sait (voir [7] chap. V, §3)
®
que TrK/k¢ € pZ il en résulte NE'P-Z' = +1 = 2 (p) ce qui est incompatible avec
1
p =5

Exemple 3 : Ce théoréme permet d'exhiber des exemples de corps pour les-
quels la "bonne" relation entre les idéaux ambiges est vérifiée, ou il n'y a pas
de diviseurs communs extraordinaires et ol n'existe pas de 8 avec A.K = Z[6] .
C'est notamment le cas pour l'extension cyclique de degré 5 (resp 7) et de conduc-

teur 52 (resp 72).

La remarque suivante montre qgu'il n'y a en revanche pas d'obstruction due

au degré dans le cas de ramification modérée.

Remarque 3 :

Si § = 2p+1 est un nombre premier ce qui se produit pour p =3, 5, 11, 19,
p-1
12

23, etc... le corps K de discriminant a un anneau d'entier monogéne.

I1 suffit pour s'en convaincre de remarquer que K est le sous=corps réel maxi-

mal de CD(a)

-~

et de prendre 6 = { + g"l ou (¢ est une racine primitive £-

idéme de l'unité.

III. ETUDE DU CAS QUADRATIQUE IMAGINAIRE.

On supposera que p ne divise pas le nombre de classe de k . On peut
alors encore affirmer que le p-groupe des classes ambiges est un Fp~espace
vectoriel, sa dimension est égale & t-1 (ol t désigne encore le nombre de

diviseurs premiers de A, ,) si pz2z5 ousi p=3 et k # CD(J:’:) . Dans

K/k



le cas p=3 et k = Q(A/tg) , la dimension est t=1 ou t=2 suivant que

les racines cubiques de l'unité sont normes ou pas pour K/CD(«/_——?:)

Commengons par le cas k = CD(A/S) et p =3 , on peut alors trouver

a € A;: , o sans facteur cubique tel que K = k(a1/3)

(voir [6]).

On démontre alors

Proposition 3.

Pour que les racines cubiques de 1'unité soient normes pour K/k il faut

et il suffit que tous les diviseurs premiers b, de o distincts du diviseur

premier p de 3 vérifient Nk/Qpi =1 (9)

Proposition 4.

Si K/Q est abélienne et ramifiée en dehors de 3 il vy a deux relations de

dépendance indépendantes entre les classes d'idéaux ambiges de K/k , l'une

1/3

est obtenue en écrivant la décomposition de o dans AK 1'autre en éten-

dant & K la relation de dépendance des classes ambiges de KO/Q , ol KO

est le sous-corps réel maximal de K . Si tous les nombres premiers q modé-

rément ramifiés dans K/Q vérifient q = 1 (9) , il existe une classe ambige

ne contenant pas d'idéal ambige et les racines primitives cubiques de l'unité scnt

normes sans &tre normes d'entiers de K .,

La démonstration du théoréme 1 s'étend sans difficulté au cas k quadra-

tique imaginaire et on obtient :

Théoréme 1 bis.

Si K est une extension cyclique sauvagemeni ramifiée de degré premier p

supérieur & 3 d'un corps quadratique k , A

n'est pas Akmmonogéne sauf peut-

K
étre dans les deux cas particuliers suivants :

a) p=5 et k=QK-1)
b) p=7 et k= Q@/-3)

Remargue 4 :
Si on remplace k par un corps de nombres & une infinité d'unités, l'exem-

Vi1 pY
Q(p ) /co(p )

ple des corps cyclotomiques montre que la ramification sauvage

n'est plus un obstacle & l'existence d'un 8 tel que A, = Ak[6] .
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La remarque suivante nous raméne & des questions de rationalité sur des

variétés. (On pourra se reporter & [6] pour un point de vue plus général).

Remarque S :

Supposons k = Q , p = 3 et la bonne relation de dépendance vérifiée
-c'est-a-dire ‘bl...‘Dt ~ 1 . Notons cpo une base de q:sl...qst et posons
u, = E:pi:g . L'application Quo qui & a € AK assozcie

@uo(or.) =a + uoong + u1+00,0

est Z-linéaire de rang 1 . Son noyau est donc un sous-Z-module de rang 2 de

N

AK et AK sera monogéne si et seulement si Ker @u N UK # ¢ (ou UK dési-
gne le groupe des unités de AK) ©

Remarque 6 : (Jacques Martinet)
Si toute unité de norme 1 est totalement positive, ce qui entrafne notamment

que le nombre de classes de K est pair, alors Ker Quo n UK = ¢ .
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