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ORDRES MONOGENES DES CORPS CYCLIQUES DE DEGRE PREMIER 

par J . J . PAYAN le 1 2 . 4 . 7 2 

I . RAPPELS ET DEFINITIONS. 

Soit K/k une extens ion de corps de nombres . Notons A^ et A^ l e s 

anneaux d'ent iers r e s p e c t i f s de k et K . L ' e x i s t e n c e de 0 dans A v é r i -
K 

fiant A^ = A ^ [ 0 ] -on dira a lors que l'ordre maximal A^ es t monogène» outre 

son intérêt "historique" a l ' avantage de fac i l i ter considérablement l e s c a l c u l s dans 

A .̂ . C e t t e e x i s t e n c e a fait l 'objet de nombreux t r a v a u x notamment dans le c a s 

[K:k] = 3 (voir par exemple [ 5 ] ) . Notons A(0) le discriminant d'un 0 de K 
2 

et N(0) sa norme relat ivement à k et posons # = w + u 0 + v 0 a v e c u , v , w 
2 

dans k . Un c a l c u l é lémentaire montre que A ( £ ) = A(0) (N(u+vS-v0)) où S 
dés igne la t r a c e de 0 . On en déduit donc que s'il e x i s t e 0 te l que A^ = A ^ [ 0 ] 
l e s c l a s s e s modulo A de & t e l s que A = A [&] sont en correspondance b i 

le K Je 

j e c t i v e a v e c l e s unités de A^ de la forme u ' + v ' 0 où u ' , v ' 6 A^ . Dans le 

c a s k = Q le théorème de Thue montre qu'il e x i s t e un nombre fini au plus de 

t e l l e s c l a s s e s . 

On supposera désormais que K/k es t cyc l ique de degré premier p impair, 

on posera Gai K/k = (a) et on notera ^/k l e d i s c r i m i n a n t d e K/k • 

Dans le c a s k = Q , = ( P ] P 2 # * - P t ^ P 1 ° ^ l e S P i S O n t ^ 6 S n o m ' t ) r e s 

premiers , deux à deux d i s t i n c t s , vérif iant p. s 1 (p) si K/k es t modérément 
2 1 

ramif iée , et où p^ = p et l e s p,̂  premiers deux à deux d i s t inc t s et 

p^ = 1 (p) si K/k e s t sauvagement ramifiée ; on sait que le groupe des c l a s s e s 

ambiges e s t un e s p a c e v e c t o r i e l de dimension t - 1 sur et que toute c l a s s e 

ambige cont ient des idéaux ambiges . Il e x i s t e donc une re lat ion de dépendance , 

modulo l e s idéaux pr inc ipaux , entre l e s idéaux ? ^ , . . . ? t de K ramifiés et une 

seule au produit près par un élément de F * . [voir [ l ] et [ 3 ] pour des just i f i -
P 
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c a t i o n s ) . 

On sai t également qu'une condition n é c e s s a i r e à l ' e x i s t e n c e d'un 0 t e l 

que = Z [ 0 ] e s t que tous l e s nombres premiers q a v e c q < p soient 

inertes dans K/Q (voir [ 4 ] ) , 

I I . ETUDE DU CAS k = Q . 

3 
On pose pour chaque p. qui apparaît dans A A , p, = . Nous pou» 

i K / K i i 

vons a lors énoncer : 

Proposit ion 1. 

Pour qu'il e x i s t e 0 te l que A = Z [0 ] il faut que p . 0 e p. soit une 
K 1 t 

norme d'entier pour K/Q . 
Démonstration : On remarque que AT, = Z [ 0 ] si et seulement si 

K 
A(0) = ( p - . . . p ) p et que A(0) = N(6(0)) où 6(0) dés igne la différente de 0 

D ~ 1 
on en déduit que si A^ = Z [ 0 ] a lors N(ô(0)) = ( p ^ . - . p ) d'où le résul tat» 

Dans le c a s p = 3 on peut exp l i c i t er c e résu l ta t en ut i l i sant l ' écr i ture 
2 2 2 2 

a + 2 7 b . . . + , a + 3 b 
m = - ~ si K/Q es t modérément ramifiée (resp m = — ~ — ~ a v e c 

b ^ 0 (3) si K/Q es t sauvagement ramifiée) a v e c m = p - . . . p . (resp 
3 

m = P g - o - P ^ et K/Q corps de décomposit ion du polynôme X - 3 m X - a m . 

(voir [ 2 ] ou [ 3 ] ) . 

Proposit ion 2 , 

Pour qu'il e x i s t e 0 a v e c A = Z [0 ] dans le c a s p = 3 il faut 

3 3 
a = 1 (p.) (resp (3a) = 1 (p„)) pour i = 2 , 3 , . . . , t ^i K/Q es t modé
rément (resp sauvagement) ramif iée . 

2 
Démonstration : On exprime que m (resp 3 m) e s t une norme en ut i l i sant 

le théorème des normes de H a s s e . m es t une norme l o c a l e pour tous les q 

premiers a v e c m . Compte tenu de la formule du produit il r e s t e à écr ire que 
2 

m (resp 3 m) e s t une norme l o c a l e pour tous l e s p^ a v e c i > 1 . Comme am 

es t une norme c e l a revient à écr ire que a (resp 3a) es t une norme pour tous 
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les p, a v e c i > 1 d'où la condit ion. 1 

Remarque 1 i 

La condition n é c e s s a i r e , d ' e x i s t e n c e de 0 te l que = Z [ 8 ] portant 

sur la décomposit ion de 2 , à savoir 2Z inerte dans K/Q équivaut à a im

pair , 

Remarque 2 : 
2 

Si b = 1 ou si a = 1 dans le c a s modérément ramifié , A es t 
K 

monogène . 

Exemple 1 : La propriété pour A^ d'être monogène ne dépend pas s e u l e 

ment du discriminant de K/Q comme le montre le c a s des deux corps cubiques 
2 1+27 11^ 

de discriminant ( 1 9 . 4 3 ) . L'un a s s o c i é à la décomposit ion 1 9 . 4 3 = ^ 

a un ordre maximal monogène, l 'autre e s t a s s o c i é à l ' écr i ture 
2 2 

5 5 + 2 7 3 

1 9 . 4 3 = ~ — o On voit faci lement g r â c e à la proposit ion 2 que 1 9 . 4 3 

n 'es t pas une norme donc que A^ n'est pas monogène dans le second c a s . 

Exemples 2 (dûs à Nicole Moser) A^ peut être monogène en dehors des 

c a s t r iv iaux = 1 et a = 1 . C 8 e s t a ins i que si K es t le corps de d i s -
2 2 

2 3 7 + 2 7 11 
criminant ( 1 9 . 6 1 ) a s s o c i é à l ' écr i ture 1 9 , 6 1 = — — ^ " , a lors 

A^ = Z [ 0 ] où 0 e s t une rac ine de 

X 3 + X 2 - 2704 X - 5 5 0 3 1 . 
2 4 1 + 3 3 7 

Si K e s t le corps de discriminant (9 0 1447) où 1447 = -— — alors 

A^ = Z [ 0 ] a v e c 0 rac ine de 

X 3 - 2 1 . 1447 X + 1 4 0 9 . 1 4 4 7 . 

Dans le c a s p > 3 il e s t beaucoup moins a i s é d 'expl ic i ter la condition 

p ^ . . „ p norme. On obtient cependant un résu l ta t simple concernant la monogé-

néité de A^ dans le c a s sauvagement ramif ié . 

Théorème 1. 

Si p £ 5 et K/Q sauvagement ramifiée A n'est pas monoqène. 
K 

Démonstration : Remarquons d'abord que si = Z [ 0 ] a lors 
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(e-Ve);^ = ? 1 ? 2 - - - ^ t p o u r 1 = 1 ^ 2 ^ - - ^ P " 1 • Posons cp = e-c^e . n e s t 

c la i r que cp /̂cp_, e s t une unité de A^ et en part icul ier 

cp2 cp 1 +acp 1 acp 1 

es t une unité de AT>r . Ecr ivons que N — = ±1 .. 
K ^1 

cp acp acp 

N — = N ( l + — A ) = 1 + N — A + Tr 7 ^ U ) 

a v e c \|f € A . K/Q étant sauvagement ramifiée on sai t (voir [ 7 ] c h a p . V, §3) 
K cp2 

que T r ^ ^ \ | j 6 pZ il en résu l te N ~ = ± 1 = 2 (p) c e qui e s t incompatible a v e c 

p £ 5 . 1 

Exemple^3 : Ce théorème permet d'exhiber des exemples de corps pour l e s 

quels la "bonne" relat ion entre l e s idéaux ambiges e s t vér i f i ée , où il n'y a pas 

de d iv iseurs communs extraordinaires et où n 'ex i s t e pas de 9 a v e c A^ = Z [ 9 ] 0 

C ' e s t notamment le c a s pour l ' ex tens ion cyc l ique de degré 5 (resp 7) et de c o n d u c 

teur 5^ (resp 7 ^ ) . 

La remarque suivante montre qu'il n'y a en revanche pas d'obstruction due 

au degré dans le c a s de ramification modérée . 

Remarque 3 : 

Si £ = 2 p + l e s t un nombre premier c e qui se produit pour p = 3 , 5 , 1 1 , 1 9 , 

2 3 , e t c . . le corps K de discriminant £^ * a un anneau d'entier monogène 0 

Il suffit pour s B en conva incre de remarquer que K es t le s o u s - c o r p s rée l m a x i -
(6) - 1 

mal de Q et de prendre 6 = Ç + G où Q e s t une rac ine primitive £ -

ième de l 'uni té . 

III . ETUDE DU CAS QUADRATIQUE IMAGINAIRE, 

On supposera que p ne d iv ise pas le nombre de c l a s s e de k . On peut 

a lors encore affirmer que le p-groupe des c l a s s e s ambiges e s t un F - e s p a c e 
P 

v e c t o r i e l , sa dimension es t éga le à t - 1 (où t dés igne encore le nombre de 

div iseurs premiers de ^i/]^ s i P ^ 5 ou si p = 3 et k f . Dans 
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le c a s p = 3 et k = QC\/~3) , la dimension e s t t = l ou t - 2 suivant que 

l e s r a c i n e s cubiques de l'unité sont normes ou pas pour K / Q . 

Commençons par le c a s k = QCv/-3) et p = 3 , on peut a lors trouver 
1 /3 

a € , a sans facteur cubique te l que K = k(cc ) . On démontre a lors 

(voir [ 6 ] ) . 

Proposit ion 3 0 

Pour que l e s r a c i n e s cubiques de l'unité soient normes pour K/k il faut 

et il suffit que tous l e s d iv iseurs premiers p de a d i s t inc t s du diviseur 

premier b de 3 vérif ient N, / / % t ) , = 1 (9) . 
r o ~ — — ~ ~ k / Q r i 

Proposit ion 4„ 

Si K / Q es t abél ienne et ramifiée en dehors de 3 il y a deux re lat ions de 

dépendance indépendantes entre l e s c l a s s e s d' idéaux ambiges de K/k , Tune 

1 /3 

e s t obtenue en écr ivant la décomposit ion de a dans A^ l 'autre en é t e n 

dant à K la re lat ion de dépendance des c l a s s e s ambiges de K / Q , où K 

o ~ — o 

e s t le s o u s - c o r p s rée l maximal de K . Si tous l e s nombres premiers q modér 

rément ramifiés dans K/Q vérifient q = 1 (9) , il e x i s t e une c l a s s e ambige  

ne contenant pas d'idéal ambige et l e s r a c i n e s primitives cubigues de l'unité sont 

normes sans être normes d'ent iers de K . 

La démonstration du théorème 1 s 'étend sans difficulté au c a s k quadra

tique imaginaire et on obtient : 

Théorème 1 b i s . 

Si K es t une extens ion cyc l ique sauvagement ramifiée de degré premier p 

supérieur à 3 d'un corps guadratigue k g A^ n'est pas A^-monogène sauf peut - 

être dans l e s deux c a s part icu l i ers suivants i 

a) p = 5 et k = Q C s M ) 

b) p = 7 et k = C D C s / ^ â ) . 

Remargue 4 : 

Si on remplace k par un corps de nombres à une infinité d 'uni tés , l ' exem

ple des corps cyc lotomiques Q ^ P + ^ / Q ^ ^ montre que la ramification sauvage 

n'est plus un o b s t a c l e à l ' e x i s t e n c e d'un 9 t e l que Â ^ = A ^ t B ] . 
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La remarque suivante nous ramène à des quest ions de rat ional i té sur des 

v a r i é t é s . (On pourra se reporter à [ 6 ] pour un point de vue plus g é n é r a l ) . 

Remarque 5 : 

Supposons k = Q , p = 3 et la bonne re lat ion de dépendance vérif iée 

- c ' e s t - à - d i r e ~ 1 . Notons cp une base de *B et posons 
1 t o 1 t 

acp 
U o = "cp ' L ' a P P l i c a 1 : i o n $ u qui à a € A K a s s o c i e 

x / N a 1 + a o 
$ (a) = a + u a + u a 

u Q o o 

e s t Z- l inéa ire de rang 1 . Son noyau e s t donc un sous-Z-module de rang 2 de 

A et A sera monogène si et seulement s i Ker § fl IL . ^ 0 (où U^ d é s i 
ra K U ^ K K 

gne le groupe des unités de A^) . 

Remarque 6 : (Jacques Martinet) 

Si toute unité de norme 1 e s t tota lement p o s i t i v e , c e qui entraîne notamment 

que le nombre de c l a s s e s de K es t pa ir , a lors Ker $ u fl U = 0 . 

o K 
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