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SUR L'EXISTENCE D'UN POINT RATIONNEL

D'ORDRE n SUR UNE COURBE ELLIPTIQUE

par TENA AYUSO les 15.12.71 et 5.1.72

A - INTRODUCTION.

Soit C une cubique plane F(x,y) = 0 & coefficients rationnels et
ayant un point rationnel. On sait que, quitte a faire une transformation bira-
tionnelle, on peut mettre C sous la forme canonique :

y2 - x> - Ax - B (1)
lagquelle admet la paramétrisation
x = p(u) y = 1/2 p'(u) (2)
ol p(u) est la fonction de Weierstrass correspondant au réseau I de C
déterminé par les invariants :

g, = 4R gq = 48 . (3)

Définition 1.

Un point P(u) € ¢ est d'ordre n si et seulement si :

nu =0 (modT) e n'u 20 (mod I) pour 0 <n' <n .

Probléme : Pour quelles valeurs de n ‘existe-t-il une courbe elliptique ayant

un point rationnel P d'ordre n ?

Dem'janenko [4] a montré que n est borné. En fait les valeurs n = 1. 10
et 12 sont réalisées, et on peut conjecturer 1'impossibilité de valeurs autres que

celles~-ci.
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B - CONSTRUCTION.

Soient donnés dans le plan projectif les points PO,P P, .P.

non

17723

N

alignés (et & coordonnées rationnelles).

Question :

Quelles conditions doivent satisfaire les coordonnées d'un autre

point P différent de ceux-ci pour qu'ils fassent partie d'un groupe excep-

4

tionnel cyclique & n éléments ? (Plus précisément pour qu'ils correspondent

aux arguments elliptiques 0 , u , 2u , 3u , 4u).

Note 1 : Le
(ce qui sera

ne soient al

s conditions imposées impliquent n = S . Si on désire en outre

le cas en général) que jamais trois des cing points Po, ...,P4

ignés, alors on aura n > 9

n peut alors construire d'autres ints, P _.,P .,..., . yeee P,
On p alo o i autr poin _1'P.9 P5 P—S Pn P_n
n € IN , sur le plan vérifiant la condition suivante :
Condition 1. Trois points Pn ,Pn ’Pn sont alignés, si et seulement si, ses
1 2 3

indices n 1

Ainsi

avec P 1 et

; Dy 4 Ny vérifient (en tant que nombres entiers) la relation :

n1+n2+n3=0 . (4)

, par exemple, le point P_4 doit etre aligné avec PO et P4 et

P3 , et donc il est déterminé comme le point d'intersection des

droi t ; t
roites passant par Po et P4 ; P1 et P3 (que nous noterons (PO,P4) e
(P 1 P3) respectivement)

Note 2 : Pour que cette construction ait un sens, il faut en outre que pour

chaque n ,

toutes les droites qui, en vertu de la condition 1, contiennent le

point Pn se rencontrent en un point. La proposition ci-dessous nous dit que

cette condition se trouve heureusement vérifiée dans le cas n > 9 (et pour le

cas n <9

on le vérifie également sans peine).

Commengons par construire de fagon rigoureuse, pour n > 9

Construction

- définition 2.

Le point Pm (m = 5) est déterminé comme le point d'intersection des

droites
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<
(Pm —m’Pm ) (0 < my 1/2 m) (5)
Le point P_rrl (m = 6) comme le point d'intersection des droites

(Pm 'Pm—m ) (1 < m, < 1/2 m) . (6)

Proposition 1.

Pour n > 9 les 9 points PO . Pil . P2 . P:tS . Pi4 , P_5 sont

différents et il existe une seule cubique qui passe par eux. Les points Pm ,
P-m , pour toute valeur de m (entier naturel) sont bien déterminés (unicité),
ils sont sur la cubique ci-dessus, et la tangente & la cubique en Pm passe

par le point P—-Zm

Le cas n = 5,6 étant sans intérdt on suppose donc n = 7 . Dans ce

cas on sait qu'il est impossible que trois des points Po’Pl’PZ'P3 soient ali-

gnés., On peut donc les prendre comme sommets d'un systéme de coordonnées

projectives dans le plan. Soient donc

= (0,1,00 , P, =(0,0,1)

P =(1,1,1) , P, =(1,0,0 P )

o) 1 2

Si dans cette base P4 a les coordonnées P4 = (xl,xz,x3) on peut obtenir

les coordonnées des autres points comme des expressions rationnelles en

X1 0% %3
Ainsi
P_1 = (xl-x2+x3,x3,x3)
P_2 = (xl—x2+x3,x3,x1-x2+x3)
P_3 = (1,1,0) (7)
P_4 = (xl-xz,O,x3—x2)
P o= (0,x2,x3)
i 2 .,
P5 = (x1x2+x1x3-x2,x1x3,xz(xl-xz+x3))

etc...
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Alors pour n fixé on aura :' Pn , P, P sont alignés, si et seulement si,
1
+ + =
a) n, +n, + n, 0 (mod n)

b) il n'existe pas trois points Pn' , P,y Pnl alignés avec
|n'1+n'2+nF3l<n . (8)

Ce qui donne des conditions & satisfaire par x. , X, , X

C - CAS D'EXISTENCE - EXEMPLES.

Pour n = 7,8,9 on sait que le point P est aligné avec deux des

4
points PO . P1 , P2 , P3 . En effet on obtient
n=7:x1—x2=0 et x3=0 (9)
n=28: X, = 0 (10)
n=9: X, = 0 (11)

Exemples de cubiques ayant un sous-groupe cyclique rationnel d'ordre

n=17,8,9 :

n=717: 16y2 = 2X3 + 15x2 + 16x + 19 P1 = (-1,1)
2 3 2
n=28: 16y = 27x + 414x + 243x P1 = (-1,3)
n=29: Yz=8X3+ 33x2+ 18x + 9 P1= (-3,6)
Pour n = 10,12 on obtient respectivement
2
n = 10 : X Xy + X Xy = Xy = 0 (12)
_ . Wl _
n =12 : S TR 0 (13)

Ces cubiques ont chacune une infinité de points rationnels. Il suffit de

prendre comme P, un d'eux, non aligné avec deux des points de base.

4
Exemples :
n=10 : 9y2 = 8x3 + 25x2 - 64x P, = (-1,3)
2 3 2 3 .2 1
n=12 : y =x - 122x" + 9 .7"x P. = (21,840)
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D - CAS D'IMPOSSIBILITE.

On obtient :
2 2 3
n= 11 : X1X2 - X1X2 - X1X3 + X2X3 =0
n~13°xzx2-xx3mxxx+ x3+3x-x2x2—0
S R 172 17273 7 F1%3 T %% 273 =
n =14 : 3 —xzxzmxzxxﬂxzxzu x3+ xx2+4~—x3 = (
I & 172 1%2%0 173 7 K% T RR T X TR T
n=15'xzx2+x2xx +x2x2—x -xz - 2+ =0
S ) 17%2%3 173 1%2 1%9%3 T F1%%g T Kp¥g T
_ . 2 ‘ 2 ) ) _ 2
n=17 : ;><:2x3(x3 Xl) (X1X3 :><:1x2+x2x3)(x3 x1+x2) (x3(x3 xl) +

bAY

Y

Le cas n = 13 n'est pas encore résolu. Le cas n = 11 a été étudi

a

par Billing et Mahler [2] . Les cas n = 14,15 sont analogues au cas
n = 11 (courbes de genre 1) : le procédé de Billing et Mahler est donc en

principe applicable. Nous étudions par la suite le cas n = 17 selon Ogg [3]

n =17 : Faisant X3 = 1 et le changement de variables,
x2+(x1-—-1)
X, = X y = (14)
1 x2

1'équation correspondante devient :
2
x(1-x)y = X[x2+(1=x)2]y + (1-x-x2+x3—=x4) = 0 . (15)
Comme x et y doivent &tre rationnels le discriminant de cette équation

en vy doit &tre un carré. Et donc

2

z" = x2 [X2+(1"X)2 ]2

- 4x(1mx)(1-x~x2+x3-x4) = —4x3 + 9x2 - 4x (16)

Points exceptionnels.

La courbe posséde les points exceptionnels (0,0) (1,+1) (») . Elle n'en
poss@éde pas d'autres (car il n'existe pas de point d'inflexion rationnel, et
on peut appliquer le théoréme de 1'Appendice). Mais ces quatres points sont

alignés avec deux des points PO . P1 . P2 . P3
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Points ordinaires.

. , 2 3
Mettons 1'équation sous la forme vy = x + 9x + 16x . En faisant

la division par 2 (voir Appendice) on trouve la courbe : yz = x(x-1)(x~17)

Soit P = (x,y) point ordinaire générateur. Sans perte de généralité
on peut supposer (voir [3]) :

x > 17 et 17 f Numérateur de x .

Soit alors x =,A/B2 , Y = C/B3 (17)

(A,B) = (A,C) = (B,C) =1 , 17 Y A .

et c2 = A(AnBz)(A-17B2) . (18)
Et on a la factorisation
2 N
A—dIC1 d1—1,17= dl-l
2 2 2
A-B” = d,C) d, = 1,2 ) d,dyd, = C° (19)

2 2

A-17B" = d303 d3 =1,2,17 = d3 = 1,2 ]
Le cas d2 = d3 = 2 conduit & une contradiction.
Alors d2 = d3 = 1 . Mais dans ce cas P = 2P' , contradiction

avec le caractére générateur de P . Le rang de la cubique est donc 0
NOTE,

L'équation reliant les coordonnées X Xy 4 X du point P4 peut
gtre interprétée en termes du groupe modulaire comme équation de la surface

de Riemann Xl(n) obtenue par compactification de H/I‘l(n) , avec
H demi-plan de Poincaré
a,b,c,d € 4

) ab = cd = +1
a=sd=1 (mod n)

ab

1_\l(n) = (c d

Xl(n) est une paramétrisation de l'espace de courbes elliptiques ayant

un point rationnel fixé d'ordre n .
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En effet, & tout point de Xl(n) rationnel non "parabolique® (c

a-dire a tout point P4 non aligné avec deux des points Po’Pl”PZ”P%)

correspond une courbe elliptique ayant un point rationnel d‘ordre n

APPENDICE.

Division par un sous-groupe d'ordre 2 d'une courbe elliptique.

Soit C une courbe ayant un point rationnel d'ordre 2 , laquells

peut donc étre mise sous la forme

(E:y'2=x3+Mx2+Nx

Soit T = Zwl & Zw le réseau correspondant & C et

2

w réel,

™= Zw 9 1

/
¢ 2) & Zw

Considérons les 2 variétés abéliennes

C= /T ¢ = C/T
. ‘ . id : s . .
L'application € —“—>» € induit l'application
: C—-C ., y: Z - Z
mod T mod T

On peut montrer que la cubigque €' peut s'écrire
y'z = %3 - aMx'? + (M2~4N)x'

{I1 suffit de calculer les valeurs g'z et gé correspondent au réseau

et que les coordonnées
(x',y') = olx,y)

sont exprimées comme fonctions de x,y par

L XAMxN L yxioN)
x = ST y' =
X

L'application ¢ est une isogénie de C sur C' de degré 2 qui

peut 8tre interprétée comme le passage au quotient de C/T par (ijl/Z)

p—
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ou encore comme le passage au quotient de C par le sous~groupe d'ordre
2 {(0,0),=}

En réalisant 2 fois successivement cette division par 2 on peut

démontrer (voir [1]) le

Théoréme.

2
Soit C: vy = x3 + sz + Nx . Si P(x,y) € C est un point ra-

tionnel, il est divisible par 2 , si et seulement si un des nombres

M+ 2x + ZA/x2+Mx+N

est un carré rationnel.
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