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Séminaire de Théorie des Nombres 11 bis-01
Année 1970-1971 - exposé n° 1l bis 9 Février 1971

REPARTITION DES VALEURS D'UNE SOMME DE
FONCTIONS EXPONENTIELLES

par

Michel WALDSCHMIDT

Pour démontrer la transcendance du nombre e, en 1873, Hermite

a étudié l'ordre du zéro z = 0 d'une fonction du type :

W, z
4 h
(1) z = f(z) = % bh(z) e ,
h=1
ol1 bl(z). .. by(z) sont des polynémes & coefficients complexes, et Wps e Uy

des nombres complexes. Ces investigations étaient reprises par Mahler 0d,
Siegel [16], puis Jager [9] qui développait des propriétés analogues pour
des fonctions binomiales et logarithmiques (Baker [1]). Coates [2] et

Van der Poorten [14], utilisant une méthode de Turan [19] étudiaient des
minorations pour des sommes de puissances, conduisant 2 des résultats sur
la répartition des valeurs de fonctions analytiques de type exponentiel
(Dancs et Turan [3]; Turan [20] ), binomial ou logarithmique (Van der Poorten
[15]). En liaison avec des théorémes d'indépendance algébrique, Gel'fond
(6] chap.IIl , puis Mahler [12] et Spira [17] ont obtenu des majorations du
nombre de zéros de fonctions du type (1), tandis que Pontrjagin [13] étudiait
la répartition de ces zéros et de leur partie réelle pour l'appliquer a 1'étude

de la stabilité de solutions d'équations aux dérivées partielles.
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La distribution des valeurs de fonctions du type (1) intervient
dans 1'étude des solutions d'équations différentielles & coefficients cons-
tants, ainsi que dans des questions de stabilité de systémes de contrdles ;

elle a également des relations avec des processus stochastiques [3].

Nous allons, ici, nous intéresser au nombre de z€ € tels que
f(z) = zO , zO étant un nombre complexe donné. Ceci revient 2 majorer le

nombre de zéros de :

ol bo(z) =z et W= 0 . Ainsi, il suffit d'étudier les zéros des fonctions

du type (1). Les résultats connus 3], ra4], £eé6l, [12], [14], M20], donnent
une majoration du nombre de zéros de f (1) dans un carré du plan complexe,
de telle maniere que la majoration obtenue est indépendante de la position

du carré, ainsi que des coefficients des polynémes bi(z) ; elle ne dépend

que du degré P, de ces polyndémes, du cb6té du carré ainsi que des nombres
w, . Les nombres u)i interviennent par les deux quantités :

Q =max |w| , A=min |w-w]| .
s 7

Le seul énoncé ne faisant pas intervenir A est celui de Spira
[17] dont la démonstration est incomplete. Nous allons justifier 1'énoncé de
Spira et répondre ainsi & une question de Turan [3], [20].

Examinons plusieurs cas particuliers.

Exemple 1. - Soit f(z) = 2cosz = e'?+ e Le nombre de zéros de f dans
m
le disque |z|S AT+ 5 A EIN , est supérieur & 2X.
—IZ;1 m o m e
Exemple 2. - Soit f(z) =(e -1) =% (. ) e . La fonction f ainsi définie

j=0

admet z=0 comme zéro d'ordre m. (Voir [16], ch.I, §. 7).

N N

2" iz, -2 iz
Exemple 3. - Soit f(z) = 2i sin(ZNz) = e -e "? | La fonction f
P m . .
admet les zéros z = 5, , 0N4SN, qui appartiennent tous au disque |z| < 1.

247
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Exemple 4. - Fel'dman a démontré ([5]1 lemme 5 et II lemme 7) :

LEMME L - Si P ,..., Pq , sont des polynémes de C[X], linéaire-
(o]

ment indépendants sur € , de degré < qo—l , si u

,u sont des nombres
p

e

complexes distincts non nuls, et si TEC , T;é 0, alors le déterminant :

| P, (T.x)

X
i Uy losksq -1, =usp
(o]
O$x$pqo—l

est non nul.

Soit f une fonction définie par (1), ol les polyndmes b, ne sont
pas tous nuls, et wh# w, si h#j. Soit TEC , avec T(wh- wj)ﬁ 2im Z

pour h#j . Alors l'un des nombres f(T.x) pour x€Z , estnon nul.
On en déduit le résultat suivant, que l'on retrouvera au § 4 :

Si Q,...,0 sont des nombres complexes D -linéairement
1 m oz a, z
indépendants, alors les fonctions z , e s, € sont algébriquement

indépendantes sur C.

Enfin, le lemme de Fel'dman permet de construire une fonction
f du type (1) , non identiquement nulle, et admettant les zéros :

L
L ..., X ph-l , o » estle degré du polyndme b

h=l h h

Exemple 5. - Soient P1 s ey Pﬁ € C[X] des polynédmes non tous nuls, de

£
degré inférieur ou égal 3 pl, ...1Py 2vec n= % ph . Soient wl, ceea Wy s
h=1
des nombres complexes tels que : xi;é xj pour ISi<j<n+1

pour 1Sh<k&m et Oéi§n+l

Soit F la fonction :

£ z
z= 3 Ph(z) ewh
h=1

L'un au moins des nombres F(xi+j xo) , 1Sisn+l, 1SjS4 est non nul.
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Preuve : On suit la méthode que Schneider a utilisée, dans le cas ou les
nombres wh sont des multiples entiers de Loga( a algébrique non racine

de 1'unité) et ol les nombres xi sont de la forme A +Mb, A et U entiers

(b algébrique irrationnel), pour montrer que ab est transcendant [16] .

whkxo
Soit Pk,h(z) = Ph(z+kxo) e
£ mhz
Ainsi F(z+kxo) =% Pk h(z) e . On peut évidemment supposer chaque

h=1
polyndme Ph non nul et de degré exactement Py -

Le déterminant A(z) = ,Pk h(z)l est un polynéme

k,h=l,...,4

de €[X], dontle terme de plus haut degré€ est :

n
Oy - - aﬁéx ,
Ww. x W, x

ou § =1 (eJ °_ et o)750, et ol x 'h est le terme de plus haut degré

i< h
de Ph . Donc, 1'un au moins des nombres A(xi) , 15iSn+l, est non nul.
D'autre part, si E€C est tel que :

w. € w, §
el £ e’ pour IKi<jsf et A(E)£O0 ,

alors l'un au moins des nombres A(g + kxo) , 1SkS4 est non nul.

Exemple 6. :-

LEMME 2. - [6]. Soient bi . des nombres réels non tous nuls,

wl, cee Wy des nombres réels distincts. Alors le nombre de zéros réels

de la fonction :

=

est inférieur 3 T p.
. i
i=1

La démonstration se fait par récurrence sur £. Pour 4=1,

f est un polyndme non nul de degré P;- 1
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Supposons le lemme vrai pour 4SA-1, et soit f. une telle

A

fonction dont le nombre de zéros réels est o .

D'apres le théoreme de Rolle, le nombre de zéros de la fonction :

d Wy 2 A1 (w-w )
e fx(z) =3 e
Py i=1 ;

ZJ-l

™M 9
)

dépasse le nombre 0-py d'apres l'hypothese de récurrence, on a donc :

A-1
—p, <
"R i¥1 i

Les exemples précédents montrent que le nombre ¢ de zéros
£
de f dans le disque |z|Sp dépendde p , de n =35 p, » et de

Q=max |w]|. =1

ISis4

Nous allons voir que ces trois quantités permettent de

majorer O .

PROPOSITION. - Soient pl, .5 Py des nombres entiers positifs,
bi ; (1sjs P, 1<i®f) des nombres complexes non tous nuls , Wiseees Wy
des nombres complexes deux 3 deux distincts, Q= max ]W| , f la fonction :
1sisd
2 Py i-1 w.z
(1) z=»f(z) =% by bi .z e ,
i=1 j=1 *J

et 0 le nombre de zéros de la fonction f, comptés avec leur ordre de

multiplicité, dans le disque lz—zo! <p . Pour tout nombre réel
R>pQ+1l, ona:
2R

(2) (&LQ) < 2n+1 % e
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COROLLAIRE. - Avec les notations de la proposition, pour tout réel A> 0

on a :
X
< 2(1+n )

o< it X Logn (1+o00)

Démonstration du corollaire :

A

Soit A=pQ+ (pQ+1)n

+1
a) Si A#Ze, on choisit R=A et on majore n | 2"

par e
2
n)\0'< AP oe (R+1)
A
s no. 2(1+n ) (14p0Q)

A A Logn

b) Si A<e, on choisit R=pQ+{(pQ+l) e

n!2.n+1 R ar nn
R-1 P ©

c

J< P G2t (et)

d'ou :

0< n Logn + 2(1+e) (1+p Q)

A
Comme A<e, ona n <e, donc l+e<

D'ou :
n 1+n)\
< E 42—
o< &+ X Logn (1+p 2)

d'olu le corollaire.

Remarque :
1 4n
o< = (n+
(n Togn ) avec
\ =1 Log(l+p Q)
- Logn

ce qui améliore 1'énoncé de Spira [16] .

par 4n"

Si 14pQ<n, le corollaire montre que l'on a :

AN
et 4/\-1

. On majore de méme

3
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Remarque : La majoration obtenue pour le nombre de zéros est indépendante
du centre du disque. En effet, en effectuant le changement de variable

t= z—zO , nous avons a étudier les zéros de la fonction :

) w, b
ts % ch(t) e ,
h=1

dans le disque [t| S p , avec:

ch(t) =% b e °(t+tz )‘]

11 suffit donc d'étudier le cas z = 0 . Nous allons tout d'abord étudier

l'ordre du zéro z=0 de f

§.2 - CALCUL D'UN DETERMINANT.

Soient IEERRE) des nombres complexes, Py Py des
nombres entiers positifs, et n:pl+. . tPy - Soit A le déterminant de la
matrice :

-1 i-1
3) (! e""iz ) [(m-l)g wm—l] _[ & Zm-ll ]
dzrn—l z=0 (m-j)t ] dz‘]—1 \z:u,i

ol m estl'indice de ligne, 1SmSn , et (i, j) est l'indice de colonne,

-1
Isist lSjSpi . (On convient que (r;ln 1‘])’ = (m-1)...(m-j+l) estnul si j>m).
On a alors :
.=1
2B _ P;P;
(4) a =20 T st} ] (- w)
izl s=0 i<j .

On en déduit en particulier que l'ordre de multiplicité du point z=z ~ comme
zéro de la fonction (1) définie par les hypotheses de la proposition, est infé-

rieur 2 n . Par conséquent, f n'est pas identiquement nul,
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COROLLAIRE. - Si a,,...,Q sont des nombres complexes D-linéaire-
- 1 m )z Gz
ment indépendants, les fonctions z, e ., € sont algébriquement.
indépendantes sur C .
j-1 m-1
Soit (3) A(wl, e wz) = det i1 z ISmSn
dz 2701 G ), m ISjSp, , 1SISL
Soit ¥(z) = A(Z’w'l’ cees wﬂ) , et soit s un entier tel que ‘i’(s)(wz) £0.
Nous allons montrer que s?p1 P, -
En effet, ‘i’(s (z) est somme de déterminants Dl’ e Dp , ol
1
D, (1<j§pl) est obtenu en remplacant la j ieme ligne Lj de Y¥(z) par sa
dérivée d'ordre o, , avec O.,+...+0 =8
] 1 Py

Nous écrivons :

- d'une part, que les lignes Lj et Lk de ‘f‘(s)(wz) sont distinctes pour

j£k , soit:

. <-<
oj +3 A o, Tk 1SjSpy

ISksp, k # ]

- d'autre part, que la ligne Lj de ‘f(s)(w n'est pas €gale a la ligne

5)

\y(s) <G <K< T
Lk de (UJZ) » pour 1\J\pl et pl+1\k\pl+p2 , soit
> po - <K<
O'k P, k 1 k\pl ;
Py
. =
On a donc : T (crk+k)/p2+1+...+p2+p1
k=1
D'ou : P
s=Z% 0 Zpp
172
k=1 k

4 P, P,
On en déduit que Y(z) est divisible par le polyndme !

| (z-w,) o qui est
i i
i=2
. 4
de degré ¥ p,p. = p,(n-p,) . Or, le degré de Y¥(z) estau plus p. (n-p,) .
2, PIPy T PRTRy 1\%7Py
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Donc, il existe une constante k , ne dépendant pas de wl, cees Wy,

telle que :

Aw, ..., w)) =k x |1 (w-w)
1 pl,...,pz i<j i J

Pour calculer la constante k , on étudie le premier
pl, DRI pﬁ
terme dans l'ordre lexicographique des deux membres. On constate alors

qu'il existe des entiers SITERREEY) tels que :

o1 i est l'indice de colonne, et j l'indice de ligne. En retranchant la ieme

colonne de la (i+l) igme , 1SiSp-1 , la relation :

(q+)!  (qH-1)1 _ (q+i-1))

(q+i-j)t (q+i-j-1)1  (q+i-j)t
montre que l'on a :

8 = (p-1)t 6

4P 9, p-1
Comme éq = 1, ona par récurrence :
p-1l
5 =] sl
4P 5o

donc éq p ne dépend pas de q .

b4

D'ou : -1
ou 2 P
k =Xl 1] st
Pp--2Py j=l  s=0

Remarque : Les méthodes développées dans [14] et [15] permettent d'évaluer

A ainsi que ses cofacteurs.
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§.3 - LEMME 3 .

Soit F une fonction entiére sur €, non identique & zéro, et

soit 0 le nombre de zéros de F dans le disque |z|S p , compile avec

leur ordre de multiplicité. Pour tout entier s#0 et tout réel R>p , R>1,

on a :
(5) Py <s) 2 (;%“ max | F(g)]
R-1 -
lg] =R
Démonstration du lemme 3.
Soient 8.,...,8 les zéros de ¥, r,...,r, leur ordre,

) 1 4 1 4
avec 0= r. . La fonction :

i=1 !

glz) = x l l (z-8,)

est entiere sur C , donc :

a() = 53— Bl g
AT Ngper S

d'apres la formule de Cauchy. D'autre part :

F(s)(O): s j‘ F(z) dz

2im 2] =1 s+l
pour tout entier s20 . D'ou :
£ z-8
pi*)(o)-—2! 2 sl+1 ' ] B e
(2im)? Jz =1 HENERE

Or, pour |E|{=R et |z|=1, ona:
g2l ® Rl [g-8, [P Rop et [a-g.| S p+1.
D'ou la relation (5).

Ainsi, pour majorer 0 , il suffit de minorer IF(S)(O)[ en
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fonction de max ’F(g)'

|gl =R

§.4 - LEMME DE VAN DER POORTEN.,

Le lemme suivant est un cas particulier d'un lemme de

Van der Poorten [14], [15] .

LEMME 4. - Soient bl’ cees bn des nombres complexes, gl, s gn des
fonctions analytiques dans un domaine G du plan complexe, et
n
F(z) =k2:1 b, g,(2)
Soient zl, c e zn des points de G, sl, c e sn des nombres

H

entiers positifs ou nuls, et A ; (ISisSn ; 15jSn) le cofacteur de gj(si)(zi)

dans le déterminant :

Alors on a, pour tout u€ G,

(SH) n n
max [F Y (a)]. T|Z 4@ 121 [FE)
1SuSn i=1"k=l ’
Démonstration :

Considérons les n équations linéaires en bl’ RN bn :
n (=) (s)

= <is:
kz_l b g (z)=F " (z) ISis2

D'ou :
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n n (s.)
AF@) =% (T 4, , £ @)F (z)
=1 k=1 K K !

Le lemme en découle immédiatement.

§. 5 - FORMULE D'INTERPOLA TION.

Soient ZoreeesZ t des nombres complexes, distincts ou
n
non. Soit z un nombre complexe, z£Ft et zfaz, pour tout i=0,...,n .
i

En écrivant l'identité :

t-z
1 1 k 1
z-t - Z-Z * Z~-2 X z-t
k k
pour k=0,..., n, on obtient l'identité :
|1 (t-z,) [ ] (t-z)
n k k
<4 s
(6) _l_t:Z k + k<sn
7 _ _
4=0 | l (z-zh) (z-t)l [ (z-zk)
hsd ksn

Soit D un domaine de € , borné, simplement connexe,

contenant Zoreeea 2 t , de frontiere I .

Soit f une fonction entidre dans D . En multipliant (6) par

ZliTr f(z) et en intégrant pour z€Il , on obtient :
n —
fit)y=% a, || (t-z. )+ R _(t)
4=0 k<4 k n
ol
(7) 2= . J f(z) dz osf<n ,
2117 -
I [(z-zh)
h<4
et :
- 1 f(z) d=z
R(1)=T] (t-5) 3 (2)
kSn L (z-t) | | (z-2,_)
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Remarque : Dans le cas ol zo, e zn sont deux 2 deux distincts, on en

déduit que le seul polynéme de degré &n vérifiant les n+l conditions :

est défini par :
n
(8) P(t) =2 a, | | (t-z

ol a, est défini par (7).

Dans le cas ou l'ensemble des points zk , OSk<€n , est iden-

tique a l'ensemble des points LATEREED ST AR S ol y, est répété
Py fois , avec % Py = ntl , et yi;é y. pour i#j, on en déduit que le
p=1 J
polynéme :
n _ v-1 B\-l—l-l
(8): P()=% ag | | (t-z)= 5 a
10 k<t K a0 pz0 PP TRLTE
A P, .
] (ty) " (toyy ) s
i=1
ol a, est défini par (4) , c'est-a-dire
@ e 5 | flzl =
p.t+. .. +p>\+r 2iT J7 A P 41

est un polyndme de degré S<n vérifiant les n+l conditions :

(s) (s) 0sssp -1
(9) Py, ) = £ (yy ) k
Tk Tk ISkSy

En effet, on a :

Donc :
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D'autre part, si deux polynémes P1 et P2 vérifient les n+l
conditions (9) et ont un degré <n , leur différence est un polyndme de degré

€n ayant n+l racines (comptées avec leur ordre de multiplicité), donc

Pi=%
Résumons ces résultats en un lemme :
LEMME 5. - Soient Pyr-- o pv des nombres entiers positifs ,
V.
n=( % pk)-l . Soient MALRRE ,y\) des nombres complexes deux i deux distincts.
k=1

Soit D un domaine de €, borné, simplement connexe, contenant

LATERE ,y\) , de frontiere I'. Soit f une fonction entiere dans D . Alors il

existe un polynéme et un seul dans C[X], de degré inférieur ou égal 3 n ,

vérifiant les (n+l) conditions :

(9) P(S)(Yk) - f(S)<Yk) pour Ogsépk-l
ISKSy

Ce polynéme P est déterminé par les relations :

v-1 Pasl A p §
8)! P(t) = L a t-y. . (t- ,
(8) =2 B 2, g el ) Do)
‘ 1 f(z) dz 0SA<y -1
v TPyttt T2 fl" AP r+l 0Sr<p, -
(11 (t-y)) D=y ) Paa
i=1

¢.6. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION

4 - 4-
ge &Lt 41

Le cofacteur A,. . ; dans le déterminant :
(i,3). % (%-j)r i
. =
Cah o e Jd g
(3) A= z e = —_— 1z
41 j-1
dz z=0 dz zZ =

vérifie les relations ;
n k-1
Z A, . — T z = 5. .
£ =1 (1’.])’2 k-1 Ax (1’.])’ (h’k)
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s 6(1:.]): (h: k): { =0 sinon .

Donc, le polynéme :

k-1
z .. z =Q. .(z)
el A(1,_]),1( i,
vérifie les n relations :
(k-1) _ 1 Shs4
i, (y) = 8 %, 5), (0, k) 1<kSp,
Donc le polynéme :
2 pi : 1 wiu
P(z) = = s e Qi (z)
i=1 j=1 &
n
- ak Zk-l ,
k=1
ou a, est défini par : p
y/ 1 . Wu
a_ = % A Wle?
koo ja Wik
vérifie les relations :
w, u
-1 -
(10) PV ) = pule
k-1 IShs4
__d ( uz)
T k1 be 1Sk<p
dz zZ=w
h
Ecrivons le polynédme P sous la forme
n —————
P(z) = C, || (z-a)
k=1 k h<k h
ol1 (al, .,an) = (Wl’°"’W1""’WZ""’W1,) , w,  étant écrit p. fois .

Autrement dit, étant donné un entier s avec 1SsSn, il existe deux entiers

Aet r , uniques, 1SASn, lﬂrgpx , tels que :

A-1
s= L p.tr
. i
i=1
On pose alors :
a_ = w
S A

On a alors, d'apres la formule d'interpolation (7)' du lemme 5, et d'apres (10) :
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uy

_1 _Ae
(11) Com L T dv
<k
ot I' estun cercle |Y|=R1 contenant al,...,a (R1>Q= Sup lwh').
n 1<Shs4
Nous allons établir la relation :
n n
(12) T la sz Jc | || (tla ).
h=1 h k=1 k h<k h
Dans le cas ou ah , Ck et -ah sont tous réels positifs, les deux membres
sont égaux 3 P (1) . Dans le cas général, soit :
n
Q(z)= = [C. | || (z+]ay])
k=1 h<k
On a
i n i
1 d 1 d -
4TI i P =77 = G —5 1] (z-q)
dz z=0 k=1 dz" h<k z=0
or : : ;
d - d T
— TT G| s [ TT e+ o)
dz h<k z=0 dz h<k z=0
D'ou : n
T Ja.| QO .
) i
i=l
Soit Q= max |w,| , et R=0Q+1
<i<e b 1
On a, d'apres (11) et (12), pour ["‘JIQ R,
+
!Ckls 'A,(Q+l) eR(n 1) , et
n
R(Q+1
z 'ai[sn Q+1) e @ )(Q+l)nA
i=1

Donc, en utilisant le lemme 4, pour la fonction f définie par (1) :

-1
o] max 1€9(0)[> 4] max | tu) |« [n@)™™ RO
0ss<n-1 ’u':R_

Comme A# 0, on en déduit :
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-1
(13) max [ 1°)(0)] 2 max |s(v)[x (@)™ KO-

0ssS<n-1 lvl =R
On utilise la relation (5) avec F=f
Pour R>p et R*1, ona:

o
R-p < nt (Ot n+l R R(14Q0)
(14) o7l nt (Q+) 2 ©
~ . n R .

Pour =0, f est un polynéme et 0< 72, Comme R Snle , la relation

(2) est vraie. Pour Q>0 , le nombre O de zéros, dans le disque |z|<p,

de la fonction z = f(z), est égal au nombre de zéros, dans le disque

[z| < pQ , de la fonction zaf(é), d'ol :
0]
(2) QRK;“F?) < n| 2n+l _EI:———I ezR pour tout R>pQ+1.

Remarque : Par une méthode différente, Tijdeman [18] a récemment amé-
lioré cette inégalité en montrant que, pour tous réels t>0 et s>1, on a :

stt+s+t

6< —— [(n-1) Log t

Tog s + (st+s+2t) pQ + 1; 1.
En particulier, on a :

o< 3(n-1)+4pQ .
D'autre part, si:

e>0 et pQ<n exp(-

)

m jo~

alors :
0SS n(l+e)
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