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Séminaire de Théorie des Nombres 7 bis-01
Année 1970-1971 - exposé n° 7 bis 15 décembre 1970

MAJORATION DU NOMBRE DE ZEROS D'UNE SOMME
POLYNOMIALE D'EXPONENTIELLES p-ADIQUES

par

Michel WALDSCHMIDT

Dans [8], nous avons étudié le nombre de zéros complexes
d'une fonction f du type suivant :
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dans un disque ]z-zo| S p , le nombre de zéros de f ne dépend que de

p, L p. et max lwl . Nous allons ici étudier 1'équivalent p-adique de ce
izl T ISis4

théoreéme, en vue d'applications a des problemes d'indépendance algébrique
de nombres p-adiques ; c'est d'ailleurs dans ce sens que Adams [1] a déja

obtenu un résultat partiel.

Remarquons d'abord que, pour que les exponentielles convergent,

il faut limiter le rayon p du disque considéré autour de l'origine en fonction
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de max |w,|
<isé 'p
Nous adopterons les notations suivantes :
0 désignera un corps complet pour une valeur absolue ultramétrique, de
caractéristique nulle et de caractéristique résiduelle p ; quitte a remplacer
Q0 par le complété d'une de ses cldtures algébriques, nous pourrons sup-
poser le corps (1 algébriquement clos. Un exemple de tel corps est fourni

par le complété (Ep d'une cléture algébrique de @

Nous noterons |.| la valeur absolue de 1 , normalisée par :
1 *
Iplp = —I; L'image de (% dans ]R+ par l'application x - ,x]p sera noté
G ; A sera l'anneau de valuation de Q et M son idéal maximal.
Soit D un disque de 0 , de centre a , et f une fonction
définie sur D i valeurs dans . On dira que f est analytique sur D

[2] s'il existe une série entitre en x-n , convergeant dans D, dont la

somme colncide avec f dans D .

Enfin on définit la fonction exponentielle de la manigre suivante

(i, 27 :
z 2 z"
e = % arl
n=0 ’ 1
qui converge si et seulement si |z ,p < 1
p-1
L7
Pour a.,,a,€Q,la, |<p -1 , on a :
1" 2 ip
ai al az a1+ a2
le "-1] =la.]| et e .e =e
p 1p
PR%POSITION . - Soient ISTERRES J) des nombres entiers positifs ,
n =73 P, soient W oo Wy des éléments de 1 , deux 3 deux distincts,
i=1
tels que max |w, [<1. Enfin, soient b, . (ISiS4 ; I1Kj<p.) n éléments de
Iis 40t 1) !

) non tous nuls.

Alors la fonction :
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4 Py . W, z
(1) z=f(z) = % ¥ b, .z e
i=1 j=1 Y

n'est pas identiquement nulle et le nombre de zéros de f dans le disque
2

]zlp< pp-1 est inférieur 3 2 n

Pour démontrer cette proposition, nous aurons besoin des deux

lemmes suivants :

LEMME 1. - Soit f une fonction analytique dans un disque ]zlp< R1

de Q1 . Soient r et R deux éléments de G, 0<r<R<R1 , et 0 le

nombre de zéros de f dans le disque ]zIp§ r . Pour tout entier s#0 ,

on a :

(s) r 1
2 Su f x (=) .(=). Su f(z
@) S 1L G s 1,
P p

Démonstration du lemme 1.

Soit x€Q , lx]p< r . Soit g(z) = f(z+x) . D'apres les inégalités
de Cauchy ([2] Prop.17), on a :

(s) Ly .
e O] =< () e &(=)
D'ou : s
(s) 1
f X S (=) . Su f(z
71, () - S i)

Or, d'apres un théoreme de Mahler [5,7] on a :
o)
r
sep |6(=)] < (%) . sup |6(z)]
p
|z| =r ]z[ =R
p p

D'ol la relation (2) .

LEMME 2 . - Soit f une fonction analytique dans un disque |z[p< R de O,
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avec R>1. Soit P€Q[z] un polynéme tel que le nombre de zéros de la
fonction :

z =» £(z) - P(z)

dans le disque ]z]p<l soit supérieur au degré de P . Alors :

(3) Sup |[P(z)| < Sup |f(z)]
[zlp:l lz[pzl

p
Pour démontrer le lemme 2, nous utiliserons des propriétés
des bases orthonormales d'un espace de Banach E sur Q [6] . Soit Eo

l'ensemble des x€E tels que |x|S1. Il est clair que, si une famille

(e.),EI d'éléments de E est une base orthonormale de E , alors les e
i’i
appartiennent a Eo et leurs images dans E= _0© forment une base
TE
o

A -—
(algébrique) du m espace vectoriel E . La réciproque est vraie quand la
valuation est discrete [6] et quand, pour tout x€E , [x| appartient
l'adhérence _G de G . Ici, la valuation n'est pas discrete, et on a le :

LEMME 3. - Soient T un élément non nul de M et (e une famille

i)iEI

forment une base du —
mTA

o
mTE
o

d'éléments de E0 , dont les images dans

E

o
— A
module TTEO . Alors (ei)iEI

est une base orthonormale de E .

Démonstration du lemme 3.
: EO
Soit %€ Eo , et x son image dans FrE ; la décomposition de
o

x sur la base montre qu'il existe une famille (x, 1)'€I d'éléments
1, 41

(e;)ier
de A , tous nuls, sauf un nombre fini, tels que :

x- 3 x. le_éTrEo
ier v

En itérant cette opération, on obtient :

avec xiéA et x, tend vers zéro suivant le filtre des complémentaires des
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parties finies de I . De plus, cette décomposition est unique, et, pour
|x| =1, ona:
x| = Sup |x.| .
€1 '
Comme la valuation de ] n'est pas discrete, on en déduit par homothétie

le méme résultat pour tout x€ E .

Démonstration du lemme 2 .

Soit E l'espace vectoriel des fonctions analytiques dans le

disque |z| S 1. Muni de la norme suivante [3]: pour f(z) = ¥ a, zl-1 ,
b iZ1
soit |[f|= Sup |ail = Sup |f(z)] , E estun espace de Banach sur Q , et
iz P |2],=1
1,z,..., zn, ..) estune base orthonormale de E [6] .
Si (cxl, RN S .) est une suite d'éléments de 0 , et kE€G
tel que 'cci] < k<1 pour tout i21 , alors (I, e .) avec
n
e =T (z-ai) forme une base orthonormale de E d'apreés le lemme 3.

i=1

Utilisons ce résultat en choisissant pour (a . ,cxn) les zéros

R
de f-P comptés avec leur ordre de multiplicité dans le disque [z|<1, et

a__ =0 pour m>n . On décompose f sur la base (e ,...,e_,...):
m o m
n
fz) = Pyfa) + T (a-0) glz) et [|PIS|f] .
i=1
La fonction f-P admet les zéros Qpr e s @ et le degré de Pl

est inférieur 2 n . D'ou Plz P et:

(3) sup |P(z)| S Sup |£(z)|
2] =1

Démonstration de la Proposition.

La fonction f définie par (1) est analytique dans le disque :

1

IZIp< 1
p-1

P . max |w |
IShs< 4 “n'p
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1

1) Soit u€Q , avec |u|p< pp_l , soit A le déterminant :

s-1 w
d h-1 kz
(4) b= detl dzs-l (2 € )z:O Jlﬁsgn

ISkS4, 1S h<p

i . Ainsi :
et [As, (k,h)] la matrice des cofacteurs insi
4 pk s-1 W
f<s_1)(0) =z Z b - s-1 G Vom0
k=l h=l dz -

et les formules de Cramer donnent :

n

(s-1)
= 0
bb ™2 biaum) ©©)
s=1
Le déterminant A estnon nul ; en effet, [8] :
4 P P;P;
a=lm 1 (s-1)1] 7 (wi—w.)
i=l s=l i<j
D'ou :
(s-1) . © Pk (k,h) h-1 %"
(5) [f(u)| <€ max |f (0) = T A=y
P 1<e<n k=1 h=l A P
2) Soit P€Q[z] le polyndme
n
6) Pz)= ¥ a z°7 , on
S
s=1
JA R A ( ) ) w u
(7) a =% z ~S:loh uhlek
k=1 h=l 4
Nous allons établir les n relations :
h-1
(8) p(h-1) (w) = d — (e*%) " 1SkS 4
dz "~ %% 1ShSp,
En effet, on a :
s s (ch) as! (Zhl'l ewklz o
s=1 A dZs—l z=0 (k, h), (kl’ hl)
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t i = - h .
ol 6(k,h)(kl,h1) vaut 1 si k k1 et h L et 0 sinon.
La relation :

h -1
457! (Zhl'_l ewklz ) ) ! o)
dzs-l z=0 hl_l z:wk
dz 1
montre que l'on a :
- p
P(hl 1)((’J )-é k el ewku 5
1-1 wklu
- u e
hl-l
_d (%)
hl-]. z:u_)k
dz 1

3) D'apres (3), (6) et (8), on a :

1
max las'§ Sup ’euz':l, car 'u|<pp—1
1SsSn P |z| =1 P
P
Gréace a (7), la relation (5) s'écrit alors :
Sup |f(u)] S max lf(s-l) (0)|
[u| =R P i<ssn P
P
1
p-1
pour tout R< p , REG.
A
On utilise alors le lemme 1. Pour 0<r<R<p p-1 , le nombre o0 de zéros
de f dans |z| < r vérifie la relation :
p o n
R 1
- < =
2y < (4
Soient Bl, ce s BO_ les zéros de f dans le disque

2
|z|p< P p-1 , et soit r€G tel que : 5

max [B.| <r<p p-1
1siSo P
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2
. . 2 p-1
Enfin, soit: REG avec r<R < p

On a alors :

RCT < RZ(O-n) ’

d'ol1, comme R<1, 0<2n

APPLICATION :

La proposition que nous venons de démontrer permet d'obtenir

des résultats d'indépendance algébrique de nombres p-adiques :

THEOREME . - Soient Xl’ C ey Xn (resp, MATERRE ym) des éléments de 0

linéairement indépendants sur Q .

. - Si mn > 2(m+n), alors deux des nombres :

sont algébriquement indépendants sur @ .

2. - Si mn> Z2m+n , deux des nombres :

X, exp(xiyj) (1Sisn ;1$jSm)

sont algébriquement indépendants.

3. - Si mn> m+n, deux des nombres :

X0 Yo eXp(XiyJ.) (1Si<€n ; 1SjSm)

sont algébriquement indépendants.

o e T,
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