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5 bis-01 

17 novembre 1970 

Séminaire de Théorie des Nombres 
Année 1970 -1971 - exposé n° 5 bis 

COMPORTEMENT LOCAL DES FONCTIONS CONTINUES 

SUR UN COMPACT REGULIER D'UN CORPS LOCAL 

par 

Eve HELSMOORTEL 

Sur un compact régulier M ( Ll J ) contenu dans la boule unité A 

d'un corps local K , on définit les polynômes d'interpolation relatifs à 

une suite u très bien répartie dans M et bien ordonnée ; puis, à toute 

fonction continue f de M dans A , on associe sa série d'interpolation sur 

la base normale (Q ) de (MM, A) : 
n 
f(x) = 2 a Q (x) 

n^O n n 

et on peut alors, selon l'ordre de croissance des v ( a

n ) > caractériser les 

fonctions Lipschitziennes et en étudier la dérivabilité. 

NOTATIONS 

K est un corps local, TT une uniformisante, A l'anneau de la 

valuation, et M un compact régulier contenu dans A : 

M = lim M, , où M, = M / n A , 
k k 

on note N̂_ = Card M̂_ = q q^ ... q . 
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La suite des entiers q. étant ainsi définie, tout entier naturel n s'exprime 
î 

de manière unique sous la forme : 

n = n + n. N. + ...+ n_ N , O^n. <q. et n 7̂  0 . 
o 1 1 h - l h - 1 1 1+1 h -1 

A partir de la suite ci = (q.) , on construit l'ensemble Xv, = lim Z/N- 7L R ^ ^1 q «- k 
sur lequel est défini la valuation v : pour un élément z de 2£ : 

q ^ 
z = z + z. N. + ... + zn N + ... 

o i l k k 

on a v (z) = m lorsque z. = 0 pour O^i^m-1 et z / 0 . q 1 m 

Soit u = (u n) une suite très bien répartie dans M (TBR cf. [ l ] ) , 

on dira qu'elle est bien ordonnée (TBR BO) lorsque : 

v(u.-u.) = v (i-i) v(n) . 
1 J q 

On considère alors les polynômes d'interpolation Q relatifs à une telle 
n 

suite u TBR BO : 

(x-u )(x-u ) . . . (x-u ) F (x) , . o I n -1 n 
Q n ( x ) = (u -u )(u -u.). . . (u -a = P (u ) 

n o n 1 n n-1) n n 

et on associe à une fonction f continue de M dans A sa série d'interpo

lation : 
£(x) = E a Q (x) . 

n^O n n 

1. - FONCTIONS LIPSCHITZIENNES 

On avait démontré (cf. [3] et [4]) le résultat suivant : 

PROPOSITION 1. 1. - S'il existe C tel que v(a ) ^ (C+h) v(n) pour 

N. . ^ n< N. , alors : n-1 h 

v(f(x) -f(y)) à ( i + C ) v(TT) + v(x-y) 

pour tout couple (x, y) de points de M . 
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En généralisant à C(M,A) une démonstration de Y. Amice et J. Fresnel [2], 

on obtient la proposition : 

PROPOSITION 1.2.- S'il existe un entier m> 0 tel que : 

v(f(x)-f(y))* v(x-y) - m v(n) , Vx , V y Ç M , 

alors : 
Vh^O , Vn^N n via ) i h v ( ï ï ) , 

m+h n 

Démonstration : Soit = C^(M9A) , E = E ^ / T T E ^ ; à tout f appartenant 

à on fait correspondre f appartenant à E : pour xÇ M , f(x) = f(x) £ A/TTA . 

On note E^ le sous-espace vectoriel des fonctions de E constantes sur 

les boules d'ordre h . 

Ici, si v(x-y)^(m+l) v(n) , f(x) = f(y) , donc f appartient à E . Or 
m+1 Q 

(Q e s t une base de E _ , donc il existe des constantes a. 
n " n m+1 i 

appartenant à A et telles que : 

f(x) - E a° Q.(x) + n f (x) , 
0^i<N 1 , 1 1 

m+1 

où appartient à (•(M, A) . 

On avait démontré (cf. [3] et [ 4] ) que : 

pour N h * n< N h : v(Q (x)-Q (y)) * v(x-y)+(l-h) v(n) . 

On en déduit alors que f appartient à E ^ ^ > e t donc : 

f . (x)= 2 a 1 Q.(x) + nf (x) , f ? € ^ ( M , A ) . 
1 0^ i<N ' 1 

m+2 

On démontre ainsi, par récurrence sur h , que : 

Vh^O f(x) = 2 a°Q.(x) + TT 2 a?Q.(x) + ... 
0^i<N 1 , 1 0^i<N 1 J" 

m+1 m+2 

+ TT . £ a. Q.(x) + n f (x) 
0^i<N 1 , \ 

m+l+h 

où appartient à (3(M,A) . 
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f (x) = 2 b Q (x) 
h+1 n ^ 0 n n 

et, si n^N , : a = n h . a*1 + n h + 1 b 
m+h n n n 

donc v(a ) ^ h v(n) ; et la proposition 1. 2. est démontrée. 

Si, pour un entier n^ 1 , on note h(n) l'entier tel que : 

N £ n< N 
h(n)-l h(n) 

on vérifie alors que, si l'hypothèse de 1. 2. est réalisée : 

v(a ) - h(n) v(n) £ -m v(n) Vn * 1 , 

et on en déduit le théorème suivant : 

THEOREME 1.3.- Pour que f soit Lipschitzienne dans M , il faut et il  

suffit qu'il existe C tel que : 

Vn* 1 , v(a ) - h(n) v(TT) ̂  C , 

où h(n) est tel que : 

N £ n < N . 
h(n)-l h(n) 

2. - DERIVABILITE DE f EN UN POINT u. DE LA SUITE u 
•============^^ — i = 

f(x)-f(u.) 
L'application cp . : x est définie et continue dans M-[u.l. 

î x - u. 1 

On remarque que : 

Pour que f'(u^) existe il faut et il suffit que l'application cp̂  soit  

prolongeable continuement à M . 
~ . -, • -, . i+1 , i+L N i+1 Considérons la suite u = (u ) ^ _ ou u = u. , . La suite n n^O n i+1+n 

u étant TBR BO il en est de même de la suite u . A cette suite u 

on associe les polynômes : 
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P n (x) = (x-u o ) , . . ( x - u n l ) 

P ì + 1 ( x ) 
Q 1 + 1 (x )= » . 1 

n v ' 1+1 , 1+1A P (u ) n n 
i+1 

les polynômes constituent une base normale de <3(M,K ) , et on re

marque que : 
P.(x) - (x-u.) i + 1 pour n^i+1 : Q (x) = T — -, —: . Q (x) . n (u - u ) ... (u -u.) n-i-1 n o 7 n i 

Pour x / u. on obtient : 

f(x)-f(u ) i Q (x) -Q (x ) Q (x) 
cp.(x) = - = S a . — S. a . — . 

1 x " u i n=l n x - u

t nâï+l n x-u. 
Soit : 

cp.M = R i W + P.(x) S w 

n^i+1 n o n 1 

en notant R^(x) le polynôme de degré au plus égal à i-1 : 

i Q (x) - Q (u.) 
/ ^ ± n n i 

R.(x) = 2 a . 
1 ^-1 n x -u . 

11-1 X 

R.(u.) = S a Q1 (u.) . 
1 1 n=l n n 1 

Pour x n'appartenant pas à {u , un , ... , u. . , u. ] , on définit la 
o l l - l l 

fonction \|L par : 
cp.(x) - R.(x) i i 

V X ) = — P ^ Ô 

i 
et on a vu que : 

a 

1 n*i+l ^ n - V ' - " ( U n ' U i } n " 1 ' 1 

pour x^ {U q , ... , u } . 

Cette fonction est définie en tous les points de la suite u^+^ , et ses 

coefficients d'interpolation sur cette suite sont : 
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. ^ „ i k+i+1  k^O : a = j . — : r~ k u, . - î ) . . . (u . _ - u. ) v k+i+1 o 7 v k+i+1 i 

puisque \l/.(x) = 2 CL Q.1 (X) . 
î k ^ 0

 k k 

Si oc1 0 lorsque k + 0 0 , alors (cf [ l ] ) est prolongeable continu-k ———̂_ i 
ment à M en une fonction il/. : 

î 
Tf.(x) = £ a.1 Q'(x) , x6M 

1 k^O k k 

ceci est réalisé lorsque : 

a 
lim T T : T = 0 . 

Or : <Pj.(x) = R (x) + F (x) t|/ (x) si x ^ { u , ... , u^} , cp̂  est donc prolongeable 

continûment à M , et_ f!(u^) existe : 

f'(u.) = R.(u.) + Pj(u ) ?.(a.) 

P.(u.) .f(u.) = 2 a 1 . P.(u.). Q{i+l\(u.) î î Yi î ^-,1 n-i-1 î î n-i - 1 1 n^ 1+ 1 
mais : n / ^ 

a P. x). Qv . ' (x) = a . , 
n-1 -1 î n-i-1 n X-u. 

1 

donc : a 1 . l P.(u.) Q^ 1 + ! \ (u . ) = a . Q1 (u.) 
n-i-1 î î n-i-1 i n n 1 

et : f'(u.) = E a . Q' (u.) . 
1 n_ l n 

a 
On peut remarquer que : si *: r : -r tend vers zéro lorsque n 

n o n i 
tend vers l'infini, il en est de même pour 

a n . o . 
7 : ; T , si O ^ j ^ i (u -u ) . . . (u -u.) J 

n o n j 

et donc les ^ f ( u j ) existent aussi. 
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a 
PROPOSITION 2. 1. - Si pour un entier i^O fixé, lim 7 —r ; r =0 

n->OO ( u

n " u

0 ) - - - ( u

n " u i ) 
alors f'(u ) , f !(u_)... et f'(u.) existent et de plus o 1 1 C  

f'(u.) = S a . Q1 (u-;) 0*j*i . 
J n * l n n 3 

Inversement : _si_ ^'(Uj) existe pour O^k^i : f'(u^) existe ^ C£ prolongea -

ble continûment à M ; f'(u.) existe, 0^j<i , cp̂  derivable au point u. . 

. Donc : lim <P.(x) existe, comme P.(u.) est non nul, on en déduit 
x->ui

 1 1 1 

d'après la définition de que lim \|/.(x) existe. 
i 

cp.(x)-R i(x) cp.(x)-cp.(u.) R.(x) - R (u.) 

* * i ( x ) = P.(x) = (x-u ) . . . (x-u.)... (x-u. J"(x-u ) . . . (x-u.)... (x-u. J 
1 o y 1-1 o y 1-1 

car 9.(u.) = R.(u.) pour 0 ̂  j < i . 
1 j 1 j 

9.(x)-cp i( u .) R.(x) - R (u.) 
lim—" — et lim —̂ existent, donc lim i|J.(x) existe 
x->Uj X " U j x ~ * u j X " U j X ~* U j 1 

pour 0 ̂  j < i . 

Par conséquent t|; est prolongeable continûment à M , ce qui implique 

(cf L l ] ) que ses coefficients d'interpolation a sur la suite û "*" tendent 
.K. 

vers zéro lorsque k tend vers l'infini, et ceci est équivalent à : 
a 

lim -7 ; ; ; = 0 . (u -u ) . . . (u -u. ) n-> +00 n o n 1 

Conclusion : 

THEOREME 2. 2. - L'entier naturel i étant fixé, les deux propriétés sui 

vantes sont équivalentes : 
a 

(a) lim -7 ; 7 r- = 0 

n-> +00 \ n o V n 1 

et_ 

(b) f , ^ U o ^ ' f ' ^ ) • e t f , ( u i ) existent.  

Dans ces conditions : 

f'(u.) = S a . Q' (u.) 0* j£ i . 
J n*l n n J 
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Etudions la condition (a) : 

T ' ( u - u X t u -u)> = v (%' + v<") - Cv ((=-i-D!Hv (i.')-v (n.')J 
n o n i 

- v n ( i : )v (n ) . 
q 

D'après un lemme précédemment démontré ( [3] et [4]) on sait que : 

v ((n-i-l)!) + v (i.!) - v {ni) ^ l-h(n). 
q q q 

Par conséquent : 

PROPOSITION 2. 3. - Sj_ v(a )-h(n)v(n) tend vers l'infini avec n , f est  

derivable en tous les points de la suite u . 

Remarques 

1) J5i f est derivable en tous les points de la suite u , les coeffi

cients d'interpolation a1 de f sur cette suite sont définis : 

r f ' ( V 
r r r n _ F' , u, k=r r + l v k7 

D'après ce qui précède, puisque f !(u ) existe pour tout k : 
le 

f'(u ) = 2 a Q' (u ) k n a i n n k 

e t a- = 2 a P

n 

avec r Q' (u. ) 

- - - k=0 P ' r + 1 ^ 

g n est aussi le r + l e coefficient d'interpolation sur la suite u du polynôme 

Q' de degré n-1 , donc B*1 = 0 si r>n- l et ainsi : 
n r 

r Q' (u ) 
a' = S a P ( u ) 2 n 7 

r n>r n r r k=0 p ' r + 1 ( u

k ) 

P r ( u r } 

v - } = v ( n ) V ^ ( ^ r ) a o 

v(Q' (u. )) = v(TT) {v (k.')+v ((n-k-l).')-v (n!)]2(l-h(n))v(ïï) n k q q q 
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donc : 
V(|£) *(l_ h(n) V(TT) 

et v(a* ) 2 i n f ( v(a )+ (1 -h(n)) v(n) ) . 2.4 
r n>r n 

2) Etude de Q' (x) 
n 

Si i<n , (u. -u )...(u.-u. ,)(u.-u. ,)...(u.-u , ) 
, . i o' v i i - l M i i+r v i n - r 

Q' (u.) = —-, ; -, Â 
n i (u -u ) ... (u -u ) 

n o n n-1 

v(Q' (u )) = v(n). {v (i.')+v ((n-i-l).')-v (n.')}2(l-h(n))v(n) 

xi i M. H M. 

et l'égalité est réalisée si et seulement si , ! i est bon pour n n ([3 j et [4]). 

Si {u , ... , u. } , 
° 1 - 1 n-1 i 

Q' (x) = Q (x) . S — . 
n n . n x-u. 

i-U i 
v(x-u.) 

On avait défini N'(x, n) = sup T-T— - ( [3j et [ 4] ) , alors : 
i<n v ^ > 

n-1 1 

v( S ) 2 -N' v(n) . 
i=0 x " u i 

D'autre part on avait vu ( [3j et [4]) que : 

v(Q (x)) * {N' + (l-h(n))}v(n) 
n 

on en déduit donc que : 

v(Q' (x)) * (l-h(n)) v(n) , x £ {u ,u. } , 
n O 1 -1 

et par conséquent : 

2. 5. Inf [v(Q' (x))} = (l-h(n)) V(TT) = Min v ( p n ) . 
x€M n 0^r^n-l r 

3) Si v(x-y) 2 (h(n)-l)} V(TT) , d'après L3j et [ 4 j : 

Q n(x) - Q (y) 
v(" v * (l-h(n)) V(TT) ; 

x " y 
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si v(x-y) < {h(n)-l} v(n) , 

v(Q n (x)-Q n (y)) 2 0 > v(x-y) + (1 -h(n)) v(n) 

donc : 

Q (x)-Q (y) 
2.6. Vx¥y€M v( - )*(l-h(n)) v(n) 

x - y 

l'égalité pouvant être réalisée ( [ 3 j et [ 4 ] ) , c'est-à-dire que : 

Q n(x) - Q (y) 
Inf ( v( — — ) ) = (1 -h(n)) v(n) . 

(x, y)€ M2 x " y 

(k) 
4) On peut aussi étudier Q (x) : 

si x^ {u , ... , u } , 
o n-1 

Q ( k ) ( x ) = Q (x) . 2 où S = E T Ц -. r-
n n k k pour (x-u. ).. .(x-u. ) 

1 1 

tous différents £ {0, ... , n-1 J 

v(S^) 2 -k N'v(n) 
v(Q (x))2 (N' + l-h(n)) v(n) . 

n 
On avait posé p = inf { j , v(x-u ) = N' v(n) } ( [3] et [4]) si Nf = h(n)-l , 

v ( Q l k ) ( x ) * k ( 1 ' h ( n ^ V( 7 T) ; 

si N' 2 h(n) , alors : 

v(x-u ) = N' v(n ) 
P 

et Vi / p , v(x-u.)* (h-1) v(n) 
0*i<n 1 

et : v((x-u )(x-u. ) . . . (x-u. )) S [ N' + (k-l)(h-l) } v(n) 
P 1l V l 

ij p : v((x-u. ) . . . (x-u. )) * k (h-1) v(TT) . 
J *1 \ 
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D'où : 

v ( 2 k ) * { _ N . + ( k _ i ) (l-h(n))} V(TT) 

et v ( Q ^ ( x ) ) 2 k(l -h(n)) v(n) . 

Cette inégalité est conservée en x = . Donc : 

2. 7. Inf v(Q ( k ) (x)) 2 k(l -h(n)). v(n) . 
n 

xÇ M 

On déduit de ces remarques que : 

2. 8. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) v(a )-h(n) v(n) -> +oo quand n -> + » ; 

(ii) a Q1 (x) -• 0 lorsque n + 0 0 , uniformément par rapport à x 

n n 
appartenant à M ; c'est-à-dire que la série 2 a Q' (x) est 

n ^ l n n 

uniformément convergente sur M ; 

(iii) la famille (a Q' (u.)) . est sommable ; 
n n i n, i 

i<n 
(iv) la famille (a p n Q (x) ) ^ est uniformément sommable sur M . x ' n r r r < n 

(i) * (ii) d'après 2. 5. 

Comme v(Q' (u.)) = (1-h(n)) V(TT) lorsque " i est bon pour n " , (i) * (iii). 
n i 

(i) « (iv) car : Inf v(a g* Q (x) ) = v(a ) + (l-h(n)) v(n) 
r<n n r r n 
x 6 M 

en raison de 2. 5. et du fait que Inf Q (x) = 0 ( [3] et [4]) . 
xÇM r 

3. - DERIVABILITE DE f EN UN POINT x DE M , x i u 
= = = = = = = = = = = : O = = O 

f(z) - f(x Q) 
L'application $ : z est définie et continue dans x z - x o o 

M - { X

Q } • Une condition nécessaire et suffisante pour que f ! ( x

Q ) existe 

est que l'application $ soit prolongeable continûment à M . 
x o 
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Cette application $ est définie en tous les points de la suite u ; on peut 

donc construire les coefficients d'interpolation a (x ) de <Ë>(x ) sur la 
n o o 

suite u : 

a (x ) = P (u ) . E , K , ° 7—T- . 

Une condition nécessaire et suffisante pour que $ soit prolongeable con

tinûment à M est que lim a (x ) = 0 ( [ l ] ) ; et <?'est aussi une condition 

n-> oo n o 
nécessaire et suffisante pour que f ' ( x

0 ) existe. 

n Q i K ) - 0 ^ 
a (x ) = S a.. P (u ) . E 7 ;—— -, r 

n 0 i i l 1 n n k=0 ( u

k - x

0 ^ P

 n + l ( u k } 

i n Q

i ( u

k

) - Q i ( X o ) 

a (x ) = P (u ) S 7 r— m,—r est le n+1 coefficient d'interpolation 
n 0 n n k=0 W ^ n + ^ V 

Q.(u )-Q.(x ) 
I K I O y . n -, 

sur la suite u du polynôme de degré î-l , donc a (x ) = 0 7 u, - x 0 n o 
k o 

si n^i , et par suite : 

a (x ) = E a. a 1 (x ) 
n o i> n 1 n o 

mais d'après 2. 6. 

v(aji(xo)) ai (l-h(i)) v(n) , 

donc : 
v(a (x )) ^ Inf { v(a.) + (1 -h(i)) v(n) } . 

Conclusion : 

3. 1. Une condition nécessaire et suffisante pour que f soit derivable 

au point x est que lim a (x ) = 0 . 

Une condition suffisante est que v(a^)-h(i) v(n) tende vers l'infini 

avec i . 

En comparant avec 2. 3. on en déduit que : 

3. 2. Si v ( a

n ) ~ n ( n ) v ( n ) tend vers l'infini avec n , ou si l'une des con

ditions 2. 8. est réalisée, f est derivable dans M . 
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4. - FONCTIONS UNIFORMEMENT DERIVABLES DANS M 

DEFINITION. - f uniformément derivable dans M : Ve>0 3 0(e) tel que 

Vx 6 M Vz £ M tels que |z-x| < 0(e) , on ait : 

1 f < z ) - f W - f ( x ) | < e . 
Z - X 

Si f est uniformément derivable dans M , alors f1 est continue dans M . 

En effet : 

|z-x| < ô(x) , z, xÇM => |f'(z) -f'(x)|< e. 
Soit alors fçC-(M,A) . L'application cp : 

/ / f(z) -f(x) 
z,x) cp( z,x) = z - X 

est définie et continue dans M x M - A , si A = {(x, x) , x ë M } . 

La propriété : f est derivable au point x est équivalente à : 

la limite de c p ( Z j X ) lorsque z tend vers x existe. 

PROPOSITION 4. 1. - Une condition nécessaire et suffisante pour que f 

soit uniformément derivable dans M est que l'application cp 

x / z , (z,x) - cp(z,x) = f ^ - £ W 

z - X 
soit prolongeable continûment à M x M . 

- Si f est uniformément derivable dans M , considérons le pro-

longement cp de cp à MxM défini par : 

cp(z, x) = cp(z, x) z / x 

cp(x, x) = f'(x) 

cp est continue dans MxM - A . En un point (x , X q ) de A : 

cp(z,x) -qj(x ,x ) = cp(z,x) -f '(x) + f (x) -£ ' (x o ) 

si z = x on obtient f'(x) -f ' (x ) . 
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Si |x-x | < ô(e) et si Iz-x | < 6 ( e ) , alors I cp(z, x) - ^ ( x , x ) | < e . 
! Q I I Q I I V O O 

cp est donc continue dans MxM . 

- Si cp est prolongeable continûment à MxM ; alors cp(x, x) = f ' (x) 

f est alors définie et continue dans M : 

$(z,x)-qî(x,x)= f ( z ) - f ( x ) - f ( x ) 

z - X 

cp est uniformément continue sur MxM et donc f est uniformément deri

vable dans M . 

Recherche de conditions pour que f soit uniformément derivable 

La suite (u , u ) n ^ o e s t TBR dans MxM et les polynômes 
n r r^O 

Q (x). Q (z) constituent une base normale de &(Mx M, K) ( [ l ] ) ; c'est-à-n r 
dire que : 

si F€<3 (MxM, K) , F(z ,x) = 2 X Q (x) Q (z) 
n, r n, r n r 

où : X = P (u ). F (u ) . £ — T^-r-f; -, r . 
n, r n n r r . . _ ^ F1 , u, ) P 1 (u ) 

O^k^r r+1 k7 n+1 m 
O^m^n 

L'application cp est en particulier définie aux points (u. , u.) pour i / j . 

Elle est prolongeable continûment aux points ( u ^ , u ^ , i^O , si et seulement 

si f est derivable en tous les points û  , c'est-à-dire si et seulement si : 

a 
pour chaque i^O lim -, : ; —- - 0 . 

Supposons qu'il en soit ainsi ; cp est alors définie en tous les points 

(u. , u ) et on peut considérer ses coefficients d'interpolation X 
k m n, r 
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P (u ) P (u ) f (u, ) - f (u ) 
X = 2 n n r r k m 
n, r ~ „ , ^ P' , (u ) ' P' , (u, ) ' u - u 

O^k^r n+1 m' r+l v k' k m 
0 £m S n 

P (u ) P (u ) Q.(u )-Q.(u ) 
_ v a c v £—S r r J h. 3 M A 
" r P 1 (u ") ' P 1 ' u -u ' jà i J O^k^r n+1 m ; r+l(u ) k m 

= £ a. Je1' 

"̂n r 6 S t "*"e c o e ^ ^ c ^ - e n t d'interpolation de rang (n, r) relativement à la 

suite (u u ) pour le polynôme : 
n, r 

Q.(z) - Q.(x) 
(z,x) -> — J 1  

Z - X 

avec (x, x) -* Q^(x) . 

On en déduit d'abord que X^ = 0 si î^n+r . 
^ n, r J 

Si j>n+r , pour k / m , O^k^r Q.(u ) = 0 car j >k 
J k 

O^m^n Q.(u ) = 0 car j >n , 
J n 

donc, pour j>n+r : 

V " P (u ) P (u ) 
y] _ ) n n r r , . 
n, r " ^ / .-w , P' , (u ) P' ,(u ) Q j l U m J 

. . 0^m^inf(r,n) n + l v m ' r+ l v rn J 

et ainsi : 

X = / a. XJ* 
n, r — - j n, r 

J > n+r 

Pour que cp soit prolongeable continûment à Mx M , il faut et il suffit 

( [ 1 ]) que : X 0 quand sup(n, r) + » . 
n, r 

Conclusion : 

4. 2. Une condition nécessaire et suffisante pour que f soit unifor

mément dérivable dans M est que : 
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(1) pour chaque i^O lim y ;——, — 7 = 0 (u -u ) ... (u -u. ) n-> œ v

 n o n 1 
et 

(2) X 0 quand supfn, r ) -H-«. 
n, r 

\ P n (u n ) W 
\ i r = a i ( ^ P^ ""(u ) * P'1" ^u ) Q ? i ( u ^ } ° 

n , r j>n+r J 0^m^inf(r,n) n+r m r + l l V 3 

v( \ j ) * Inf v(Qf.(u ) ) M l - h ( j ) ] v ( ï ï ) . 
n,r . , . j n 

inf(n, r j 

Si l'une des conditions 2. 8. est réalisée, f est uniformément dérivable 

dans M . Dans ce cas étudions la dérivée f'(x) ; on a vu que les coefficients 

d'interpolation a' de f sur la suite u sont : 

„ ^n n ^ , A <i n k 
a' = £ a g , p = F (u ) 2 — 7 r-

r n r r r r P ' (u ) 
n>r k=0 r+1 k 

n-1 n 

avec Q' (x) = 2 6 Q (x) , et : n r r r = 0 

f'(x) = 2 a' Q (x) = 2 £ a p n ) . Q (x) . 
r r n r r 

r^O r^O n>r 
\ n 

Les conditions 2. 8. étant réalisées la famille (a 6 Q (x) ) est unifor-
n r r n, r 

mément sommable et donc : 
f'(x) = 2 a Q' (x) . 

n*l n n 

THEOREME 4.3. - Soit fg(3(M,A) et f(x) = 2 a Q (x) sa série d'inter-
—— — n ^ 0 n n ~ — 

polation sur une suite TBR BO dans M , si pour n^l on note h(n) l'en 

tier tel que : 
N , > * n< N . 

h(n)-l h(n) 

Si l'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée : 

2. 8, (i) v(a )-h(n) v(TT)-> +» quand n -> +œ 

(ii) a Q ' ^ ( x ) 0 lorsque n-++ 0 0 , uniformément par rapport 

à x G M 
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(iii) la famille (a Q ! (u.))_ , . ^ est sommable 
n n i 0^i<n 

(iv) la famille (a 8 Q (x)) . est uniformément sommable sur M, 
n r r r<n 

r Q' ( u j ^ n / A o n k P = P (u ) S — z r-r r r , ^ P , (u ) k=0 r + l V k ; 

alors f est uniformément derivable dans M , et : 

f'(x) = S a Q' (x) = £ a' Q (x) 
n*l n n r^O r r 

r Q1 k ) 
a ' = £ a p n = S a . ( £ —7^—7—r-) . 

r n>r n r n>r n k=0 P r + l ( U k } 

5. - DERIVEES D'ORDRE SUPERIEUR 

v(a' ) a Inf {v(a ) -h(n) v(n) } . 
r n > r n 

si v(a )-mh(n)v(n) tend vers l'infini avec n , pour m entier ^ 2 , alors n 
v(a' ) - (m-1) h(r) V(TT) tend vers l'infini avec r et f est uniformément r 
derivable dans M . 

Par récurrence sur m on obtient le résultat suivant : 

5. 1. Si v(a )-mh(n) v(n) tend vers l'infini avec n , alors f est m 
1 1 ( m l ) fois derivable, et f, f',... , f sont uniformément dérivables 

dans M . 

6. - CAS PARTICULIER : SI M EST TEL QUE q. = q Vi * 1 

Alors pour un entier positif n : h(n)-l = [ ^ J î posons : 

D = Log |TT|  
Log q 

w = | n |v(x)/v(n) 

v(a )-h(n). v(n) â c . v(n) « v(a ) - N V(TT) a c'v(n) 
n n -LiOg q 

«la |. n D s K' . 
1 n 
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On en déduit l'expression suivante des résultats précédents : 

n"̂  la I ^ K' <=> f Lipschitzienne dans M 
! n 

n"̂  la I •+ 0 f uniformément derivable 1 n 

n m ^ | a \~+0 => f m fois uniformément derivable. 
' n 

Exemples : 

1) Si K est une extension algébrique de © de degré S , et 
P 

si on normalise la valeur absolue par : 

1 1 /e 
I TT ! = (—) e indice de ramification 

f ^ Log [ni 1 1 
q = p , D = - - n I , I = = u  Log q e f S 

2) Si K = Q et si la valuation est normalisée par TT = p 
1 ^ 

I ni = — , alors pour M = 2£ , q = p , D = 1 . 1 1 p P 

Lorsqu'on prend comme suite u la suite des entiers naturels : 

u = n on retrouve les résultats de K. Mahler ([8] ) : 
n n 

(-1) 
a i = 2 -A—tl a 

r n* 1 n n + r 

D'autre part d'après [5] et J. Hily ([7]) : 

f(x+V+n-f W = B V i H ^ (x) . Q (y) ; 
y + 1 n ^ 0

 n + 1 r n 

r ^ 0 

une condition nécessaire et suffisante pour que f soit uniformément deri

vable est que l'application : 

(x, y) * f f r ^ - ^ M 

soit continûment prolongeable à 'K x TZ* , et pour cela il faut et il suffit 
P P 

que : 
a 

n+r _ , A -> 0 lorsque sup (n, r) -• + <» . 
n 
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Si v ( a

n ) " n ( n ) ~+ + 0 0 ceci est réalisé, 

a 
n4" r 

Si •+ 0 quand sup(n, r) -• + °° , considérons : 
n(h) = inf [n , p h 1 ^ n < p h , v(a , J = in£ v(a ) } , 

n ^ p h - ^ n < p h n 

alors : 

" ^ y • 0 quand h -> » , 
P 

V ( A /TA) ~ h ~> + 0 0 avec h , n(h) 

et par conséquent v ( a

n ) ~ n ( n ) ~* + 0 0 avec n ; ce qui est équivalent à : 

n |a | -+ 0 quand n + 0 0 . 

En récapitulant les résultats obtenus pour 'K^ : 

Si f€C(Z ) , £(x) = £ a (* ) , p n n 

n|a^| f Lipschitzienne dans , 

nia I 0 quand n+œ ^ f uniformément derivable dans , 1 n1 p 

2 , n m | a^ | 0 quand n-> -f 0 0 =* f n fois uniformément 

derivable dans 2£ 
P 
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