EVE HELSMOORTEL

Comportement local des fonctions continues sur un
compact régulier d’un corps local

Séminaire de théorie des nombres de Bordeaux (1971), exp. n° 2, p. 1-20

<http://www.numdam.org/item?id=STNB_1971 A2_0>

© Université Bordeaux 1, 1971, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire de théorie des nombres de Bordeaux implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute uti-
lisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=STNB_1971____A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire de Théorie des Nombres 5bis-01
Année 1970-1971 - exposé n° 5 bis 17 novembre 1970

COMPORTEMENT LOCAL DES FONCTIONS CONTINUES
SUR UN COMPACT REGULIER D'UN CORPS LOCAL

par

Eve HELSMOORTEL

Sur un compact régulier M (L1]) contenu dans la boule unité A
d'un corps local K , on définit les polynémes d'interpolation Qn relatifs a
une suite u tres bien répartie dans M et bien ordonnée ; puis, a toute
fonction continue {f de M dans A , on associe sa série d'interpolation sur

la base normale (Qn) de C(M,A):

fx)= £ a Q (x)

n=0 n n

et on peut alors, selon l'ordre de croissance des v(a ), caractériser les
n

fonctions Lipschitziennes et en étudier la dérivabilité.

NOTATIONS

K estun corps local, T une uniformisante, A 1l'anneau de la

valuation, et M un compact régulier contenu dans A :

. . _ k
M= lim M ou Mk-M/nA,

k B

on note Nk = Card Mk =4y 9y e 9 -
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La suite des entiers q. étant ainsi définie, tout entier naturel n s'exprime
1

de manieére unique sous la forme :

_ <n. <
n no+nlNl+...+ no Nh—l , 0 n,<dq. 4 et nh_l,{O.

A partir de la suite q = (qi) , on construit 1'ensemble Za = lim Z/Nk Z

,q :

sur lequel est défini la valuation vq : pour un élément z de Z

= + ...+ + ...
Z Zo+z1N1 Zka .

on a vq(z):m lorsque ziZO pour 0=i<m-1 et zm;'-z().

Soit u = (un) une suite tres bien répartie dans M (TBR cf. [1]),

nz0
on dira qu'elle est bien ordonnée (TBR BO)lorsque :

viu,-u,) =v_ (i-j) v(m) .
Y g &9 )
On consideére alors les polynomes d'interpolation Qn relatifs a une telle

suite u TBR BO :

(x—uo)(x —ul)... (x-u n(x)

(u )

n n

n-1

) P
Q (x) = =5

n (un—uo)(un—ul)... (un~un_1)

et on associe a une fonction f continue de M dans A sa série d'interpo-

lation :

1. - FONCTIONS LIPSCHITZIENNES

On avait démontré (cf. [3]et [4]) le résultat suivant :

PROPOSITION 1.1. - S'il existe C tel que v(an) 2 (C+h) v(m) pour
N = n<N, , alors:

h-1 h
v(f(x) - £(y)) 2 (1+C) v(7M) + v(x-y)

pour tout couple (x,y) de points de M .
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En généralisant 3 C(M,A) une démonstration de Y. Amice et J. Fresnel (2],

on obtient la proposition :

PROPOSITION 1. 2. - S'il existe un entier m> 0 tel que :

v(f(x)-f(y))2 v(x-y) -mv(T), Vx,VyeM,

alors :

¥h20, Yn2 Nm v(ia )2hv(m).

+h n

Démonstration : Soit EO =C(M,A), E = EO/TTEO ; & tout f appartenant

a Eo on fait correspondre T appartenant 3 E : pour x€M , f(x) = f(x)€ A/TA .
On note -Eh le sous-espace vectoriel des fonctions de E constantes sur
les boules d'ordre h .

(y) , donc f appartient a Em-l—l . Or

, donc il existe des constantes a.
1

Ici, si v(x-y)2(m+1) v(m), f(x) =1
(Qn)OSn<Nm+1 est une base de Em+1
appartenant a A et telles que :
0
flx)= Z a, Q.(x)+17f (x),
0si<N @ 1 1
m+1

ou f1 appartient a C(M,A) .

On avait démontré (cf. [3] et [ 4] ) que :

pour N S n< N, : V(Qn(x) -Qn(y)) 2v(x-y)+(1-h) v(m) .

h-1 h
On en déduit alors que ?I appartient 2 —E-m+2 , et donc :
1
fl(x) = X a, Qi(x) + Trfz(x) , fze C(M,A).
0=i<N
m+2

On démontre ainsi, par récurrence sur h, que :

Th20  f(x)= T a) Q()+7 I a Q(x) ...
0=i<N 0<i<N
m+1 m+2

+ TTh. a a}; Qi(x) + ¥l fh+1(x)
0=i<N
m+1+h

~ . by @ .
ol fh+1 appartient a C(M, A)
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f (x)= Z b Q (%)
h+1 n=g D 1
h h
et, si n2 N ta =T | a +TTh+1b s
m+h n n n
donc v(an) 2 h v(T) ; etla proposition 1.2. est démontrée.

Si, pour un entier n21 , on note h(n) l'entier tel que :

= n<
Nym)-17 2= Ny(n)
on vérifie alors que, si l'hypothese de 1.2. est réalisée :
v(an) - h(n) v(T) 2 -m v(mT) Vn21,

et on en déduit le théoréme suivant :

THEOREME 1.3. - Pour que f soit Lipschitzienne dans M , il faut et il

suffit qu'il existe C tel que :

Vn21, v(an) -h(n)v(im=zcC ,

ou h(n) est tel que :

2. - DERIVABILITE DE {f EN UN POINT u, DE LA SUITE u

£(x)-£(a,)

X-1u

L'application CPi 1x
i

est définie et continue dans M—{ui},
On remarque que :

Pour que f‘(ui) existe il faut et il suffit que l'application CP,l soit

prolongeable continuement a2 M.

L . i+1 i+1 N i+1 .
Considérons la suite u = (u ) ou u = u, . La suite
n nz20 i1 n i+1l+n i1
u étant TBR BO 1il en est de méme de la suite u . A cette suite u1

on associe les polynomes :
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it+1 +1 i+1
P () = (xeu) ) (xeul )
et . Pi+1(x)
Ql+1( )_ n
n i+1 , i+l
n (un )

- i+l .
les polynémes Qn constituent une base normale de C(M,K ), et on re-

marque que :

. . _ 1 i+1
pour n2itl : Qn(X) T fu~u ). (w-u) Qn—i—l(x) )
n n
Pour x # u, on obtient :
f)fa) 3 Q (0-Q (x) Q_(x)
9.(x) = = X a + ¥ )
i x-u, n=1 n x-u, n2i+l n x-u,
Soit :
an i+l (x)
®.(x)=R.x)+P.(x). = Q | . (x
i i s (un—u,o)... (un—ui) n-i-1

en notant Ri(x-) le polynome de degré au plus égal 2 i-1 :

Q,(x) - Q_(a)

1

Pour x n'appartenant pas a {uo , u R ui} , on définit la

fonction \]Ji par : 1
®.(x) - R, (x)
b () = — Xy :
et on a vu que :
“n i+1
¥; () ;zﬁl (u_-u ). (u_-u) noio1®

pour x% {uo,... ,ui}.

. i P . . i+1
Cette fonction {* est définie en tous les points de la suite u , et ses

coefficients d'interpolation sur cette suite sont :
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. a .
k20 : al _ ( k+_14;1) (u - )
Yiritl T ol Wikl T
i . = I oni i .
puisque wl(x) w20 %k Qk(x)

Si OLL-* 0 lorsque k » +«, alors (cf [1]) ¢, est prolongeable contind-

ment 2 M en une fonction ’in :
T(x)= & a Q(x) , xeM

ceci est réalisé lorsque :

lim =0,
h o (U —uo)...(u —ui)

Or : CPi(x) = Ri(X)+Pi(X) q;i(x) si x¢ {uo, ,ui} , CPi est donc prolongeable

continiment 2 M, et f'(ui) existe :

£'(u,) = R (u) + P (u) V()

~ i+1
Piluy)- e = = O‘n S By Qy(a—i—)l(ui)
. n2 i+l
mais :
: Q (x)
i (i+1) n
“poi-1 ()inl() %n x-u, ’
. i (i+1) o
donc : Otnll ( )inl( )—a ) 'n(ui)
. ! - 1
et : f (ui) nzz 1an . Q n(ui) .
%n
On peut remarquer que : si @ -u ). (@ -u) tend vers zéro lorsque n
n o "' n i

tend vers 1'infini, il en est de méme pour

a
n

, si 0Sjsi
(un—uo)... (un—u.)

et donc les f'(uj) existent aussi.
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a
n

PROPOSITION 2.1. - Si pour un entier i20 fixé, lim

=0
n- (un—uo)... (un-ui)

alors f'(uo), f'(ul)... et f'(ui) existent et de plus
f'lu) =2 a . Q' (u) 0sj<i
(J) n2l1 1 n j )

Inversement : si f'(uj) existe pour 0<k<i: f'(ui) existe ® CPi prolongea -

ble continimenta M ; f‘(uj) existe, 0=j<i, ® CPi dérivable au point u, .

Donc : lim CPi(x) existe, comme Pi(ui) est non nul, on en déduit
X Uu:
i

1 N pd . - - I} -
d'apres la définition de §. que Xl_’lmu q,ri(x) existe.
1

) = CPi(x) —Ri(x): cPi(x)-CPi(u]_) ] Ri(x) - Ri(uj)
i Pi(x) (x—uo)... (x—uj)... (x—ui _1) (x—uo)... (x—uj)... (x-ui _1)
car CPi(uj) = Ri(uj) pour 0<j<i,
?,69-%,(u) R,() - R,(u)
lim 1 et lim 1 existent,donc  1lim ¢.(x) existe
Xy x—uj X uj x—uj X uy 1

pour 0sj<i,

Par conséquent wi est prolongeable continiment a M , ce qui implique

. . 1 ) i+1
(cf L1]) que ses coefficients d'interpolation onk sur la suite u tendent

vers zéro lorsque k tend vers l'infini, et ceci est équivalent a :

lim @ =0,
n++® ' n o "' n

Conclusion :

THEOREME 2.2. - L'entier naturel i1 étant fixé, les deux propriétés sui-

vantes sont équivalentes :

a
n
(a) lim =0
o 4o (un-uo)... (un—ui)

(b) f'(uo) , f'(ul) ... et f'(ui) existent.

Dans ces conditions :
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Etudions la condition (a) :

MY . -ui)) = v(a )+ v(m). {v ((p-1-D)D+v (1)-v ()]
- Vq(i.‘)v(ﬂ) )

D'apres un lemme précédemment démontré ([3]et [4]) on sait que :

Vq((n—i-l).‘)+vq(i.‘) - vq(n.‘) 2 1-h(n) .

Par conséquent :

PROPOSITION 2.3. - Si v(an)—h(n)v(ﬁ) tend vers 1'infini avec n, f est

dérivable en tous les points de la suite u .

Remarques

1) Si f est dérivable en tous les points de la suite u, les coeffi-

cients d'interpolation a'r de {' sur cette suite sont définis :
f' (u
(a, )

. _— .
T ror P 1 (uk)

»
1"
d

)

p—
MR

D'apres ce qui précede, puisque f'(uk) existe pour tout k

1 — 1
et a' = Z a B
r L, 0T
avec r Q'n(uk)

=P Lz =
B r(ur)k:o B ()

n . . . . . . -~
B - est aussi le r+1€® coefficient d'interpolation sur la suite u du polynéme

Q'n de degré n-1, donc B?Z 0 si r>n-1 et ainsi :

r Q' (u)
a'= £ a Pu) Z —-Tn——li——-
r asp noroTipog Pr+1(uk)
P (u) ,
v. ( L L 20

P‘r+1(uk)) =vmv, e )

V(@' (5,0) = ¥(M) [v_(Dbv ((n-k-1)1)-v (1)} 2 (1 -h(n) v(1)
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donc : n

w(g%) 2 (L-h(n) v()
et v(a' ) 2 Inf (v(a_)+(1-h(n)) v(m)) . 2.4

' n>r n
2) Etude de Q'n(X)

Si i<n , (u.-u ). (u,-u. YMu.-u, )...(u. -u )

Q! (U‘i) _ 1( o— ) i (1-1_ i )1+1 i n-1

n u u ). (wo-u

V(Q'n(ui)) = v(m), {vq(i.‘)+vq((n—i-l).‘)-Vq(n.‘)} 2 (1 -h(n)) v(m)

et 1'égalité est réalisée si et seulement si "' i est bon pour n" ([3] et [4])

Si x¢ {uo,... ,u 1} s

i_ n—l 1
Q' (x)=Q (x). =
n T ox-u.
i=0 i
v(x-u,)
On avait défini N'(x, n) = sup L ([3] et [4]) , alors:
i<n v(m)
n-1 1
v( Z )2 -N'v(m).

. X -Uu,.
i=0 1

D'autre part on avait vu ([3] et [4]) que :

v(@_(x)) = {N'+ (1-h(n)) } v(m)
on en déduit donc que :

v(@ () 2 (1-h(m) v(T) , xf La .,

1-

1}:

et par conséquent :

2.5, Inf {v(Q' (x))} = (1-h(n)) v(T) = Min V(B:).
xEeEM 0<r=n-l

3) Si v(x-y) 2 {h(n)-1)} v(7), d'apres [3]Jet [4]:

Qn(X) - Qn(y)
v m— ) 2 (1-h(n)) v(m) ;
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si v(x-y) < {h(n)-1}v(m),

v(Q, (x)-Q_(y)) 20 > v(x-y) + (1-h(n)) v(7)
donc :

Q (x)-Q_(y)

2. 6. Tx Ty €M v nx_yn )2 (1-h(n)) v(m)

1'égalité pouvant étre réalisée ([3] et [4] ), c'est-a-dire que :

Qn(X) - Qn(y)
Inf (v(——— )) = (1-h(n)) v(1) .
(x, y)e M2 Y

4) On peut aussi étudier Ql(lk)(x) :

si xg {uo,...,un_l} ,
a0 m.z on T - u L
n n k k  pour (X—ui ). (x-u, )
by 1 'k

tous différents € {0,...,n-1}
V(Zk) 2 -k N'v(m)
v(Qn(X))2 (N'+1-h(n)) v(m) .

On avait posé p = inf {j, v(x—uj) =N'v(m) } ([3] et [4]) si N'=nh(n)-1,

(k)(

v(Q x) 2 k(1 -h(n)) v(m) ;

si N'2h(n), alors :

v(x—up) = N' v(m)

et Vife, V(X—u.i)S (h-1) v(m)
0=si<n
et : v((x-up)(x—ui )... (x-ui NS {N'+(k-1)(h-1) } v(m)
1 k-1
ij}[ o v((x—ui )... (x-ui NS k(h-1) v(m) .
1 k
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D'ou
v(8,) = (-N' 4 (k-1) (1-h(m) I ¥()
et V(Qflk)(x)) 2 k(1 -h(n)) v() .

Cette inégalité est conservée en x = u, . Donc :

2. 7. Inf v(Q(k)
n

xEM

(x)) 2 k(1 -h(n)). v(17) .

On déduit de ces remarques que :

2.8. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) v(an) -h(n) v(T) » +© quand n=* += ;
(ii) a Q'n(x) + 0 lorsque n-++®, uniformément par rapport a x

appartenant & M ; c'est-i-dire que la série Z a Q' (x) est
n21 n n

uniformément convergente sur M ;

(iii) la famille (a2 Q' (u.)) . est sommable ;
n n i’n,i
i<n
(iv) la famille (a Bn Q (x)) est uniformément sommable sur M.
n r r r<n

(i) ® (ii) d'apres 2.5.

Comme V(Q‘n(ui)) = (1-h(n)) v(m1) lorsque '"i estbon pour n' , (i) @ (iii).
(i) ® (iv) car : I<nf v(anB;1 Qr(x)) = v(an) + (1 -h{(n)) v(m)
xEM
en raison de 2.5. et du faitque Inf Q (x) =0 ([3] et [4]).
xeEM r

3. - DERIVABILITE DE f EN UN POINT X DE M, xoéu

£(z) - 1(x_)
L'application <I>X oz T = est définie et continue dans
o o

M - {xo} . Une condition nécessaire et suffisante pour que f'(xo) existe

est que l'application éx soit prolongeable continiment a M .
o
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Cette application & est définie en tous les points de la suite u ; on peut
x
o
donc construire les coefficients d'interpolation an(xo) de Cb(xo) sur la

suite u :
n f(uk)—f(xo)

a (x)=P (u). 2 ;
n' o n k=0 (uk_xo)Pn-l—l(uk)

Une condition nécessaire et suffisante pour que @X soit prolongeable con-

o
tiniment 3 M est que lim a (x ) =0 ([1]) ; et c'est aussi une condition

nécessaire et suffisante pour que f'(xo) existe.

n Q-(U)'Q.(X)
a (x)=2 a,.P (u) Lk r o

no’ 4xp i nin Ty (uk—xo).P'rl (u

+1 k)
: o Q.(u)-Q.(x )
al(xo)zp(u)Z ik i o

_ 1
n n' n' k=g (uk Xo)PnJrl(uk

) est le nt+1€ coefficient d'interpolation

Qi(uk)- Qi(xo)

uk~x

sur la suite u du polyndéme de degré i-1, donc a;(xO)ZO

. . . o
s1 n21, et par suite :

a(x)=2% a.al(X)
n O i>n1 O

mais d'apres 2. 6.

v(al(x_)) = (1-h(i)) v(m)

donc :
V(an(xo)) 2 Inf [v(ai) +(1-h(i)) v(m) }.
Conclusion :
3. 1. Une condition nécessaire et suffisante pour que f soit dérivable
au point x estque lim a (x )=0.
o ntw DO
Une condition suffisante est que v(ai) -h(i) v() tende vers l'infini
avec 1.
En comparant avec 2.3. on en déduit que :
3.2. Si v(an) -h(n) v(7) tend vers l'infini avec n , ou si l'une des con-

ditions 2. 8. est réalisée, f est dérivable dans M.
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4. - FONCTIONS UNIFORMEMENT DERIVABLES DANS M

DEFINITION. - f uniformément dérivable dans M : Ve>0 30(¢) tel que
¥x €M Vz € M tels que |z-x|< 8(¢) , on ait:

L6 <e

Si f est uniformément dérivable dans M , alors f' est continue dans M.

En effet :
lz-x| < 8(x), z, xeM = [f'(z)-f'(x)|< €.

Soit alors feC(M,A). L'application ®

(2,%) + @z, %) = 22l=f0)

zZ - X

est définie et continue dans Mx M-4 , si A= {(x,%x), x€EM}.

La propriété : { est dérivable au point x est équivalente a :

la limite de ®(z,x) lorsque z tend vers x existe.

PROPOSITION 4.1. - Une condition nécessaire et suffisante pour que f

soit uniformément dérivable dans M est que l'application @

x£z, (z,x) ? @¥(z,x) =M

z - X

soit prolongeable continiment a Mx M .

- Si f estuniformément dérivable dans M , considérons le pro-

longement 5 de ¥ a MxM défini par :

®(z,x) = ¥z, x) z £ x

CE(X, x) = f'(x)

@ est continue dans MxM-4A. Enun point (xO , xo) de A
~ —N _ ~ T Vo) et
¢ (z, x) Cp(xo, xo) Oz, x) -f'(x) + f'(x) - f (xo)

si z = x on obtient f'(x) —f'(xo) .
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P |x- & P |z- [ g <
Si |x x0|< () et si |z x0!<5(8), alors |®(z,x) CP(XO,XO)] €.

5 est donc continue dans MxM .

- Si @ est prolongeable continiiment 2 Mx M ; alors ®(x,x)=£"(x)

f' est alors définie et continue dans M :

EB(Z,X) -ES(X,X) = 'ﬂ-zz‘)—:ﬂxz{-)— - f'(x)

@ est uniformément continue sur MxM et donc f est uniformément déri-

vable dans M .

Recherche de conditions pour que f soit uniformément dérivable

La suite (un, ur)nZO est TBR dans Mx M et les polyndmes
r 20

Qn(x). Qr(z) constituent une base normale de C(Mx M, K) ([1]) ; c'est-a-

dire que :
si FeC(MxM, K), F(z, x) :n,zr Xn, - Qn(x) Qr(z)
Flu ,u_)
kX m
ou : A =P )P u) T - '
mr Caont ety o PPl )
0Smsn

L'application ® est en particulier définie aux points (ui ) uj) pour i#j.

Elle est prolongeable continUment aux points (ui,ui) , 120, si et seulement

si f est dérivable en tous les points u, , c'est-a-dire si et seulement si :
i

a
n

pour chaque i20 lim
N teo (un—uo)... (u -ui)

Supposons qu'il en soit ainsi ; @ est alors définie en tous les points

(u, , um) et on peut considérer ses coefficients d'interpolation A

k

n, r
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P -
L p Ry Pa)  fl)-flu_)
- 1 . 1 : -
T gcrsr Pl ) P )T u e
0Smsn
P) P () Qfs)0f)
=% a( ¥ n n r T i i m
. ; R . .
j=1 Vosksr Fan ) Pr+1(uk) Yk T Mm
0Sm=n
=X a, N
ja1 4 omr
AJ est le coefficient d'interpolation de rang (n,r) relativement 2 la

» T

suite (un ur) pour le polyndme :

b

Q.(z) - Q.(x)
(z,x) - zZ - XJ
avec (x,x) - Q'j(x)

On en déduit d'abord que Ail =0 si jSnir.

Si j>n+r, pour kZm, O0Sksr Qj(uk):o car j>k
0Sm<n Qj(un) =0 car j>n ,
donc, pour j>ntr :

n P () P ()
}\J - v Q"(um)

1 1
e E 0=m<inf(r, n) Pn+1(um) Pr+1(um) )

A = _5_ a,KJ .
n,r j n,r

j> ntr

et ainsi :

Pour que ¢ soit prolongeable continiment a Mx M, il faut et il suffit

([1]) que: >\n L 0 quand sup(n,r) 2+,

Conclusion :

4. 2. Une condition nécessaire et suffisante pour que f soit unifor-

mément dérivable dans M est que :
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5 : _
(1) pour chaque i20 lim TR 0

>\n r a.( L_—" P (u) P (u )Q‘"(un‘))°

j>ntr JOSrnSinf(r,n) n+l r+l ]

v )2 It (@) 2 {1-n()} v(m) .

T m<inf(n, r)

Si 1'une des conditions 2. 8. est réalisée, f est uniformément dérivable
dans M . Dans ce cas étudions la dérivée f'(x); on a vu que les coefficients

d'interpolation a' de f' sur la suite u sont:
r

r Q' (u,)
avr: b3 a_ B, B? = Pr(ur) P'n 1(<u )
n>r k=0 r+l1' k
n-1 n
1 _ .
avec Qn(x) —r_:ZO B, Qr(x) , et:

ftiix) = Z a' Q (x)= & Z a B ).Q (x).
r 20 ror r20 n>r oo *

P . \ n .
Les conditions 2. 8. étant réalisées la famille (an Br Q (x) )n ; est unifor -
r ’

mément sommable et donc :

f1(x)= % a Q' (x).

nZln n

THEOREME 4.3. - Soit feC(M,A) et f(x) = Z;OanQn(X) sa série d'inter -
n

polation sur une suite TBRBO dans M, si pour n21 on note h(n) l'en-

tier tel que :

Nh Ssn< N

(n)-1 h(n)

Si l'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

2.8, (1) V(an)—h(n) v(T)» +» quand n-+e

(i) anQ'n(x) + 0 lorsque n-+, uniformément par rapport

a xXeEM
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i \
(iii) la famille (anQn(ui))OSi<n est sommable

(iv) 1la famille (a Bn Q (x)) est uniformément sommable sur M,
———— "n r r r<n

1
n r Q n(uk)
Br - Pr (ur) z P! (u,)
k=0 r+l' k
alors f est uniformément dérivable dans M , et

f'ix)=Z a Q'(x)=% a' Qr(x)

n2] o B rz0 T
) . Q@)
a' =4 a B =X a .(& )
Ta> BT n>r? k=0 P'r+1(uk)

5. - DERIVEES D'ORDRE SUPERIEUR

v(a') an>n£ {v(a ) -h(n) v(m}.

si V(an)-mh(n)v(ﬂ) tend vers 1'infini avec n, pour m entier 22, alors
v(a'r) -(m-1) h(r) v(T) tend vers 1l'infini avec r et f' estuniformément

dérivable dans M.

Par récurrence sur m on obtient le résultat suivant :

5. 1. Si v(an)-mh(n) v(T) tend vers l'infini avec n, alors f est m

(m-1)

fois dérivable, et f, f',...,f sont uniformément dérivables

dans M.

6. - CAS PARTICULIER : SI M EST TEL QUE q; = d vial

_rlogn
h (n)-1 _[Lo

. n -
Alors pour un entier positif n : g q J; posons :

Log |7
Loggq

lxl - ,WIV(X)/V(H)

D= -

v(an) -h(n). v(m) 2 c. v(1m) © v(an) - —IL_:—Z?—:- v(m) 2 c'v(m)

e |la |.nP =K',
n
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On en déduit l'expression suivante des résultats précédents :

D
n ,an‘ < K'e f Lipschitzienne dans M

D
n 'an] + 0 = f uniformément dérivable

D Pd -
n ]an]—»O = f m fois uniformément dérivable.

Exemples :

1) Si K est une extension algébrique de (Dp de degré S, et

si on normalise la valeur absolue par :

1.1/e
(p)

[T = e indice de ramification

f Log |m| !

1
a=p ., D=- logg ef S

2) Si K= (Dp et si la valuation est normalisée par T=p

|m] ==, alors pour M:Zp,q:p,DZI.

Lorsqu'on prend comme suite u la suite des entiers naturels :

u =n on retrouve les résultats de K. Mahler ([8]) :

n-1
s LU

r o1 n ntr
D'autre part d'apres [5] et J. Hily ([7]) :

fx+y+1) - f(x) 5 ntl+r
Yy + 1 > n+1
2

Q (x).Q (y) ;

H B8N

0
0
une condition nécessaire et suffisante pour que f soit uniformément déri-

vable est que l'application :

f(x+y+1) - f(x)
y -1

(x,y) »

soit continiment prolongeable a pr Zp , et pour cela il faut et il suffit

que :

a
n+r

" + 0 lorsque sup (n,r)2+c,
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Si v(an) -h(n) *» += ceci est réalisé.

a

+
Si nnr + 0 quand sup(n,r)*+, considérons
) h-1 h
n(h) = inf{n, p Sn<p , vi(a (h)) v(an) },
—]‘S n<p
alors : s
JE%')— +0 quand h-e ,
P

-h-»+
v(an(h)) ++® avec h,
et par conséquent v(an) -h(n) * +® avec n ; ce qui est équivalent & :
nlan]—bO quand n-++o

En récapitulant les résultats obtenus pour Z

Si feG(Zp) , flx)=1¢ a (X),

n n

n]an|SK ® f Lipschitzienne dans Zp ,
nlan]—’O quand n+® © f uniformément dérivable dans Z

m . - rd
m22, n Ian|-'0 quand n*+« 3 f n fois uniformément

dérivable dans Z
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