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EQUIREPARTITION MODULO 1 DANS UN CORPS 

DE SERIES FORMELLES SUR UN CORPS FINI 

par 

Georges RHIN 

D'après [ 7] , la suite pa , où p décrit la suite croissante des 

nombres premiers, est équirépartie modulo 1 si, et seulement si, a est 

irrationnel. Nous généralisons ce théorème à un corps de séries formelles 

sur un corps fini. 

1. - NOTATIONS ET RAPPELS 

Soit F^ le corps fini à q éléments, de caractéristique p / 2 0 Nous 

désignerons par 3 le corps des fractions F (x) . On munit 3 de la valeur 

absolue ultramétrique discrète, dite nO-adique", en posant pour tout polynôme 

non nul A de F [x] , dont on désigne le degré par d°A , 

I A I D < > A 

| A | = q 

Le complété 3> de 3 pour la valeur absolue "O-adique" est le 

corps F fx des séries formelles 
q 
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œ -n 
G = S a x , a €F et a = 0 pour n < n . 

n n q n 9 

n= -oo 

On désigne par P l'idéal de valuation de 3 qui est l'ensemble des 

séries formelles 
00 

6 = 2 a x " n , a €F . 
n=i n n q 

On définit l'homomorphisme 3Cq du groupe additif 3^ sur le groupe 

addifit P+ par 
oo n ^ n 

5 C ( 2 a x ) = 2 a x 
o n . n 

n= - oo n= 1 
3C (Q) sera ici la "partie fractionnaire" de 0 . Nous considérerons la mesure 
de Haar du groupe additif localement compact !? normalisée par 

o 

mes P = 1 . 

La mesure d'une boule (B = a+P sera donc égale à q fois son 

rayon, c'est-à-dire, 

mes (B = q 

Carlitz [ l ] a donné la définition de l'équirépartition modulo 1 dans 

o 
Définition 1. - Une suite (a ) , d'éléments de 3 est dite équirépartie 

n n^l o 
modulo 1 dans 3 si la suite (3C (a )) _ est équirépartie dans le groupe o o n n>1 ^ 
compact P 

Soit \Jj un caractère différent de 1 du groupe additif F + , et soit e 
+ q ° 

le caractère de 3 , défini par 
o 

00 
e

Q ( 2 a n x " n ) = i |r( a i). 

Alors e (H . ) pour H € F [x] décrit l'ensemble des caractères e du 
+ ^ 

groupe additif 3- tels que 
o 

e(6) = e(Ko(e)). 
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Ces caractères forment un sous-groupe du dual de 3?+ isomorphe au dual 
+ 

de P . 

On a alors le critère de Weyl [6] : 

PROPOSITION 1. La suite (a ) , d'éléments de 3 est équirépartie 
~ ~ nn^ l o 

modulo 1 dans 3 si, et seulement si, . . -—— o — — ! ! -—— 

1 N # 

lim — E e (H a ) = 0 , V H 6 F [x] . 
•vr N n o ri q 

2. - ENONCE DU THEOREME PRINCIPAL 

Soit un ordre sur F . Nous définissons l'ordre 0 suivant sur 

F [ * ] \ 
q 

Définition 2. - Soient A = a x*1 + ... + a , et B = b x m + ... + b , deux 
n o m o 

éléments de F [x] tels que a 4 0 et b d 0 , alors 
q n m 

A ^ B pour Q si n < m ou si n = m , 

et 
(a , ... , a ) <; (b , ... , b ) 

n o n o 
pour l'orgre lexicographique à gauche sur F n + * déduit de l'ordre sur F . 

q q 

Soit (P ) la suite croissante (pour l'ordre Q) des polynômes n n£: 1 
unitaires irréductibles de F [ x ] . Nous démontrons alors le théorème sui-

q 
vant : 

THEOREME 1. La suite (P^a) ^ est équirépartie modulo 1 si, et  

seulement si, a ^ 3 . 

Si a € ¡3 , a = ~ , où A et B sont deux éléments de F [x] , et B q 
B 0 , alors en prenant H = B dans le critère de Weyl, il vient 
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1 N 

N = e o ( B P n a ) = l . 
n= 1 

car, d'après la définition de e , e (F [x] ) = 1, et ici r o o q 

BP a € F [x] pour tout n . 
n q 

Donc la suite (P a) , n'est pas équirépartie modulo 1 . 
n n :̂ 1 

Si a 3, pour tout H € F [x] , p = Ha? 3. En utilisant le dévelop-

pement en fraction continue de g [6], on montre que, pour tout T entier as­

sez grand, il existe deux éléments A et Q de F [x] tels que 

(A , Q) = 1 (io e. A et Q sont étrangers), 

-T 
0<JQJ*q T et | p - A | < -JL-j. . 

I I Y 
Soit N un entier ; alors il existe y entier tel que- | P | = q . 

1 e 
Nous prenons alors e réel (0 < g ̂  IQQ) e t T = Y - [ Y ] • La démons­

tration sera différente selon les trois cas suivants 

e 

Y < |Q| < qY 

|û | * Y • 

Les deux ptemiers cas se traitent en adaptant à 3 les techniques 

des sommes trigonométriques de I. M. Vinogradov [7]. Le dernier cas néces­

site une généralisation à 3^ d'un théorème de Siegel [4] . 

3. - ENONCE DU THEOREME DE SIEGEL 

Soient R , Q , L trois éléments de F [x] , et Y u n entier, tels que : 

R soit unitaire de degré Y e t (L,Q) = 1 . 
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TT( Y) désigne le nombre de polynômes unitaires irréductibles de 

F [x] , et $ (Q) l'indicateur d'Euler de Q , c'est-à-dire le nombre de poly­

nômes unitaires A de F [x ] , tels que d°A = d°Q et (A , Q) = 1 . Pour 
q 

k entier, TT ( R , Q , L , k) désigne le nombre de polynômes irréductibles 
unitaires P de F [x] tels que 

q 

| P - R | < q Y " k , 

et Q divise P -L dans F [ x ] , 
q 

THEOREME 2 (Siegel). Soit u >0 , alors pour tout polynôme Q de 

F [x] , et k entier, tels que 
q — — - — a — 

I Q| * y et k £ y , 

nous avons 

| T T ( R , Q , L , k) - " M 1 * c ( u ) q Y - / Y , 
q * ( Q ) 

où c(u) est une constante positive qui ne dépend que de u . 

Nous montrerons successivement comment la démonstration du troi­

sième cas se ramène au théorème 2, puis comment la démonstration du théo­

rème 2 nécessite la recherche, dans le plan complexe, des régions où les 

fonctions L(. , x ) » introduites par D. R. Hayes [5] , ne s'annulent pas. 

4. - LE TROISIEME CAS SE RAMENE AU THEOREME 2 

Soit TT\ l'ensemble des polynômes unitaires de F [ x ] . Nous définis­

sons la relation d'équivalence suivante sur ïï[ : 

Définition 3. - Soit k entier, et soient A et B deux éléments de ïï[ 

de même degré Y 

A R ( k ) B « |A - B| < q Y " k . 
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k 
\ partage des polynômes de ïï[ de degré y e n q classes d'équivalence 

^ ' Y -k 
de cardinal q „ Nous avons la relation suivante entre Ry_ . et l'ordre Q : 

(k) 
PROPOSITION 2„ Si R, et R 0 sont deux éléments de même degré tels aue 

— 1 — 2 — a —' 
R ^ < R ̂  pour Q , alors quels que soient les polynômes A et_ B , tels que 

A V ) R 1 - B R ( k ) R 2 ' 

nous avons A < B _s_i | R ^ -R | ^ q ̂ "^ „ 

Nous pouvons donc ordonner les représentants des classes modulo 
l l Y k 

"\k) ' e t S * ^N ~ q j ^ existe ¿ entier, 1 £ q , tel que si 

R, < R 9 < . . . <R désignent les représentants de degré y , 1 ù q k 

N . . l-l 
S = S e (P fi)= 2 , e (PB) + 2 S e (P R) 

n=l |F|*qY i=l PB ( k ) R. 

+ 0( 2 1 ). 

Il suffit alors de montrer que 

S v 1 E

O ( P 0 ) = 0(n(Y-l) + n(Y-2)+ . . . +TT(1) ) , 
jp | £qY~ 

S (R ) = S e (F p) = 0(n( Y )q' k ) , 

et de prendre k tel que 

n ( R R 1 , 1 , k) = 0(TT(Y)). 

Pour vérifier la dernière propriété, nous prenons k = [y ] , donc 

|TT(R^, 1, 1, k) - n M x q ^ A £C q Y " / Y 

d'après le théorème 2. Ce choix de k convient, car n(y) est équivalent à 
-1 Y 

Y q • 
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En partageant les polynômes de degré y-1 , Y-2 , ... en classes d'é­

quivalence modulo fö^) 3 o n s e r a m ^ n e à n'étudier que des sommes du type 

w • 

Posons ß = ~ + où I T | = qT et |e| < 1 . Alors, si P i ,R. , 
U U 1 (k) î 

nous avons 

R e (p-R)e (p-R.)e 2 

P =i-ii +—i— + - - et 1 — PP 
ß Q QT QT 6 t QT t 5 ' 

donc 

P l k ) R i 
et 

I L|< |Ql Q divise P-L 
R . 6 

et, puisque j eQ( T ) | = 1 , il vient 

|S (R ) | = | S TT(R ,Q , L , k)e ( ^ ) | . 
N (L,Q)=1 ° Q 

| L | < | Q | 

En utilisant le théorème 2, 

W ^ r ^ 1 S e o ( ^ ) | + c » ( Q ) q Y - A . 
N q k *(Q) (L,Q)=1 ° ° 

| L | < I Q | 

Sachant que 

( L . Q ) = 1 ° ° 

|L |<|Q| 

où |j est la fonction de Möbius (et donc ||j(Q)| ^ 1 ) et que 

| Q | 1 / 2 * | * ( Q ) | * | Q | . 

on voit que 
S N (R.) = 0(n( Y )q" k ) . 
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5. - INTRODUCTION DES FONCTIONS L(. , x) 

Soit R une relation d'équivalence sur ïïl, telle que le quotient ÏÏl/ft 

soit un demi-groupe et que le groupe Q(R) des éléments inversibles soit fini 

d'ordre g(R). Soit Q le dual de Q(R), et on définit [5] les caractères sur ïï\. 

Définition 4. Soit x Ç. Q , on définit l'homomorphisme x de 1ÏÏ dans les 

nombres complexes de module 1 par 

X(G) = x(G) si la classe G est inversible , 

= 0 sinon. 

Soient Y = 1 , Y „,..., Y , les caractères relatifs à R. On étend Ao 1 g-1 
à HI la r elation R/n x : 

(k) 

Si A et B sont deux éléments de ïï[ de degrés respectifs n et m , 

on pose 
« *~\ « m A n _ « m+n-k 

A « | x A - x B | < q 

Alors g(^^^) = ^ . Si H Ç ïï[ , soit R^ la relation 

A R B « H divise A - B . 
ri 

Alors Q(R ) = $(H) . 
ri 

Nous définissons la relation R,, W t = R,_ x H R . 
(k)H (k) H 

Alors, si (H , L) = 1 , L est inversible dans Q(R/ . 
(kjH 

PROPOSITION 3. _Si XQ> X r > X t l avec g = g(R ( k ) H) = q k $(H) sont 

les caractères relatifs à W x , nous avons 
(k)H ~ 

1 g A -
TT(R , H , L , k)= E - S x . ( L ) x . ( P ) . 

|P| =q Y g i=0 1 

En effet, si P n'est pas inversible, Xj(^) ~ 0 , et si P est inversible, 

g-1 g-1 

l S X.(L)X(P) = 7 ^ x ( P . l " 1 ) , 
ë i=0 ë i=0 
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et cette expression est l'intégrale de Haar sur Q du caractère 

x^ -* x^(P . L de Q . Cette intégrale est égale à 1 si: Q divise P -L , 

et à 0 sinon. En posant, 

TT(Y , X . ) = S X . ( P ) . 
1 | P | =qY 1 

nous obtenons 
1 8-1-

TT(R , H , L , k) = - 2 X . ( L ) T T ( Y , X . ) • 
g i=0 1 1 

On démontre que 

"(Y) -TT(Y , X ) = S U 2 g , 
P 

P non inversible 
et donc 

|TT(R , H , L , k) - J R ( Y ) 1 * 2 + i S |n( Y , X . ) l • 

q k $(H) g i = l 

Il suffit alors de démontrer que, pour 1 ^ i ^ g-1 , JTT(Y, y^)j^c(u)q^"V^ . 

Nous posons ,r , \ _ y(G) , 
^ L (s , X) = 2 g s = a+ î t et a> 1 , 

G6ÏÏI | G| 

et nous obtenons, si a> 1 , 
a+i» (Y+l)s YS T ./ x / 0 

2Y'TTilog q a-iœ s 

ce qui ramène la démonstration du théorème 2 à l'étude des régions de C 

où les fonctions L(„ , x) n e s'annulent pas. 

6. - AUTRES RESULTATS 

Nous démontrons aussi le théorème suivant : 

THEOREME 3. Soit f un polynôme à coefficients dans 3 , de degré k 

(2 £ k < p) , 

f (X) = a Q + dj X + . . . + X k . 
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S'il existe un entier s (2 ^ s < k) tel que a £ 3 et tel que, si (A.) 

désigne le développement en fraction continue de ag > la suite soit bornée, 

alors la suite (f(P )) , est équirépartie modulo 1 dans 3 . v v n ;n;> 1 ^ c o 

Nous avons démontré depuis, le théorème 

THEOREME 4. Soit k un entier (2^k<p) , alors la suite (a P ) , est 
n nn^ l 

équirépartie modulo 1 dans 3^ si et seulement si a ^ 3L 

Si 0 est le plus petit élément de F^ dans la définition 2, A. Dijksma 

a démontré le théorème [3] 

THEOREME 5. Soit (G ) la suite des polynômes de F [x] ordonnée 
nn^ l c — 1 q 

selon Tordre Q . Soit f un polynôme de degré k (l^k<p) 

f(X)=a + oc, X + . . . + OL X k a. €3 . 

o 1 k î o 
Alors la suite (f(G )) , est équirépartie modulo 1 dans 3 si et seule -

n " n 2> 1 u c o 
ment si l'un des a, (l ^ i ^ k) est un élément de 3 - 3 . 

î o 
Remarque. Nous ne pouvons pas supprimer la condition k< p dans les 
théorèmes 3 , 4 et 5 ; en effet, il existe des éléments a de 3 - 3 tels 

o 

que la suite (a H P) ^ ^ ne soit pas équirépartie modulo 1 quelle que soit 

la suite (H^) de polynômes de F [x] . 
Par exemple [3] , a = S x qui est algébrique de degré p . En 

p „ j= 1 +00 _ n 

effet a H est une série formelle 2 a x telle que a =0 si n é 0 
n -ce n i N n 

mod p donc a = 0 * e (a H P ) = 1 et — S e (a H P) = 1 . 
1 o n N n = i o n' 

Dans le corps des réels I. M. Vinogradov [8] a démontré le théorème 

THEOREME 6. Soit f un polynôme de degré k ^ 2 à coefficients réels  

tel qu'il existe un entier s (k ^ s ^ 2) et un nombre réel y > 0 tels que 
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f(x) = a., x + 0 . . + a , x + a 
k 1 o 

et pour N ^ N Q 

l e | < i 
0 5s v 

0 < q £ T , T = N ' et KT * q £ T 

alors la suite (f(p)) est équirépartie modulo 1 . 

COROLLAIRE. Si f a un coefficient a (k^s^Z) non rationnel dont le dé-
— ——• •—• s —• • • veloppement en fraction continue a = (a , a . . . . , a , . . . ) est tel que la c-c — . —— s o l n 3  

suite des (aj_)^Q soit bornée, alors la suite (f(p)) est équirépartie modulo 1. 

Contrairement à ce qu'ont affirmé Cigler et Helmberg dans [2] et 

Erdös dans [9] , le théorème 6 n'implique pas le résultat suivant : 

Si f est un polynôme de degré ^ 1 à coefficients réels, la suite 

(f(p)) est équirépartie modulo 1 si le coefficient du monôme de plus haut 

degré de f est irrationnel. 
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