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Année 1970-1971 - exposé n° 27

VALEURS DES FONCTIONS ZETA AUX ENTIERS NEGATIFS
par

Jean FRESNEL
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§. 0. - INTRODUCTION

Si ( estla fonction zéta de Riemann on sait que pour tout entier

k positif B

C(1-2K) = - ==

ol Bn est le n-ieme nombre de Bernoulli. Rappelons que ces nombres

(qui sont rationnels) sont définis par la relation de récurrence

n
+1
z (n. )B. =0 pour n>1 avec B =1
) i i o
i=0
rticuli B =0 ur k=21 tB"‘l' B, = L B"‘L
on @ en partichiet Sor+1 T 0 PO P76 P4 T T30 0 Pe 42

1 5
Bg =30 - B10=%6 -

tyyeres

Si K est %corps de nombres abélien sur @ et X¥(K) l'ensemble
des caracterks du corps K, soit x€ X(K) et L(. ,yx) la fonction L de

Dirichlet associée au caractere 7 définie par

L(s,x) = £ x(n)n™°
n=1
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on sait alors que la fonction zéta du corps K se factorise sous la forme
XE¥(K)
D'autre part on a pour tout entier m positif
m
B
L(1-m, x) = - 2L

m

ol Bm(x) est le m-igme nombre de Bernoulli relatif au caractére primitif

¥ . Ceux-ci sont définis par la relation de récurrence [3],[5], [14]

o n+l i f(X) n
T (7)) B £) = (nt1) T x(a) 2
i=0 a=1

n+l-i

ou f(x) estle conducteur du caractére ¥ et ou BO(X) =0 si x n'est pas

N .. 0O .
le caractere trivial B (¢) = 1 sinon.

Ces nombres sont algébriques et appartiennent au corps

D) = Qx(1), x(2),..., x(f)). On déduit tout d'abord que
¢ (1om) =TT (- 2ty
x€ %(K)

est un nombre algébrique, il est méme assez aisé de voir que ce nombre

est rationnel (en mettant en évidence des normes d'éléments).

En 1924 [9] Hecke avait conjecturé que pour tout corps de nombres
totalement réel K le nombre QK(I—Zk) est rationnel (si K n'est pas
totalement réel on a QK(I—k) = 0 quel que soit l'entier k > 0). Cette conjec-
ture a été démontrée en 1927 par Siegel [19]. En 1962, Klingen [10] en
a donné une démonstration en utilisant la théorie des formes modulaires
de Hilbert. Contrairement au cas abélien, en général [2],[20], pour un
corps de nombres totalement réel quelconque on n'a pas de formules qui
donnent explicitement (par des relations de récurrence par exemple) les

valeurs de la fonction z€ta sur les entiers négatifs.

Une bonne connaissance des nombres rationnels gK(l—Zk) (divisi-
bilité du dénominateur, congruences entre ces nombres) permettrait de
résoudre les conjectures exposées au paragréphe I. Au paragraphe II, on
démontre que QK(I -2n, X'), o X est une classe d'idéaux modulo les

idéaux principaux est un nombre rationnel en exprimant selon la méthode
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de Klingen QK(I -2n, X') comme le terme constant du développement en
série de Fourier d'une forme modulaire de Hilbert (3 plusieurs variables).
Le reste de la démonstration repose sur un article de Siegel [21] qui

étudie les formes modulaires a une variable a coefficients de Fourier
rationnels. Ensuite nous explicitons au paragraphe III les nombres ration-
nels QK(I—Zn) lorsque K estun corps de nombres abélien et 1'on démontre

pour ces corps les conjectures du paragraphe I.

§. 1. - CONJECTURES SUR LES VALEURS DE LA FONCTION ZETA

D'UN CORPS DE NOMBRES AUX ENTIERS NEGATIFS

B

Le théoreme de Clausen-Staudt détermine le dénominateur de _Tn

ol Bn est le n-iéme nombre de Bernoulli ordinaire. Soit n un entier

pair, 4 un nombre premier et w, la valuation £ -adique, alors :

B
. ) n
si #-1)Tn, ona : w%(n Y 2 0
B
o . ny .
si 4-1)| n, ona : w{/( n) w, (2 n) .

Le petit théoreme de Fermat implique aussitét que pour tout nombre pre-

mier p Z4 ona

l n Bn

— _1 —— .

w G -1)77) =20

Ce qui peut aussi se lire : pour tout nombre premier L #p, ona
1 /' n Bn
= -1y —) =
GE-1)—7=0,

“1
soit donc . Bn :
S -1) ¢ Z['I;] ,
ou encore %(pn-l) ((1-n)ezZ [%] .

On conjecture un résultat analogue pour un corps de nombres totalement

réel,




M

\
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CONJECTURE 1. (Serre [18]) - Soit K un corps de nombres totalement

réel, QK sa fonction zéta et N la norme absolue de K . Alors pour

K|Q
tout idéal premier de K, plp et pour tout entier pair n=22, on a :
o

-d K 1
(1-n) 2 € Z [p] .

(Ng -1 ¢

u(2)

Autrement dit, soit £ un nombre premier et 4 la plus grande

puissance de 4 divisant tous les entiers (p)n=—l) pour tout p'f'{, ;

N
K|Q

ELe)

alors%i&l &“(&) C,K(l_n) 2 d KEZ . On peut calculer explicitement les

u(4) en fonction des degrés de certaines extensions cyclotomiques de K .

Soit 4 un nombre premier 4 # 2 (resp. £ =2), on note V(L) le
plus grand entier 1>1 (resp. i=2) tel gue K(Y1) = {7_)

(resp. Kil/_: " A/—)) Si K{t)=Kn( UQ{’/—) on a K&)C(D'{(/(L) et
)

K) & 0 . Soit L£ 2, 0=[K {/’T) K], ( une racine primitive
{I\)(&)

de 1'unité, p un entier racine primitive d-itme de 1l'unité modulo
i
&\)(&). Soit p'f'& un idéal premier de K et q = Soit ¢ = gnp ol

Nl - d
i| 8 1l'automorphisme de Frobénius [—‘—'(A[—D“I-Iﬁ-] On a donc Qq = gp ou
vir) ° ()81

encore T = ordre de g modulo % Donc 4 D'apres le théo-

reéme de Tchebotareff il existe une infinité de p tels que NKIQ (p) est

Vi)

d'ordre O modulo L

Vi) I NKI(D(p) -1

p etl'on aurait »f,

De plus il existe une infinité de p tels que

v(t)+1

Sinon /(,

( )+1l

| N Q(p)é—l sauf pour un nombre fini de
{'/——)IQ 1) sauf pour un nombre fini C{éﬁl“'l
premiers de K(JT) et par suite l'extension cyclique de degré £, K&/1 )
sur K( ﬁ) aurait un indice d'inertie égal 2 1 sauf pour un nombre fini de

premiers ce qui est impossible en vertu du théoréme de Tchebotareff.

v(2)

Si 4=2, ona g=+1 mod2 , 11 est alors aisé de voir qu'il

. NPT X 2 .
existe une infinité de premiers tels que ZV( )H q-1.

Soit n2 2 un entier pair, £ un nombre premier, alors :

. . n _
si 8Tn r?m w NKIQ(p) 1)=0
(0) Pre .

si b ln min w, (N () 7"-1) = v(t) + w,(n)
oty * K|D L

Par conséquent [i(£) est déterminé en fonction de V(L) et de o é

6 K @ fL K‘TY j’_ K _.,4: K ot \_ei_. K “»‘\‘-(;')H_*-’ ‘j

3 @M v, oW | y

0p -0

€ , 16 e, W I TUREE
\I L ¢ 4 B HQF @aCnK

% R~ N P whevast T Bgig) e Vu Fo——
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La conjecture 1 est satisfaite lorsque le corps K est abélien
(théoreme 4 du paragraphe II). De plus pour n = 2 elle est satisfaite pour

tout corps de nombres totalement réel [ 7], [8], [18] .

La conjecture 1 permettrait alors d'obtenir le résultat suivant :

COROLLAIRE DE LA CONJECTURE 1. - Soit K un corps de nombres

totalement réel tel que pour tout nombre premier 4 # 2 et pour tout entier

M
u=z1l, onait K ﬂQ({’/l)= @ . Alors pour tout entier pair n=22, on a

dénominateur de QQ(I -n) 4°K -y (2)+1

€2 Z .

dénominateur de QK(I—n)

La conjecture 1 ne donne pas de renseignements sur le numérateur
de QK(I -n) (de tels renseignements seraient bien difficiles & obtenir sachant
que l'on ne connait méme pas le numérateur de QQ(I -n)), mais on est tenté

de supposer que le numérateur de (1-n) divise celui de (1-n), plus
PP q P

Q

précisément on conjecture :

CONJECTURE 2. - Soit K un corps de nombres totalement réel tel que

pour tout nombre premier { # 2 et pour tout entier | =1, on ait

—
(D({'J 1)NK =@ . Alors pour tout entier pair n=22 on a

Cp1m)

d°K-v(2)+1

€ 2 Z .

Cette conjecture est satisfaite lorsque K est abélien sur @,
c'est le théoreme 4 du paragraphe II. Elle est aussi satisfaite pour tout
corps K lorsque n =2 [7], [8], [18]. Elle a été vérifiée numériquement

pour certains corps cubiques ([4]).

Ces deux conjectures permettent de majorer le dénominateur de
QK(l -n) et d'en comparer le numérateur avec celui de QQ(I-n) . On
conjecture [6], [18] dans un autre ordre d'idée que les valeurs QK(I—n)

vérifient certaines congruences (analogues a celles de Kummer vérifiées

par les ‘Bn/n) ou en d'autres termes qu'il existe des fonctions zéta
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p-adiques pour un corps de nombres abélien totalement réel.

CONJECTURE 3. - Soit K un corps de nombres totalement réel. Alors

la fonction
—_—r— n-1
(1-n) » | [(1-N{p)" ") (g (1-n)
plp
définie pour n>0 et n=0 mod (p-1) si p#2 (resp. n=0 mod. 2 si

p = 2) est prolongeable a Zp en une fonction méromorphe ayant un seul

pble, celui-ci étant simple et en 1 .

I1 revient au méme de conjecturer que la fonction

TTa-NE)™ ™ ¢ (1-n)
(1) (1-n) w olp 7
(1-p" ") ¢ (1-m)

est prolongeable 3 Zp en une fonction holomorphe. En effet, si Zp(, , @)

désigne la fonction zé€ta p-adique du corps @ ona

-1

7 (1-n, @) = (1-p"7) (p(1-n)

pour n>0, n=0 mod p-1 si p#2 (resp. n=0 mod. 2 si p = 2). Dfautre
part sachant que

w, (12" ¢p(1en) = <1 -0 ()

pour les mémes valeurs de n (wp désignant la valuation p-adique), on
-1
en conclut que Zp(. , @) est une fonction holomorphe sur Zp (avec un

seul zéro).

Cette conjecture est satisfaite pour les corps de nombres abéliens
réels [1], [5], [12] . Des calculs numériques pour des corps cubiques [4]
ont donné le commencement du développement en série d'interpolation de (1)
avec une convergence tres satisfaisante des coefficients. Si 1'on note S(p)
la fonction (1) on cherche a la développer sous la forme

si p#2 S(p)(lm(p—l)(u-l‘l)) = T af(u)

i= i

2
si p=2 s(z)(l_z(uu)): T aiz(?l)y
i=o ' !

p i : 2 31
on constate que a; = 0 modp si p#2 (resp. a, = Omod 2 si p=2).
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§.II.- LES VALEURS DE LA FONCTION ZETA D'UN CORPS DE

NOMBRES AUX ENTIERS NEGATIEFS SONT RATIONNELLES

1) Relation fonctionnelle

Soit K un corps totalement réel de degré n sur @ , on pose

Fo(s) = Asr(g)n C (s on A= ql/2 /2

et ol d est le discriminant de K . La fonction FK satisfait la relation

fonctionnelle suivante [13] :

FK(S) = FK(]-—S) ’
c'est-a-dire : (I—Zk)
1-4k 2 n
C(2K0) = A7) ¢ (1-2K)
N
ou k est entier positif. De plus on a
1-2k
—_— k 2k-1
%) () S s
2k (1.3, (k-1 (k-1) T (2k-1) !
r)
ainsi :
k 2k-1
1 2nk -2k (-1) 2 n
_ 4% -
QK(Zk) =d*n d ( (Zk-1) ) QK(I 2k)
Par exemple si n=1, K=0Q et QQ est la fonction ( de Riemann,
on a :
B
3 2k
Q(l_Zk) - 7 2k
(Zk) - _ﬂ-Zki:L)izz_k-_l B
¢ - (2k) ! 2k

Pour un corps de nombres K totalement réel on a, pour tout

entier k=21 :

12
(e (2K) = aB K o re

soit encore
QK(I—Zk)E o .

On va donner une démonstration du théoreme plus précis suivant.
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% THEOREME 1 ([10], [19], [21]). - Soit K un corps de nombres totalement

~ . c e o}
réel, la fonction zéta de ce corps. Alors pour tout entier k positif />/J

CI{
le nombre QK(l—Zk) est rationnel.

Si X est une classe modulo les idéaux principaux d'idéaux entiers

et si C__(.,X) estla fonction zéta de cette classe, alors pour tout entier

K
k positif le nombre QK(I_Zk, X) est rationnel.

La démonstration se fait en exprimant CK (1-n, X) comme le ter-
me constant d'une forme modulaire, En effet, la série d'Eisenstein[15]
-2k
Gk(z) = z (mz + n)
(n, m)GZZ

(n, m)#0

se développe en série de Fourier sous la forme

2k

_ 2(2m 1) ® n 21Tz

Gk(z) - ZQ(Zk)-i_ (Zkbl)p nZ:l oZk_l(n)q q. = € 9

avec ok(n) =z dk
dln
.pachant que 2k k _2k-2
> i -1 2
¢ (21) = Tk ((1-2K)

on a donc :

G (2) - Amﬁfk(gu_m04_§ ) o™

k' T T (2k-1) 2 k-1 4

n=1
Ainsi ((l-2k) s'exprime comme le terme constant d'une forme modulaire

de poids 2k dont les coefficients supérieurs ( (n) n=21) du dévelop-

%2k-1
pement de Fourier sont rationnels. On reprend cette idée pour la fonction
QK( ,X) en exprimant QK(Zk, X) comme le terme constant du développe -
ment en série de Fourier d'une série d'Eisenstein 2 n variables. En pas-
sant par la diagonale de P", (P estle demi-plan de Poincaré) on consi-
dere cette série d'Eisenstein comme fonction d'une variable, c'est une
forme modulaire de poids 2kn (ol n = [k:@]) dont le développement en
série de Fourier a toujours pour terme constant QK(Zk, X) . D'autre part
on montre que les autres coefficients du développement sont produit de
TTan d% par un nombre rationnel. On utilise ensuite le fait qu‘une forme

modulaire de poids > 0 dont tous les coefficients supérieurs (c’est-a-dire
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non constant) du développement en série de Fourier sont rationnels a un

terme constant rationnel.

2) Série d'Eisenstein & plusieurs variables

Soit K un corps de nombres totalement réel de degré n sur Q.

Notons par K = K(l), K(Z), B K(n)
(1) (2) . (n)

par a4 =0Qa ",0 ,...,0Q les conjugués respectifs de a . Soit P le

ses conjugués et si € K on note

.3

demi-plan de Poincaré, c'est-a-dire le demi-plan des nombres complexes

m @

de partie imaginaire positive. On notera T = (7" 7, s T(n)) un €lé-
ment de P . Soit T'(K) le groupe des matrices (?{L g) a coefficients dans

1'anneau O des entiers de K , et dont le déterminant est une unité totale -

K
ment positive. Alors T'(K) opere sur P" de la facon suivante. Soit
Q. .n
M = (Y S)E ' K), si C(.(\)), B(V), Y(V)’ 6(\)) désignent les y omes conjugués

(l), T(Z), cees T(n)) eP", on pose
(v) V) B(\))
S0, (W)

NEE

de a,B,Yy, 0 etsi T=(t

T

y

(V)e 3 (T(l)*, -

3
T EP etsi 1T = , on pose alors

.2

3
T = M<1>.

Le groupe I'(K) opérant sur p" s'appelle le groupe modulaire de Hilbert[23].

Si % = (u(l), e u(nxe c" , on convient d'appeler norme de u et

trace de u les expressions
n .
Nw =T Tu? () -
i=1 i

(1)

u
1

™M s

si a€ K, N(a) et T(a) désignent la norme et la trace de o . D'autre
part si ¥ est un idéal fractionnaire de K, N(@) désigne la norme absolue

de U .

Soient (c,d) et (c',d") deux couples d'éléments de OK . On dira

qu'ils sont associés s'il existe une unité totalement positive j telle que

c'=jc et d'=jd.
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Soit X une classe d'idéaux entiers modulo les idéaux principaux
. . e . n RS
soit Y€ X, k un entier positif, soit TE P , on associe a la classe X

la série d'Eisenstein suivante :

2k

Q)
(c,d)e¥Y” N(ct+4d)
ol z signifie sommation étendue 2 tous les couples (c,d) non nuls

(c,d)ed
et non associés deux a deux avec c€¥Y et de¥.
p n :
Cette série converge uniformément sur tout compact de P si

k22 . En effet, si im (T(l)) =b > 0 il existe une constante h>0 telle que

|x T(l)+ ylzz h(x2+ yz) pour (x,y)€ ]R2

on a alors
1 2k = 1k 21 2.k
N(ct+d) W N(e“+d%)

on est ainsi ramené a étudier la série

2

!

z N(c
(c,d)eu

erz)_k ‘,

On considere le corps K1: K(i), ona

2 2
N(c +d7) = N ctid
( ) KI'Q( )
ainsi
2 2.-k
z'ZN(c +d) Tse(, (K),

(c, dy 1
ol e estl'indice du groupe des unités totalement positives de K dans le
groupe des unités de K1 et QK est la fonction zéta du corps K1 . Ainsi

1
la série d'Eisenstein converge uniformément pour k>1 .

Le groupe modulaire de Hilbert agit sur les séries d'Eisenstein

GZk('L',?() de la facon suivante : soit M = (? g) €T(K), alors pour

TE Pn, on a -
GZk(M<T >, %) = N(yt+90) GZk(Tp?() .

Calculons le développement en série de Fourier des séries

d'Eisenstein [11]. On a :

2k 2k 2k
(T,X): 2' N(il” - zv N(i’l) + Z! 5 N(Q«H

(c, a)eu? N(ct+d)F (aey N@Z (ccy deu N(ct+a)’k

GZk
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1
ou g (resp. Y ) signifie sommation étendue i toutes les classes
(c)cu (d)cy
d'éléments de ¥ modulo les unités totalements positives moins la classe

de O. Or
_A\K?.’[l__ (Zk }( ) ,
(d)cﬂl N(d)
o e est l'indice du groupe des unités totalement positives dans le groupe
des unités.
Calculons l'expression
N(%I)Zk
= 2k
de¥ N(cTy+d)
b

&

Soit w,, w ;@ une base de ¥ sur Z , alors d=m_uy +...+mnw
n

1 2, .. 1 l
~ n . B n
avec m = (ml,mz,...,mn)EZ . Soit u—(ul,...,un)GlR tel que
() _(p) » P (p) (p)
= <
c T wy Wy + uzwz + ..—Hlnuur1 , l1<psn .

On pose alors

flu+m) = N(c ‘E-Ird)_Zk

et

P(u) = T N(c‘r+d)-2k= z nf(u+m).

dey meZ
On peut alors développer ® en série de Fourier sous la forme
-2im (m.
o= T Alm)e T
mEZ
2
avec A(m) = j' (. u) f(u) dw

ou m.u désigne le produit scalaire ou encore la trace de

( (1 (1) (2) (2) m(n) u(n))

m ‘u , M u s ene s

eZiTr(m. u) 1 IN(c)]

A(m) =I T dt
R™ N(m:)Zk d;
ol dEu est le discriminant de 1'idéal U
5 1 —- 3 _ 2im(m. uo)J, neZlﬂ'(m., u) 1 - iN;(c)] 4
ded N(ct_+d) mezZ" R N(c ) a2
> 1 _ | N()] 1 5 e21TT(m. (u—uo)) dr

deur N(cro+d)2k N(c)%K & mez® R" N(7)
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Soit
RORCOIEN Y
1 2 n
M=l e alors
(n) (n) (n)
UJl LUZ . (.Un
cT=Mu .
Soit M' la matrice définie comme M en remplacant (wl, wz, vee wn) par
sa base duale (w’l, who e w“n) par rapport 2 la forme bilinéaire

(x,y) » T(xy). Ona

MM =T
Posons T—‘L'o =t
1 IN(c)] 1 Ziﬂt(Mlm)o (c1) _1
z g = = e - dt
deu N(CTO+é)2k N(C)Zk d§ mEZn IIRn N(To+t)
soit
1 IN()] 1 2imy, et 1
by = )3 e ——— dt
et N(c‘to+d)2k N(c)2K djj’ uey’ ™ N(T +t)
or
e ech(p) (P, (P) o) 0 c<p)u(p)>zi 1
dt’ = (p) (p)y=¥~ . (p) (p)
j_w (T()(p)+t(p))2k —(eri)Zk (c (21}:_1))3 e—ZTrlc vl
o C(p)u(p)<0
Ainsi
2k 2k-1, _._2kn u
5 N(¥) - sgni\l(c) N@) . (-2111) 5 N(H)Zk_l eZmT(curo)
dey N(ct +d) d-f{ ((2x-2))" PEY
© cu=0

ol dK est le discriminant de K et %' 1'idéal complémentaire de U .

I1 en résulte que

2k 2k-1, .. 2kn
DY N@) T Nfl) (_211:) I sgn N(c) N(u)
(c) dew N(er +d)™ d= ((2k-1)!) ()Y ey’

cuz0

2k-l 2imT(cuT,)
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Comme U' = ¥ 6)_1 ot O estla différente du corps K, cuEé_l
D'autre part pour tout wé 6—1 l'ensemble des (c)c¥ et Ue¥' tels que
cu=w estfini., En effet, l'ensemble des idéaux principaux (c) = (—&’——) tels
que (c)c¥ est fini, par suite l'ensemble des ¢ modulo les unités totale-

ment positives est fini. Ainsi en posant w=cu, ona

2k-1 2kn
-1, N¥ =21 ' k- 1 2'1'rT
G, (1K) = ec, (2, X7 é L2805 (5 senN(e) NG nTlwr),
dK((Zk—l).') wed  (c)xU .
>0 Ley’ Qi
ainsi la série d'Eisenstein GZk(‘L’,?() admet un développement en série de ’\i
Fourier sous la forme

k! ’f

21 \:U;‘ g

('L' X)= eg (2k, % )+£—2Lﬁ-)-—— by 13,° T {w) avec a €@ . I S NS

w>>0 1a

3) Formes modulaires 2 une variable

A partir des séries d'Eisenstein C-Zk('r,ﬁ‘() on définit des formes

modulaires a une variable. On pose

g8, (LX) = G, (WX)  T=(tt.. 1)

Alors ng(. , %) est une forme modulaire 3 une variable. En effet, si

a,b,c,déeZ et si de'c(i1 3)=1, on a

2 2k
N(ct+d)F = (c t+ q)*F™

ainsi
at+b 2kn
8ok (erg %) = (ettd) ng(t”o ’
d'autre part
f 2 2imt T
g (t,?():sg (2k, %X~ )+ T % a e (w)
dK w€6

avec awé Q . w >0
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-1
De plus si n est un entier positif, 1'ensemble des @€ d tels que w>>0

et T(y) = n est fini et

Sin2kn )
(t,X) =¢ CK(Zkyx“l)Jr,(_:éﬂl__ <5 b eZmnt

ng d% n=1 o
avec bnE(D . Ainsi donc K

1 -2kn ko=

d=(-2im) g, (t.X) =g en

est une forme modulaire dont les coefficients supérieurs sont rationnels
(n=21). On déduit alors du théoreéme suivant de Siegel que cette forme a

aussi son premier coefficient rati onnel. Et par suite le théoreme 1 est

montré,
jouer , %

THEOREME 2. [21] - Soit Mk((E) l'espace des formes modulaires de V C(‘)j ©
poids 2k 2a coefficients de Fourier dans € et soit d la dimension de “" . f’-siui' S
Mk(C) sur € . Alors il existe des nombres c19 czf, cee s Cd rationnels /ifx:c u.(ﬁ: va B
tels que pour tout fEMk(C) avec o 30 ,.gﬁ,;,

f(z):ao+a1q+m+anqn+m ) q:eZiﬂZ r:’f,n e
on ait :

a0 = cla1 + cza2+ coe t Cdad .

On déduit immédiatement de ce théoreme que si les a, 121 sont
i

rationnels alors a est rationnel.
o

§. III. - LES VALEURS DE LA FONCTION ZETA D'UN CORPS DE

NOMBRES ABELIEN AUX ENTIERS NEGATIFS

On a déja vu dans l'introduction que si %(K) est l'ensemble des
caracteres du corps abélien K que

&) =TT Lis.x)

><€3€ (K)
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ou L(s,x)= % x(n)n_s i
1

n=

Puisque pour tout entier k=>1
k

L(l—k, X) - _—BT(X)—’

Bn: ]

nous sommes amenés a évaluer le dénominateur des expressions
n

ol Bn(x) est le n-iéeme nombre de Bernoulli relatif au caractere ¥ .
L'essentiel de ces résultats se trouvent dans [3], [5], nous avons ici
effectué le produit —l_r —]%lm et affiné la puissance de 2 divisant “ﬂzﬂ
La démonstration uti>1<isée est directe et assez élémentaire. Elle repose

sur le fait que
1§

(2) x(a) a”
nf’ a=1
n
ou f'=ppcm (f(x),p) estun équivalent p-adique (ou plp) de —]é;(ﬂ
(proposition 2,2") . Ensuite aux propositions3,3', 4, 5,5', 6,6' , nous

calculons la valuation p-adique de l'expression (2) et nous concluons au
théoreme 3. Ensuite au théoréme 4 nous démontrons pour un corps de

nombres abélien les conjectures 1 et 2 du paragraphe I .

Soit X wun caract®re primitif de conducteur f(x) = f, alors les
nombres de Bernoulli Bn(x) relatifs au caractere y satisfont,quel que soit

l'entier v=21, la relation de récurrence

n : . fv
(3) T ("TH B E0™ ) 2 x() 2"
i=0 a=1l

Si x#e ona BO(X) =0 etsi y=¢ ona Bo(e)= 1 . De plus si
XZe, Bn(x) = 0 lorsque n est de parité différente de celle de y et

Bn(e) =0 lorsque nz3 estimpair.

PROPOSITION 1. - Soit p un nombre premier, ¥ un caractere primitif

de conducteur f(y), f'=ppem (f(x)p) ., alors pour tout idéal plp de

D(y) ona: N
wp(f'B x))=0 .
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Preuve. - D'apres la relation (3) ona
n+1 f!
1 i +1-1
(4) (T B TR = () B ox(a)a”
i=1 a=1
soit
o+l £ ol £ n
n V -
(5) z () B x)= Zxa)a
. i- i
i=1 . a=1

i
. p f! w L s
il en résulte alors que wp(‘—;-)> 0 pour i=2 , ainsi la proposition est

démontrée.

PROPOSITION 2. - Soit p # 2 un nombre premier, Y un caractere pri-

mitif, f'= ppcm (£f(x).p), alors pour tout entier n21 de méme parité que y,

pour tout idéal p|p de D(y) or a:

n £t
(B L Z x(@)a" =0

w

p n nf' 4
Preuve. - Divisons les deux membres de la relation (5) par nf', nous avons
n ntl _ i-2 !
B £ -1 +1-i 1
(6) B, S = (P )BT i) === T x(a)a”,
n 23 (i-1)i -2 nf’ az]

si n# 2 ou si X £ e puinglle dans ce cas Bn_l(x) =0 . Il est alors
.2z . . fi1- . ‘s
aisé de voir que si p £2, wp(m) 20 pour i=23 . La proposition 1 per-

met alors de conclure :

PROPOSITION 2'. - Soit ¥ un caractére primitif f'=ppcm (f(y).4) , alors

pour tout entier n>1 de méme parité que ¥, si x #€ (resp. pour tout

entier n>4 et pair si y=¢), pour tout idéal pIZ de D(x), ona :

n f!
o S @Mz @)

a=1

w (B -
p n nf’
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i-2
fl
Preuve.- La relation (6) est toujours satisfaite et 1'on a wz(m > wZ(Z)

pour i>3 . La proposition 1 permet alors de conclure.

PROPOSITION 3. - Soit p;éZ un nombre premier, ¥ un caractére primi-

tif, f'=ppcm (f(x),p). Si f' est divisible par deux nombres premiers

distincts on a, pour tout entier n>1 de m&me parité que y et pour tout

idéal plp de Qx)
B

n
wp(nf' % y(@)a)=0.
a=1

Preuve.- Ona f'=p f ou r>1 et (fl,p) =1 . Donc:

———————— 1
r
f! f,-1p
1 1 L
- ¥ y(a) alz=— ¥ T X(u+1:pr)(u-l—1:pr)n .
nf nf'
a=1 t=0 u=1
1 rn 1 n £ s ;
Comme wp(n—f-'_ (uttp ) - T )>0 , on est ramené a calculer la valuation
p-adique de
f-1 p p’ £, -1
1l _ 1 n, 1 r . .
T £ I y(uttp )—'IF Y u (% x(uttp)) . Or l'expression
t=0 u=1 u=1 t=0
f;-1

bX X(u+tpr) est nulle parce que y est primitif et que fl/f(x) avec
t=0
(f1 , p¥) = 1. La proposition 3 est démontrée.

PROPOSITION 3'. - Soit y un caractére primitif et f'= ppem(f(x),4).

Si f' est divisible par deux nombres premiers distincts, on a pour tout

entier n>1, de méme parité que ¥ et pour tout idéal p'Z de @Q(x)

1 f! n
w (— T x@@)a") =w (2).
a=1 P

Preuve.- Elle estidentique 2 celle de la proposition 3 a la seule différence

1 r.n 1 n
wZ(nf' (uttp’) - . ) 2 wZ(Z) .
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PROPOSITION 4. - Soit p un nombre premier, ¥ un caractére primitif

de conducteur pa , alors 1'idéal de D(x)

a

P n
(P)+ = (x(g)eg -1)
g=1
pTg
est un idéal premier de @(x) (éventuellement (1)).

Alors a

P n n

(P)+ = (x(g)g -1)=(p)+ (x(g)g, -1)

g=1

Pt 8
Or X(gl) = € ol ordre de (= pa_1 et ordre € divise p-1.

Soit Pyrees Bl les idéaux premiers de @Q(x) au-dessus de p et

Ops e s O des automorphismes tels que ci(p1)= P; 2<i<r . Alors

g ;{Oi(g) mod pl 2<i<r .

Si X(gl)gln—l =0 modyp, , alors §g1nE 1 modyp, ceci entraine
§g1n¢1 mod p, 2<is r . En effet, sil'on avait §g1nEl mod p.,2<isr .

Il existe 2<j< r tel que Gj(pi) =p, » ainsiona:

E = oj () mod P,

ce qui est impossible. Par suite 1'idéal

a

)+ & (x(g) g™ 1)
g=1
(g, p)=1

est (1) ou un idéal premier de @(x) au-dessus de p.

PROPOSITION 5. - Soit p# 2, un nombre premier, ¥ un caractére de

u
conducteur p avec uz22. Si p|p et si
u

p n
b # (p) + 2 Xlee -1,
Pt g I
. - AL
alors pour tout entier n> 1 de méme part€ que Y on a :
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u
p
1
w 3 Zx(a)an)zo.
pu P np a=l
Si p = (p) +g§1 (x(g) gn—l) , pour tout entier n21 de méme parité que ¥
P+g
on a : a
P w,_ (p)
1 n 1 n
w x(@)a™) =w_( ) = -
u I-x(1+ u-2
P np a=l P x(1+p) p (p-1)

1 1
(7) w glsn— a2 0
P np np
D'autre part
u-1
u-1 np  (p-1)
1 pZ (p-1) ( )s sn__1 1_gl
u X&) & T4 n
np s=0 np 1x(g)g
u-1
p (p-1)

On peut choisir g, tel que w, (g1

u
1) =w ( , ainsi
) P )

u-1

l—gnp (P'l)

w € L
\
p np"

)=0.

Par suite il est clair que p #(p) + (X(gl)gf'-l) implique avec (7)
u

1 P n
w L x(a)a") =20

u
P np a=l

et que p = (p) + (X(gl)gln-l) implique avec (7)

. wb(p)

1 o n
w zZ x(@)a)=w (- )= -
p npu a=1 p 1-x(1+p) pu—2 (p-1)
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PROPOSITION 5'. - Soit % un caracteére primitif de conducteur f(y) = 2"

avec uz3 . Soit p l'unique idéal de Q(x) divisant 2, alors pour tout

entier n>2 de méme parité que ¥, ona :

1 2 1. 1
n

w (—= T x(@a)=1l-w =) =w 2)(1-—07).

P n2% a=1 b 1-x(3)" T 2"
Preuve.:
1 2" n 1 Zu_znl u n

— T x(@)a = y (1+4t) (1+4t)" + 5 (-1 -4t) (2" -1 -4t)
n2 a=1 n2 t=0
comme
1 u n 1 u n-1

W, (5 (27-a)" - ((-a) ™+ 2%n(-a)" ) 2w, (2)
. . n2 n2z
il s'ensuit que

2" S|
1 n 1 n _u n-1
w_( 3 Z y(a)a - 5 T x(1+4t) {2(1+4t) -2 n(1+4t) "} =2w (2) ,
P nz a=l n2 t=0 P
d'autre part
1 2% n _u n-1 1 25 s sn _u _s(n-l)
u.)(_T1 T x(1+4t) {2(1+4t) -2 n(1+4t) }-——u r x(57){25 -2"n5 I=w (2)
P2 t=0 n2" s=0 p
on a ensuite
1 Zu—z—l s sn ,u_ _s(n-1) 1 1-52u-2rl 1-52u_2(n_1)
-3 r x(57)y{2.57 -2"n5 }= —x — - -
n2 s=0 n?2 1-x(5)5 1-x(5)5
1_52u—2n

sachant que wz(——-—u——) =w2(2) , la proposition 5' est démontrée.

n2

PROPOSITION 6. - Soit p #2 un nombre premier, ¥ un caractere de

conducteur pu avec usl . Si plp est un idéal de D(y) tel que

p-1 0
pFP)+ = (x(g)g -1) ,
g=1
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pour tout entier n de méme parité que ¥ , ona :

1 P

wp(;p— azlx(a)a Y=20 .
Si
Si b1 i
p=()+ = (x(g)g -1),
a=1

pour tout entier n de méme parité que x, ona:

A T @) e = - (
wb np a=1x a)a’) = —wb pn)

ramené 2 évaluer comme pour la proposition 5

(p-1)n
1 pz-:l X(gs) gsn_ 1 1—gl
1’7°1 7 ’

nP ooy Poly(e)e)

on peut choisir g, de facon que
].gP-D)n

w_( : —) =0.

P np
Si p # (p) + (x(gl)gln-l) , alors

B ya)a?

w a)a ) =0

» np a—lX
Si p=(p)+ (x(g)g, 1), ona

X(gl)glnz 1 mod p

p-1 s, sn
et par suite T Xl(gl)gl = (p-1) mod p

s=1

P
1 n n

t w(—— Z a)a )= -w .
e p(np z x(a) a™) Jp(p )

PROPOSITION 6'. - Si n>4 estun entier pair, on a :

wz(-l;(lr# 2% 3% 47) = - (Lrw, (@) ) -

4
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Si n est impair et si y estle caractere de conducteur 4, on a :

(= (1) 1% x(2) 2% X (3) 37+ x(4)47) = -(14w, (@) .
4

)

n . P e
(x) considérés seront ceux

THEOREME 3. - Les nombres de Bernoulli B
7/(4 -3

pour lesquels n est de méme par/ti'e que ¥ .

1) Soit ¥ un caractere tel que f(x) soit divisible par deux nombres

: o B : o
premiers distincts, alors ——nbd est un entier algébrique et 2. divise
B ()

o

2) Soit p#2 un nombre premier et X un caractére de conducteur

f(x) = pu avec uz2. Si

Pu n
(1) = (p) +g_21 x(g)g -1),
n ptsg N
alors %Xl est un entier algébrique et 2 divise —E—I—}Xl
u
b n
Si p=(p)+ El (x(g)g -1)#(1), alors :
pte
n w (p)
B Oy by
wb< n "o S EE Y 22 (po1)

et pour tout idéal premier q #p , on a

B0

w
q

et pour tout idéal premier ql2, ona :

w (—Bﬂﬁ—) > wq(Z) a

o B"
On peut aussi dire que (x(1+p)-1) ’—IT(X-L‘ est un entier algébrique divi-

sible par 2 et pas divisible par (x(l+p)-1).

3) Soit ¥ un caractére de conducteur f(y) = 2" avec u=3 et

soit 1'idéal premier u

2 n
p=(2) * I x(g) g -1)£1,
2tg




c'est-a-dire l'unique idéal premier de ®(x) au-dessus de 2, alors

0 (B - s u @) 1-)

P n x(5)-1"" Tp LU

et pour tout idéal premier q # p,ona:
B ).
( - )20 .
n
B
(1-x(5)) 2=

w
q

On peut aussi dire que est un entier algébrique

divisible par 2 et pas divisible par 2(1-x(5)).

27-23

4) Soit p # 2 un nombre premier et X un caractere de conduc-

teur p. Si p-1 )
M=0F+z (x@g-1),
n g=1

B
alors —_n_(XL est un entier algébrique divisible par 2 . Si

p-1
o=@+ = {x(g)e -1) S .
g=1

(—BJnﬁF -wp(

ona : w pn) .

p

Pour tout q,{p , ona:

W (‘B—(X')ﬂZO

q n

et pour tout idéal premier g |2 , on a :

(_13__(th) 2 wq(Z) :

w
q

5) Soit x un caractére de conducteur f(x) = 4, alors

‘”z(%ﬂ) -

wZ(Zn)

et pour tout p;£2, on a :

(m)zo-

P n

6) Si X = ¢ le caractere trivial, on a (théoreme de Clausen-

Staudt) :




27-24

B
si (p~l)ln » wp(—nll-) = -wp(pn)

si (p-1)tn, wpﬁj;ﬂz 0.

Preuve.- D'apres les propositions 2 et 2' on a les résultats suivants :

Soit pt2 un idéal premier de @(x) .

1 £ n
Si w (—— 2 x(a)a )< 0, alors
p nf
a=1

f n
1 n B
— ¥ x(a)a ) =w ( ;
wp(nf a:1x( )a™) 0 —-m-)n
p o B™(x)
si w (— Zx(a)an)z 0, alors w }20.
b nf Azl D n
Soit p | 2 un idéal premier de D(y) .
Siw (e %y aN<w @), al
lwpnf x(a) a") wp , alors
a=1 ¢ n
1 B
wg;;; z x(@)a )=:wp0“j§XL) ,
a=1
;i n B (x)
si wp(;'f— azz.'lx(a)a ) 2 wp (2) , alors wp( - Yz (2)

La partie 1) se démontre en utilisant les propositions 3 et 3';
la partie 2) en utilisant les propositions 5, 3 et 3' ; la partie 3) a l'aide
des propositions 5' et 3 ; la partie 4) avec les propositions 3, 3' et 6 ;
la partie 5) avec les propositions 3 et 6' et la partie 6) avec les propo-

sitions 6 et 6' .

PROPOSITION 7. - Soit K un corps de nombres abélien, £ un nombre

premier, K({;) =KN{ U Q({{/-T)} . Alors on a
n=1

(0]

0y (e m 27 Ey 2 (€ o1m) 270 K.
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Preuve.- En effet :

X€ % (K)
¢ e =TT (- Bby
K@ X E(K) B
et f(x)=4
az=z0
Si f(x) #12% alors w&(ﬁnﬁ@)z w{(z) .

Par suite, la proposition 7 en découle immédiatement.

PROPOSITION 8. - Soit 4 # 2 un nombre premier, K un corps abélien,
V(1)
K(¢) défini comme 2 la proposition 7, soit v(Z) tel que K(1) CQ(&A/ 1),
(&) -1 (L)
et K()Z 0 A/ ), soit b= [(D(L/—) K@®)] = I-_K(E/_) K]. Alors on a

o) -
si 8fn W (QK(L)(I n)(2
si 0=4-1 w, (QK (L)(l-n)
u 1 %—1
I?Ff:lly_e‘: On a QX) = A/I ~ 1) ot u=v(), il existe r idéaux premiers
)\1 , )\2, .,)\r au-dessus de 4 dans @Q(x) avec r :Cp(%l)_ Soit | un

générateur du groupe des caractéres de K(2) et y un entier générateur

modulo £  de (Z/&u Z)w. Ona Y(y)=¢(E ou ( estune racine primitive

2t de 1 et £ est une racine primitive _6:_ -ieme de 1, il est clair que
¢(y)gg rnod)\j l<jsr ;
. . 1-1
il existe nj , ('r|j , T) =1 tel que
on.
% JEE mod >\. , par suite
16 +n
i mod A,
NCORGE k ]

ceci implique i nj+n = 0 modulo (£-1) , donc que O&|n.
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Il est clair que si &Tn

e
n
(1)=(@)+ = x(g) g -1)
g=1
(g: =1
quel que soit Y€ ¥(K) et x# ¢, -%l—b'(l est un entier algébrique divisible

par 2, donc

gK(L)(l'n) XZ-(dOK(L)-l)

est entier, d'autre part :

o (10
-d°K ()
2 20 .

. . . . £-1 . £-1 .
Si 6|n , il existe ].SljS —5 tel que 1jnj +n/d=0 modT . Par suite
l'ensemble des ¢ £(K) tels que

L n
M=)+ o (x(g) g -1)
J =1
g
(g.4)=1
sont les 1];1 avec 1 =1, + ¢t "i'g_-l tels que Osts&u_l—l .

J

-2-k
Pour k=u-2, ilya " (4-1) caracteres ¥ de conducteur
k
Lu tels que
u

e
(8) A= @)+ 2 (x(@) e -1)
g=1

j
(g,2)=1

Si d#g-1 il y a un caracteére ¥ de conducteur 4 ou 1 possédant la

propriété (8) .

Si &=4-1 il n'y a pas de caractére de conducteur { possédant la pro-
priété (8) etle caractere trivial possede la propriété (8) .

On a :

~(a°K()-)

(1-n)2 )= -w (&un).

w, (€

Xj K(2) 73
-(d°K@)-1) u

0y (Cye gy (1) 2 )z-w, @ n).

Ainsi
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Si 8=(-1), ona r =1

~(a°K()-1), _ u
wxl(CK(&)(l-n) 2 ) = wxl(& n)

_(dOK(JL)-l)) . ({’un)

1- 2
n) .

et w

o (Cx )

i
PROFOSITION 8'. - Soit K un corps abélien, K(2) = KN( U, Q(%/T)

5 ;
et v(2) le plus grand entier j>2tel que K = (%/T) 2[1‘) On a
v(2) (2)'1
K(2) c0( J—) et K(2)<& 0 ¢1 ), et
0,y gt m 274 KB = g @Y1

Preuve.- K(2) est une extension de degré 2" de @ . Dans K(2) ilya
un seul idéal premier p au-dessus de 2 . Il y a exactement 2! caracteres

c £(K(2)) de conducteur 21+3 our 3<i<u-3, ona
X P

w -
p =n i %
d'ot : wp( _];r _—B—éX)—) - lon. wp(Z)
f(x)=2"

Il n'y a pas de caractere de conducteur 4 et 2, etil y a le caractere

trivial de conducteur 1 . Par suite

u-3
__.ix.)_ .5 (Zl—l)wp(Z)_wZ(Zn)

n LA
xe%( (2)) 1=0
et la proposition est démontrée, c'est-a-dire que
-d K(Z) u
- = - 2 .

THEOREME 4. - Soit K un corps de nombres abélien sur @Q, sa_

‘k

fonction zéta, alors pour tout idéal premier p'f'p de K, ona:

n —doK 1
NKIQ(‘“) -1) ¢ (1-n) 2 € Z[;] -
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Si de plus pour tout nombre premier 4 75 2 et pour tout entier

u
us1, Kn@®/1) =0, alors

1-

Cgm) o -v(2)

——C (1-n) €2 Z .

Q
Preuve.- La premigre partie est une conséquence immédiate des propo-
sitions 8 et 8' et des rela’(ciloni (0) . Pour démontrer la seconde partie

C -n
il suffit de calculer W, (—C%_—IJ—) pour tout nombre premier £ .
(8}

On sait que wZ(QQ(l -n)) = - (wZ(Zn)) . Donc la proposition 8' nous montre

Gl
wz(—g—(‘l—_n—)—) >d K+ 1-v(2).
()

que

Si 4#2, ona K(1) =@ et la proposition 7 nous montre que

g
w,(—— =20 .
4 CD(I-H)

Le théoreme est donc démontré.
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