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Séminaire de Théorie des Nombres 25-01
Année 1970-1971 - exposé n°® 25 20 Avril 1971

NOMBRES PRESQUE PREMIERS
ET
SOMMES TRIGONOMETRIQUES

par

Jean-Marc DESHOUILLERS

§.I. - POSITION DU PROBLEME

Soit & un nombre irrationnel positif ; nous considérons ici la suite
. 2 . .
d'entiers Q) = {{an”]/n€N} du point de vue des nombres premiers ou pres-
que premiers qu'elle contient.
k (
DEFINITION. Soit k un entier positif ; nous appellerons Trcf )(x) le nombre
2
d'entiers n inférieurs & x tels que [an"] aitau plus k facteurs premiers

1
(comptés avec leur multiplicité). Nous poserons Tra(x) = ﬂé )(x) .

Des raisons heuristiques conduisent 2 penser que l'on a le résultat

suivant :

CONJECTURE

W T~ T Tegx

Ce probleme semble tres loin d'étre résolu, aussi nous allons étudier quel-

ques conséquences de (1) :
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(2) M (x) = O(==—)

a Log x
3 i = ;
() 760 = ol
(4) lim Tl’a(x) = 4w
X >
(5) Ik : lim ng‘)(x) - e
X 2Log xm_(x)
(6) pour presque tout a, lim s =1 ;
X => 0 X
(7) pour presque tout o , lim 7 (x) =+ ;
X0 O
(8) l'ensemble des o tels que limm (x) = +» est dense dans R ;
X= O
(9) pour presque tout a, ﬂa(x) = O(L):)g x) .

Dans le diagramme suivant, nous figurons l'enchainement des pro-
positions que nous venons d'énoncer ; un cercle signifie que la proposition nous
semble tres difficile, un carré signifie qu'elle semble résoluble, un triangle
indique que nous avons résolu le probleme posé. (N.B. les implications sont

triviales).
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§. II. - ETUDE DE LA 3e QUESTION

. . d ¢
Choisissons un entier d tel que %—L<e ( € étant un nombre réel

positif donné), On vérifie facilement 1'équivalence de

(1) la n2] =2 (modd) ,
et . 2 onn2 4+1
(ii) 4 < {_d—-} < a4
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2
Or, on sait depuis les travaux de Weyl que la suite 0’; est équi-
répartie modulo 1 ; pour x suffisamment grand, on a :
2 X
Nnsx /[an"]=4 (mod d) ) = (1 +0(1)) N
Soient alors {,1, e Ld-ﬁp(d) les (d-9(d)) restes modulo d tels
que (Li, d)>1; ona:
d-»(d)
I Masx/Tan’l=t, (mod ) =122 (14 001)) x |
i=1

Mais pour tout n ainsi compté (sauf pour un nombre fini A) les nombres

2 . . . L
lan”] sont composés, car ils sont divisibles par (&i, d) ; on en déduit :

ﬂa(x)<ﬂdélx+AS 2ex

dés que x est assez grand, ce qui montre que TTG,(X) = o(x).

§. III. - ETUDE DE LA 5e QUESTION

Sans introduire d'idée nouvelle, il ne semble pas possible de dépas-
ser beaucoup ce stade ; pour aller plus loin, il nous faut une connaissance

plus précise de la quantité

Nnsx/ [anz:l =4 (mod. d)).
Nous poserons

E(x; d, 2) = | Nn<x/[an’]= ¢ (mod d)) -

oI

et
Ef(x ;d) = Sup E(x;d, 4).
2 mod. d

Le crible de A. Selberg

Nous utiliserons le résultat suivant de la théorie du crible, résultat

dd a Richert (cf. [4]).

THEOREME (Richert). Soit O une suite finie d'entiers ; supposons que 1'on

puisse trouver trois nombres réels positifs B, B, x et wsn nombre entier r

tels que :
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(i) Va€Q : a< xB(r-l) ;
.. 2 vid X
(ii) Z, g M ()3 ( )n(x,d)<< T 1514’
d=x"(Log x) Log x
ou
nix,d) =] = 1 -%I .
a€d
a = 0(mod. d)
Alors s> LX
Pre a og x

Pour résoudre la cinquieéme question, on va prendre pour O l'ensem-
2
ble Q(x) des nombres [an"] avec n< x et n(x,d) = E(x, d, 0). Pour trou-
ver la valeur B convenable, il faut étudier des sommes qui sont essentielle -

ment du type L E(x, d, 0). 1l semble que des arguments du genre

d<s x
#
"grand crible' permettent directement d'étudier les sommes z 8 E (x,d)
d <x
et fournissent des résultats ''a la Bombieri" ; nous n'avons pas encore réussi

dans cette approche, aussi nous allons nous contenter de majorer chaque

terme E(x, d, 0).

DEFINITION. On appelle discrépance de la suite de nombres réels

u yu la quantité

D= Sup [ll—%(k/{u Yen) -u@| ,
Icfo,1[ n n

I parcourant l'ensemble des sous-intervalles de [0, 1[, et u(I) étant la

1,...

longueur de I.

A 1'aide de cette définition, on voit que la quantité n(x,d) = E(x, d, 0)
est inférieure ou égale a la discrépance D(id)(x) de la suite 'Q“g—z , multipliée
par x.

Pour calculer cette discrépance, nous allons faire appel au résultat

suivant dd & Erdés-Turédn (cf. [1]).

THEOREME (Erdés-Turén). 2

la constante impliquée étant absolue.
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On voit donc que notre probleme se ramene a calculer des sommes

X ha n?
trigonométriques I e(—d—)
n=1
Or, on sait (cf. [2], ou [3]) que, lorsque h et d ne sont pas trop

3/4

d'ol une majoration de xDéd)(x) et donc de E(x, d, 0) de l'ordre de x:‘,'/4 .

grands, les sommes en question sont essentiellement majorées par x

(Cela est assez grossier ; il faut en fait surveiller de plus pres la dépendance

en d et h). On voit alors que 1'on peut choisir 8= % dans le résultat (i1)
z(r-1)
; 0

de Richert. Le choix de r dépend alors de la relation (i) : x2 < x* n

peut donc choisir r =9 .

THEOREME. Pour tout o irrationnel, il existe une infinité d'entiers n

tels que o nZJ ait au plus 9 facteurs premiers.

Remarque. - Sil'on a des renseignements sur o , par exemple si l'on sait

que les termes du développement en fraction continue de o sont bornés (ou

ne croissent pas trop vite), on peut abaisser la bornede 9 a 5.

§. IV. - REMARQUES SUR LES AUTRES QUESTIONS

Deuxieme question : ILa méthode du crible permet de montrer que

ﬂa(x) = O(—L'f'g-—) si a possede la propriété suivante : il existe un nombre
X

1

réel A >2 tel que l'inéquation loc - ‘Sl < —x~ n'ait qu'un nombre fini de solu-
q

tion ; en particulier Tl’a(x) = O(—Li;? si o est algébrique, et plus générale-

ment si o n'est pas un nombre de Liouville, ce qui démontre (9) .

Sixieéme et septiéme questions : Il me semble que la démonstration de (7)

passe par la démonstration de (6) ; pour résoudre ces questions il faut con-
naftre des résultats probabilistes d'indépendance ou de quasi-indépendance

concernant les nombres premiers.
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Remarquons enfin que 1'on peut poser (et résoudre) le méme genre
de question en prenant pour suite d'entiers initiale une suite du genre

{{g(n)] / n€N}, g étant un polyndme & coefficients réels, ol une fonction

presque polynomiale : n®, n¢ Logn, etc...
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