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PROBLEME DE DIVISEURS
par

Francine DELMER

LI
-’ =t -t -
¢ Te ™.

‘§ 1. - INTRODUCTION

On considere un polyndme f(x), irréductible, de degré m 3a coef-
ficients entiers. Soit d(n) le nombre de diviseurs d'un nombre entier posi-
tif n. On supposera que f(k)>0 pour k=1, 2, ...

Le but de ce papier est d'étudier la somme

: 8
T {dlf(x)]}
ksx

s étant un nombre entier positif. On posera 2%-1:=1¢ .

Plusieurs résultats sont déja connus :
Ramanujan [5] a montré que
8 4
L [d(k)] ~ Kx(Log x)
k<x
Vander Corput [6] donne l'estimation suivante :

s Ls
L {dlf(k)]} = O(x(Log x) °)
ksx
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ol Ls est une constante dépendant de s , non précisée.
Enfin Erdés [1], énonce le résultat suivant :

11 existe deux constante positives < et c, telles que

clx(Logx) < £ dif(k)]< c, X (Logx), x=22.
k<x
La démonstration d'Erdés est cependant incomplét e ; en effet, le

lemme 5 de son article, bien que trés. vraisemblable, n'est pas démontré
(Erdos utilise une estimation de p(n) en dehors des limites pour lesquelles
cette estimation a été démontrée) ; il est & noter que le lemme 5 impliquerait
le résultat suivant (conjecturé par Nagell) : si f est un polynédme irréduc-
tible & coefficients entiers, et s'il existe un nombre entier n tel que £(n)

soit quadatfrei, alors il existe une infinité de tels n .

En fait il est possible de montrer ce résultat en remplacant le lemme

5 d'Erdds par un résultat plus faible (notre lemme 5).

I1 est également possible, par la méme méthode, de préciser la cons-
tante {,S intervenant dans le résultat de Van der Corput, en montrant que
L =2%-1, résultat a rapprocher de celui de Ramanujan relatif au cas

s
f(x) = x .

THEOREME. -Il existe des constantes positives < et <, telles que pour

x22

(1) c, x (Log x)&< z {d[f(k)]}s< c, x (Log x){' )
1 K <x 2

s o8 - . .
On a posé 2 -1=4, et les nombres ¢, c,, c, qui interviendront sont

| R
des constantes positives indépendantes de x, qui peuvent dépendre de f et

de s .

§ 2. - BORNE SUPERIEURE

Nous allons tout d'abord montrer l'existence de la borne supérieure,

et pour cela établir un certain nombre de lemmes préliminaires.
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LEMME 1.
k=x C

£ {dlf)112° < x (Logx) .
k=1

Le résultat est dG & Van der Corput (1939).

IREE ’kt , des nombres entiers positifs distincts,
=T

inférieurs ou égaux & x , et supposons que t<x (Log x) 3 , alors

LEMME 2. Soient kl » k

i=t
by {d[f(ki)]}s < x .
i=1

Ceci résulte du lemme 1 en utilisant 1'inégalité de Schwarz

¢ s _.% it 2s 3
fali(e)]}" =t 2 {dlf(k)I} 1" < x

1 i=1

i

n ™M u

i
On appelle p(a) le nombre de solutions de f(k) =0 [a], 0<sk<a.
Soit D le discriminant de f(x). Si p est un nombre premier, on note

pOH D pour exprimer que po est la plus grande puissance de p divisant D.

LEMME 3. On a les résultats suivants concernant p
a) p(ab) = pla) p(b) si (a,b) =1 ;
B) p(p*) = m si ptD
Y) o6 = (Y si D et a>20

) p(pa) < ¢y toujours vérifié.

Les deux premiers résultats sont connus, Yy) a été démontré par
Nagell (1921), le dernier résultat se déduit immédiatement des trois pre-

miers.
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LEMME 4. Soit u tel que 1su< x, et soit N le nombre de nombres

entiers k satisfaisant f(k)=0 [u], 1<ks<x.

Alors
X

2u

p(u) s N< p(u).

On a évidemment f(k+) u) = f(k) [u] , on découpe donc l'intervalle
(1,x) en tranches de longueur u , le nombre de tranches est [f] , ona

donc <
(2] p() s N (21 +1)p(w)

d'ou le résultat.

LEMME 5. Le nombre de nombres entiers k, tels que k<x, pour les-

quels f(k) est divisible par un nombre p(1 (p nombre premier), avec a>m

et
— 3¢

(2) p’ > (Log x)

est un 0[x(Log x) 7J].

Nous considérerons les entiers naturels k vérifiant les conditions
” a'
de 1'énoncé, et nous appellerons A ceux pour lesquels p < x et B ceux

x
pour lesquels p > x.

En utilisant les lemmes 3 et 4, on majore A de la fagon suivante:

a
As2x % _&ng<2C4X z p—a
p,-a P p,Q
_303 -2
<4c4x{ X 3c3/2 (Log x) + z 3cq/2 P}
ps (Logx) p> (Logx) -
) LN
A estdoncun O0[x (Logx) 7].

Si pa> X, ona pOL < Cx" car f(x) est un polyndme de degré m

donc f(k)< Cx ", pour k< x. Mais o> m , donc pm+1 < pct <cx™
Pl > +1 pd Pl
On en déduit p< C Xm/m et B<gc Xm/m+1 , Trésultat cherché.

- : 2 4
On pose * = Xl/m s (LogLogx) .
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LEMME 6. Soit f(k) =Wpa la décomposition de f(k) en nombres pre-

miers, le nombre de valeurs de k, k<x, telles que

o 1/8s° 3
(3) ] |_p > x est un 0[x (Log x) ]
pP<X

Considérons les valeurs de k pour lesquelles il existe au moins un

p dans le produit tel que paz 0

3¢
Pour ces valeurs de k, ona pa> (Log x) et ¢> m , donc on

peut appliquer le lemme 5 .
aQ _—m
Il reste les valeurs de k pour lesquelles p < x

D'apres (3), le nombre de facteurs premiers distincts est au moins

2
(Log Log x)
8s

donc : (Log Log x)2 ’e

fdre) ¥ >2 8 > (Log x)

D'apres le lemme 1, le nombre de tels entiers est un
—3c3
0 [x (Log x) 7.

LEMME 7. On a les résultats suivants
x X
(4) 2 o(p) = poyy + 05
pP<x Log x
(5) z —&(P-Z=LogLogx+ c5+o(1).
pSX

Ces résultats découlent du ""Primideal satz' [2] .

LEMME 8. Pour y assez grand, on a la majoration :

p(p")
z a <1
p.a P
y<p<y?
a<t
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D'apres le lemme 7, on peut écrire

pX Z—EP(P‘Z:Log2+o(1)

y<p<y
D'autre part, pour 2<i<t, ona
i
5 p(p) <c 5 1. 1 -Log 2 -o(l)
i 2 i i 2 i
Yy<pP<y P y<p<y P t

On regroupe ces deux résultats et 1'on obtient la majoration.

LEMME 9. On a le résultat suivant :

2 2
(6) 'I_T(1+MR1 L%E—L+...)<c

psx p p

y
¢ (Log x)

On appelle A le produit et on prend son logarithme

LogA = & Log(1+y—m+...)s z Log(l+mpl+—%)
PSX p pP=sx p P
-y xele) 0(1) .
psx P

On applique le lemme 7 et on en déduit:

A<c, (Log x)7 .

¢

LEMME 10. LLe nombre de maniéres d'écrire le nombre entier n comme

Ppcm de s nombres, est M tel que

Q(n) s

win) o g f , A=2°-1.

£
On montre tout d'abord le résultat pour n ''quadrat-frei', par récur-
rence sur s . Soit n = Py Py P rcr:.lh_cl):sissons le produit Pyl o Py’
ilest pp cm des nombres de (25-1) facons, d'apreés l'hypothese de
récurrence. Il ya (r;:) facons de choisir k facteurs premiers parmi les
” pd - - k S pd .
m , et étant donné le produit Ppg - P ilya (27) facons de répartir
les nombres p . pys ... p, Pour que n soit ppcm de (s+1) nombres,

d'ou :
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k

+
Zs) _ (Zs 1_

M = Z(
k

m
- 1™

Pour s =1 1la relation est bien vérifiée.

I1 est alors clair que si n n'est pas ''quadrat-frei', on a les iné-

galités.

X 1

N
LEMME 11. Si k<30 on a
© Xt xk
TR

En effet, (k+1)!>k k! et

Nous allons maintenant, & l'aide de ces lemmes, montrer l'existence

de la borne supérieure.

pY {d[f(k)]}s< c, x(Log x){’
k<s

Tout d'abord :

2

Z{dU&ﬂf:Eﬁd&&ﬂf+0k)
k<sx

ol 21 est la sommation étendue aux nombres positifs k £ x satisfaisant les

deux conditions :

3¢
(7) f(k) #0 [p*], a>m , p*> (Logx)
1

2
8 T T p<x®  ou f)=T1p"

p<>-{

Cette restriction résulte des lemmes 2, 5, 6.

On peut d'autre part évidemment se restreindre aux valeurs de k

1
pour lesquelles f(k)>x /s .
CIl 0.2 o
Soit f(k) = P, P, - P, la décomposition de f(k) en facteurs

premiers.

On définit j par :
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x o4 a a Q.
1 "2 j 1/s 1 j+1
(9) P, P, ---- pj < x <p, i+1
On pose a a
1 J f(k)
= . b, = .
(10) a, =P, .- P; et . S
k
On décompose alors 21 de la facon suivante :
s s
(11) £, {dlf)IY = £, {al0]Y + 2, {al£®1}° .
k<x ksx k< x

Oou 22 est la sommation sur les k satisfaisant les conditions (7) et (8)
et la condition supplémentaire

X1/32rns

<
Pin1

23 est la sommation sur les satisfaisant (7) et (8) et la condition

S X1/321’ns
Pit1

Evaluons d'abord 23 .

1/32ms

Tout facteur premier de b, est supérieur a2 x

m+1
X

K d'apres la

condition sur bj , et comme f(x)< , le nombre total des facteurs

+1

premiers de b, avec leurs multiplicités est inférieur & [32 (m+1)ms].

k

On a donc

(12) d(bk)< 2[32(m+1)ms]

Comme 1/s
aksx s

on peut écrire :

(13) d(ak) <d 1/s f(k)]

ou d 1/s [f(k)] estle nombre de diviseurs de f(k) qui sont inférieurs 2
1/s%
X .

D'apres (12) et (13) et en remarquant que d[f(k)] = d(ak) d(bk) , on a

m msz ]
2, (L) < 2220 5 ga ) Geo1e®

k€s x
Evaluation de la somme
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T {d l/s[f(k)]}S:Z [ 1°=¢ b 1
ksSx x k<x d1|f(k) kSx d ..., d
dlsxl s d,lf(k)
d,lel S
1
2p[dl,...,ds]
= <
a.>..d 21 a.% .4 (d,,..,d ] ™
1. l/ss k 1 l/g 1 s
< < x
d <x [dl,...,ds]lf(k) d, < x
pld . ,...,d ]
< 2x 5 1 " Loy T &Q(n) o (n)
d,...,d [d.,...,d ] n
1 s 1 s n<x
[dl,...,ds]sx
[dl,...,dS] désigne le p pc m des nombres dl,...,ds , et on utilise le

lemme 10.

D'apres le lemme 3, 0), tous les termes de la dernidre somme sont

inclus dans le prodnit suivant

2 2
TT 1+ 22, £ pz(p)+...).
p=x p p

D'ou, en utilisant le lemme 9, une majoration de S, et de 23 :

(14) 23 {df(k)] }s < ¢, x (Log X)L

7

Evaluation de la somme 22 . On montre que

a.
j+i]+1 < X1/16s .

(15)

En effet, si ce n'était pas vrai, on aurait OLJ._‘_1

dit la condition (7).
D'apres les conditions (9), (10), (15), on a

1/s
(16) s >—E— > x1/28
jt+1
Pit1

>2m , ce qui contre-

Pour que la condition (8) soit vérifiée, on doit avoir, étant donné (16)

- 1/32ms
< <
(17) X pj+1 X
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On décompose alors 22 de 1a facon suivante :

(18) %, {a (k)] P = z Z?Er){d[f(k)]_}s .

Ou dans Zgr) les facteurs P, satisfont

jt+1
Xl/(r+1)s <p. . < Xl/rs
jt1
Les valeurs de r, sont, étant donné les conditions sur pj-l—l , telles
que 5
32m < r <m (Log Log x) .
Comme dans le cas de 23 , on peut facilement évaluer les diviseurs
de bk . Pour tout k dans Zgr) le nombre total de facteurs premiers de bk

est inférieur & (m+1)(r+1)s et on a donc

2
m+1)(r+1)s (r)
Z:2

(19) Zgr){d[f(k)]}s<2( {d(ak)}s :

Comme au plus la moitié des diviseurs de a, sont supérieurs ou égaux a

k
,\/Zl-(, il résulte de (16) que

(20) d(a,) < 24" (a)

k

s a7 . . Lo .
ou d (m) est le nombre de diviseurs de m qui sont supérieurs ou égaux
. 1/4s
a x .

I1 résulte de (7) et (8) que tous les diviseurs de ay qui sont supé-

rieurs ou égaux a xl/45 sont inclus dans un ensemble de nombres ngr) sa-
tisfaisant :
1
) X1/4ss n§r) < x/s ,
ii) si pln ), p<x1/rs, p(p)>0 ,
) 3c
iii) si p |n et a>m , pOL < (Log x) ,
2
iv) (r)pa < xl/ss
pn;
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(r)

La somme 22

+ .
d (ak) est inférieure au nombre de solutions en k
et j de 1'équation

f(k) = 0 [n§r)].

A

Les inéquations (19) et (20) donnent
2
@ 25 (ari9197 <2ED S50 fag 50

sz(m+1)(r+1)+s

<2 z‘zr") (a2 1" .

Regardons la somme Zz(r){d+(ak)}s

(r) .+ s () s o(r) .
r n. ’,...,n
() DI
n; | £(k) n, | £(k)
2p[n(1r),.. ,nir)]
= z z 1 < X X,
RONRRS 2 TR O R O 5!
1 777 s (r) ()| £(x) 1 777 7s 1 "7 s
n. ’,...,n
1 s
En appliquant encore le lemme 10, et si l'on note m§r): [n(lr), cens n(sr)]
le ppcm des nombres n(lr),. .. ,nir) , on obtient
(r)
p(m; ") (r),
(22) 2(21”){d+(ak)}S <2x T —(Jr—)—— 2 Ay )
L
Etant donné la définition des m§r)1 et les relations vérifiées par les
n§r) l'ensemble des nombres m(r) vérifie les relations :
iy X1/4s < mJ(r) < x |
1
ii)' si plmgr) p < x /x s (p) >0 ,
’ 3
c
iii)' si pOL I mgr) et a>m |, pOL < (Log x) 3
! 1
iv)! | | pa'< x /8 s
ay (¥)
o
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Estimons la somme

r r
p (mg )) Qm, )
g emd—y T\
)
J
t+1 t
2 2 .
Soit If:r) 1'intervalle [Xl/sr . Xl/sr ] t wvarie de O
Z , avec Z plus grand nombre entier tel que
r 2% < (Log Log x)2 m
Tout nombre m§r) a au moins Nir) facteurs premiers dans au

moins un de ces intervalles avec
N(r) - [_ﬂﬂL] + 1.
t 32 m
En effet :

Un nombre premier dans ces intervalles est au moins égal a

(x)

. >
1 .
X /Zsm (Log Log x) et divise mj

2 la puissance au plus m 2a cause de
la condition iii)'.

r . -
D'autre part tout facteur premier de rnj ) supérieur a x est dans

un de ces intervalles.

(r)

N facteurs premiers

r . .
Si tout nombre m; ) n'avait pas au moins N

(r)

: on aurait

¢ r{t+1l)m
m§r)< (—l——l—' pcx)—l:[-(xl/srz) 32 m

X1/45 .

dans au moins un des intervalles I

[--]
Comme X Rad = 4, on aurait m(r) <
=0 2° .

Ceci contredirait la condition i)'.

On définit maintenant w comme plus petit nombre entier tel que

(r) (r) (r)

mj ait au moins NW facteurs premiers dans l'intervalle Iw . Ona
am'™)) o) om!™) o)
@) ¢ ) —merze ) —5
j m, w j{w) m,
Posons
mgr) =uv
ol u est composé des facteurs premiers de m(r) qui sont dans I\(;) y V

()

est composé des autres facteurs de rnj
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D'apres les hypotheses, u est (m+1) '"frei', et posséde au moins
N = Nw(r) facteurs premiers. D'autre part p est multiplicative et

Q(ab) = Q(a) + Q(b) , on a donc :

™) o m'™)

j(w) m, u “ v v
et aussi )
Nm

a

p.a p

. . . ) . .
dans la derniere somme, la sommation est faite sur les p qui appartiennent

s )

et asm .
En utilisant le lemme 8 , on a donc

Nm
Qu) p(u) _ 4
(25) z 4 " < N

u

Pour majorer la somme sur v on peut écrire

(26) Z&Q(V)MSW(1+M+...)<c6(Logx)L
v v p<x P
On avait vu que r 2 32m , donc d'apres la définition de NV: , on a
r (r) (r)
( 32 m] < No < Nl
Les équations (24), (25), (26) nous donnent
() o (™) Nm .
(27) g 2 I —Ll—x<c (Log x)
. (r) 6 N!
j(w) m,
et enfin (r)
am™) o(m!”) Lo W
(28) z1 —_:]T_S 4 (Log x)” T _—(;)—
] m;r w=0 (N_"')!

Posons Lm = L et regardons la somme
(r)
()

- L
(29) z
w=0 (Nv(vr)) !

Nous allons appliquer le lemme 11 & (29).
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Lorsque —L < % , soit r= 64mL . On peut majorer (29) de la fagon
r
32m

suivante : (r) .
o LNW L[ 32 m]

(30) z @) <2 "
— 1 t
w=0 (NW ) ! [32m] .

Autrementona r<64mL , il n'y a alors qu'un nombre fini de r vérifiant
cette condition, et la somme (29) est alors majorée par une constante que
nous notons C8 .
On peut donc regrouper les résultats obtenus, concernant 22 , (18),

(21), (22), (28) et (30).

o 1 1 2 [3;1@1]
Sl <2 ¢, (Logx)tx( & 2MrDErl)sT+s L fc.)
2 6 T 8
r=64mL [32m ]!

La série sommée en r est convergente, et l'on a donc le résultat
s 1
Zz{d fx)]Y < Cy X (Log x)
Finalement, d'apres (11), (14) et (31) on obtient

% {dlK1} < o, x (Log x)°
ksx 2

§ 3. - BORNE INFERIEURE

On utilisera le résultat suivant :

LEMME 12. 11 existe une constante c10 telle que

T {,w(k) p(k) > ¢, . x (Log X)L—l

ksx 10

Ce résultat sur la fonction p, demande une étude analytique que nous ver -

rons ensuite.

Il s'agit de montrer que 1l'on a une constante S telle que
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£ {dlE)])° > ¢, x (Log <)t
ksx
I1 suffit de montrer que
z {d l/s[fk)]} > ¢ x(Logx) ,
k<x
car

L {aUWIY > T {d_1/s B

k<sx k=sx
£ {d 1/sTfx)]¥ =% { ¢ 1¥°= ¢ T 1
k<x ksx d lfk) ksx d),...,dg
d le/S d, Ifk)
! l/s
dS
[d]_) ’d]
= > b 1 2 =
d.,...,d k a.,..,a (Ep-dloz
1 s 1 s

le/s [dl,,dsjlf(k) diSXl/s

n n
5 ) _P_r(l_)_ '
nsx
Par une sommation d'Abel, on transforme la somme en p :

§ g o) el x o 2w gul o(n) .
n 2
nsx y<x ksy

On applique alors le lemme et on obtient :

2 n 2 10
ns x ys£Xx

Soit le résultat :

z {d[f(k)]}s >c (Log x)£
k<x

§ 4. - FIN DE LA DEMONSTRATION

Montrons a présent le lemme 12.

11 existe une constante c__ , telle que

10
2 %8 p) > ¢ x (Log )"~
k=sx
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On montrera, en utilisant les propriétés de la fonction (, du corps
de nombres MQ(g) (ou f(g) = 0), le résultat suivant :
2 k £-1

T u(k) {,w( )p(k) ~C ¥ (Log x)

k<x
K est la fonction de Mdbius, il est clair que
w(k 2 w(k
2 2o e w LW o
ksx k=x

il en résulte la minoration espérée.

LEMME 13. On montre que
(k)

2 w
s K (k)i
k=1 k

p (k)

converge absolument si Re(s)> 1.

En effet, soit s un nombre complexe tel que Re(s)>1.

p étant multiplicative, on peut alors écrire :

o 20y ,0(k)
y 2L ek 17 +_&_e£SP_L) _
k:

1 k P P
2 p(p) -2 p(p)
TT o+ 22hy( 5777 -
P p P p 1%

Le résultat y du lemme 3 d & Nagell, nous permet de dire que le premier

. . 1 . £
produit converge absolument si Re (s) >E ; en effet, le produit s'écrit

A
T+
P p

S o s
ou les Ap sont bornés, les termes en p s'étant éliminés.

Pour le second produit, on utilise le résultat suivant [4]

Soit ((s) la fonction { du corps de nombres M(8) (ou £(g) = 0). Alors

-p(p)
TT -7 7 = 1 ¢
P P



avec Hl(s) est absolument convergente si Re (s)>% .

De la méme facon

-4 p(p)
TTa-5 = @),
P P

On en déduit que 1'on peut écrire la somme sous la forme :

® 2 w(k)
(31) g B0t o0d | gy ()t

k=1 K°

24-17

1 .
avec H(s) absolument convergente si Re(s)> = car H(s) est un produit

2

fini de fonctions absolument convergentes pour Re(s)>7 .

2

LEMME 14. Sil'on a
T i%):z alk) o bk po(5)>1

Kk k° Kk°
avec
sl w52
k k
absolument convergentes pour Re(s)>1 , et
5 b(k)
1S

1 .
absolument convergente pour Re(s)>= et si d'autre part

2

Ax)= T a(k) ~ c12 x (Log x)u ,
ks x
alors

C(x)= T c(k) ~ ¢ (OZ° Mk-kl? x(Logx)u .

k<sx 12 k=1

Remarque : Il faut que T Ml'(lﬁ £0 ., Ici b(k) est multiplicative et la

k=1
série absolument convergente,

© © k
y ﬂkﬂzl [+ % M%{)—)
k=1 P k=1 p

on vérifie que chaque facteur du produit est non nul.
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L'égalité entre les séries de Dirichlet signifie

ck)= = a(n)bm) ,
nm=k
on peut donc écrire :

% ock)= X Z a@b@m)= & bm) E_ am) =
k=sx k€£x nm=k m<x nSI;1
u u
L
% bm)A(E)= T bm)( 1z o8 ) + o(chX( o8 ) )
m m m
msx msx
z M c., x (Log X)u + 0(c,., x (Log x)u = _th_nﬁl_)
m 12 12 m
msx ms x

le lemme B est donc établi.

On pose A (k)

(Nt = =
ksx k

Nous allons calculer par récurrence les sommes & )\&(k)
k<x

Pour 2 =1, le résultat est connu et dia 2 Weber :

LEMME 15, Si

alors

T a =Ax+0(x) ,
k
k<x

A est indépendantde f et v=1 - 3 ()

(Résultat cité dans Landau [3] ).

Soit alors 1'hypotheése de récurrence :

T ) (k)=C, x (Log X)L-l + 0(x (Log x){'_z') .
2 L
k<x
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M 0= T (), ()
nm =k
p¥ kK)= = X&) = X\(d)-=
K< x &+1 K< x 1 dk< x 2
X X, 4-1 X x -2
£ a0 (0, E(Log HYHr o(X (Log X1 P)
k=sx
T a0 (C,E (Log 0 0 (Log %'
k=<x
A, (k) A (k)
CLx(Log x))z'_1 z ll< + 0 (x (Log x)&—2 z kl )
k< x k<x
()
On calcule z en fonctionde £ A, (k) en écrivant:

k 1
k<x k<x

AL (k) X

1 dt 1

T ——— =] (=% (t))-—z—— 20z 2 )
k<x 1 kst k=sx

On obtient alors

T A (k) = C x (Log x)& + 0(x (Log x)b_l) .
k<x 4+1 1+1

Si 1'on revient & la formule (31), on a exprimé (g(s))& a 1'aide du

lemme 14, et ceci termine la démonstration.

-0 e e e
o e .
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