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QUELQUES ASPECTS DE LA THEORIE
DES COURBES ELLIPTIQUES

par

Jacques VELU

I. - RAPPELS [1]

I. 1. - Modeles

I. 1. 1. - Soit E une courbe elliptique définie sur un corps k, mu-

nie d'un point rationnel sur k. Alors E admet un modele non-singulier du

type :

2 2 3 2 2 3
(1) y ttaxyttayt'=x+axt+axt +at , avec a, €k .

Remarques :

1) Ce modele associé 3 E n'est pas unique, les autres s'en déduisent
par des transformations du type
2 1
X »ux +a

(2) (u, a, b, ¢) 3 5
ypuy' +ubx'+c

ou uEkx a, b, ¢ € k.
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2) L'étude des variétés abéliennes de dimension 1 sur k se ramene

donc & 1'étude des cubiques non-singulieres du type (1) .

I. 1. 2. - Discriminant . Il faut savoir reconnaitre si une cubique

du type (1) est non singulieére. Pour cela, on définit le discriminant A par

les formules suivantes :

2
bz—al +4:a2 c4—b2 —24b4
3
(3) b4—a1a3+2a4 cy = —b2 +36b2b4-216b6
2
bé—a3 + 4a6
b = 2 - a + 4 + az—a
g8 21267 313334 F2%g T 233 73y
N 8 3 2
A = b2 b8— 8b4 - 27 b6 +9b2b4:b6
et on a les relations
2 3 2
4b8—b2b6-b4 1728A-c4—c6

THEOREME, La cubique (1) est non-singulidre si et seulement si A

est non nul.

De plus un changement de modele du type (u, a, b, ¢) change A
y _ o-12
en A'=u A

I. 2. - Loi de groupe abélien

Sur une cubique du type (1) on montre que les conditions suivantes

définissent une loi de groupe abélien :

(i) 1'unique point & 1'infini 0 = (0, 1, 0) est élément neutre
(4)
(ii) A+B+C=0 © A, B, C alignés.

On peut faire un dessin pour rendre plus claire la construction de

A+B=C.
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y N

%;35/// ¢
\
0 \ ,r
C
Supposons que C+ C' = 0, alors C, C' et 0 sontalignés,ce qui

signifie que C et C' sont sur une parallele 2 Oy ; d'ou la construction de

c'.

Maintenant, la droite (AB) recoupe E en C'. Ona A+B+C'=0
et C+C' = 0, donc

A+B= C

et on a la construction de A + B .

On peut donner des formules permettant de calculer les coordonnées

de C en fonction de celles de A et B .
L'équation affine de E est:

3 2
V=X +ax+ax+a6.

2
(5) vy + a 5 4

Xy + a

1 3

Soit C (x,,7v,),alors C' est sur la paralléle 3 0 assant par C
¥3); P y P p

3
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a. X, - a

(6) Crlxgs vy - ayxy-a5)

Maintenant considérons A(Xl’ yl) et B(XZ’YZ)' La droite (AB) a

pour équation :

Y=mX+ c, ou

Y,- Vv
m=X2__—X1 si AZB
2 1

3x2+2ax + a a.y
(7) m = 1 2 1 4 171 si A=B , et

Zy'1 + alx1 + a3

c =y, -mx, .

En remplacant Y par mX + ¢ dans (5) et en ordonnant en X,

on trouve :

X3 +X2 (az—mz— alm)+. =0
on a donc X, +x,+x, = -a +m2+a m

1 2 37 2 1
et X, = -X X +m2+ m

3 1 %2 7% &

On recommence en remplacant X par Yn;c dans (5)

3 a; a
Y 2, .2 3c 1
3"'Y( > - 3 - —l)+...—0,
m m m m
. 3 2
on a donc y1+y2+y3:3c+m +a1rn -a,m
et POl A +3c+m3+a mz-am
Y3 =717 Y, 1 2
En résumsé :
r _
(7)) + (5,07,) = (k0 y,) »  avec
2
x3—-x1—x2+m +a1m—a2
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I. 3. - Groupe des points rationnels

Soit K une extension quelconque de k. On note E(K) l'ensemble
des points de E définis sur K . Comme les formules (8) sont & coefficients

dans k, l'ensemble E(K) est ainsi muni d'une loi de groupe abélien.

I. 4. - Endomorphismes

Soit K une extension de k. On note EndK(E) les coupes (P, Q)

tels que :
(i) P et Q € KX, , X))
(ii) si x' = P(x,y) et v'=Q(x,v)
(9Y alors (x,y)€E = (x',y') € E

(iif) si (x5, y;) = (xpoy)+ (x5:7,)

1 1 = 1 1 1 1
g alors (x3,y3) (x 1,yl)+(x2,y2)

End_ (E) forme un anneau dans lequel Z se plonge de la facon sui-

K
vante :
pour n>0 [n] (x,y):éx,y)+...+(x,y))
(10) n fois
et [-11(x,y)= (x, -y -a, % - a3)

De plus si L est une sous-extensionde K, kKcLcK, EndL(E)

opere sur le groupe E(K) .

II. - COURBES ELLIPTIQUES SUR LES CORPS FINIS [2], [:3]

Nous nous limiterons aux courbes elliptiques définies sur k = F

II. 1. - Points d'ordre 4 (4 premier)

On montre que les points d'ordre 4 sont définis sur ]F‘p (cldture

algébrique de ]E‘p) donc forment un sous-groupe E{, de E(E‘p) . Onale



22-06

résultat :
si L#p E,= Z/4 x Z/4
(11) si 4 = pfou Ep*Z/p on dit que hauteur de E , ht(E)= 1
ou Ep‘* {0} on dit que ht(E) = 2.
I1II. 2. - Endomorphismes .

On montre que les endomorphismes sont tous définis sur la cloture

algébrique de ‘IF‘p . On considere donc EndF (E). Il y a deux possibilités

P
htE =1 ® End]E (E) est isomorphe & un ordre d'un corps
P quadratique imaginaire.
(12) ht E=2® End— (E) est isomorphe & un ordre maximal de

F N . sz
P l'unique corps de quaternions ramifié

uniquement en p et o,

Conséquences :

1) En identifiant Z i son image dans Endf (E) tout endomorphisme

vérifie une équation du type : P

(13) CPZ—aCP+b:0 avec a etb € Z
(ce qui signifié ®op -[alep+ [b]=0).

Ce qui permet de définir la norme de @ et la trace de ® par

(1) {N«p)

b

Tr{®) = a

2) Tout endomorphisme qui n'est pas u type [n] se plonge dans C

et non pas dans R , d'oli les inégalités

(15) N@®)= 0 et ITr@@)]| s 2 Ncp .

On démontre le théoréme suivant (en utilisant un peu de géométrie

algébrique) :
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THEOREME. Pour tout ¢ € Endg (E), N@@):=# Ker(®

P
(# signifie cardinal) .

II. 3. - Endomorphisme de Frobenius

Les formules (8) étant définies sur Fp , 'application
(17) T (x,y) » (XP,,yp) est un endomorphisme ;
on l'appelle l'endomorphisme de Frobenius de la courbe.
Nous pouvons appliquer ce qui précede a 1.
Nous avons :
(18) N(m) = p
(1'idée de la démonstration est que Ker T est 1'élément neutre compté p

fois).

De plus, (x,y) €Ker(m-1) & = x et yb= y ,

donc # Ker(n-1) = # E(]F‘p) .
Mais N(m-1) = N(m) - Tr(m)+ 1 ,
donc si nous posons
A= # E(Fp) ,
nous avons

A = p-Tr(m+1 , ou encore
(19) -
Tr(M=p-A+1

Comme il est facile de calculer A , il est facile de calculer Tr(m) .
L'inégalité (15) montre que :
j lpt1 -Al = 24 , ou encore

(20)
l ptl -2/ < A<ptl +2/p .
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Remarques

1) L'inégalité (20) s'appelle parfois 'hypotheése de Riemann''.

2) J. Tate a montré que pour tout entier A vérifiant (20),

il existe une courbe elliptique E définie sur Fp telle que A=# E(Fp) .

3) Les endomorphismes définis sur F

mutent avec T .

sont ceux qui com-

Donc si ht(E) = 1, tout endomorphisme est défini sur F

4) On montre que pour que ht(E) = 2, il faut et il suffit que

Tr(m) =0 (p) ce qui joint & (20) montre que si p>3 ,ht(E)=2 ¢ Trm=0.

Nous pouvons résumer ces résultats :

htE = 1
E ~ Z
b /p
E —
nd g

P

(E)=> ordredun

corps gquad. imag.

)

Endf, (E)~ordre maximal du corps
P fle quaternions ramifié
:ﬂ/\ en p et o

End]E—‘ (E) est com- Endf (E) n'est pas commutatif
p p

mutatif ][

End = = =

nd g (E) EndF (E) End (E) ;éEndF (E)

P P ﬁ\P P

Tr m™#0 (p) Trm = 0(p)

TrT #£0 TrmT=0

si-p>3 @
A#p+1 A = ptl

Traitons un exemple :




22-09

Considérons la courbe E définie sur ]F5 par
yz = x3 + 1
Soit j € FZS tel que j2+j+1 = 0 (J€F5)
Il est facile de voir que
X = jx
P { est un endomorphisme de E .
y 2>y
® € End (E) et ©¢€ End_, (E) car
F F
25 5
.5 5
Pom(x,y) = (Gx, y)
d'ot To®#APoT
2 5 5
me ® (x,y) = (37x7, y7)
par conséquent ht(E) = 2. Un calcul direct montre que A = 6 et Trm=0.

III. - COURBES ELLIPTIQUES SUR @ [1], [4]

I1 est facile de voir qu'une courbe elliptique définie sur @Q admet

plusieurs modeles du type

2 3 2
(21) ytaxytaysxtax taxta

ol les a, € Z et par conséquentou A€ Z.

Un changement de modele multiplie ou divise A par la puissance
12° d'un entier. Donc le signe de A est inchangé. Pour une courbe donnée,

il existe un A minimum et une infinité de modeles ayant ce discriminant.
On peut en choisir un unique en imposant par exemple

2, €{0,1)}
a, € {0, 1}
a, € {-1,0,1}.

On l'appellera modele canonique le discriminant minimum.
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ITI.1. - Si K estun corps de nombres, le théoréme de Mordell-

Weil dit que le groupe E(K) estun Z-module de type fini.

Le rang de E(@) s'appelle le rang de la courbe.

III. 2. - Endomorphismes [8]

Soit E une courbe elliptique définie sur @Q . L'anneau Endﬁ(E) peut
étre isomorphe : - soita Z,
,- 80it 3 un ordre d'un corps quadratique imaginaire, le

nombre de classe de cet ordre étant 1 .

Dans le premier cas, on dit que la courbe n'admet pas de multipli-

cation complexe, dans le second qu'elle admet des multiplications complexes.

Remarque : Il y a treize ordres ayant pour nombre de classe 1.

Ce sont les anneaux engendrés par :
-1+.4/- -1 +/-7
(1 et »/~1) , (1 et J/-2) , (1 et 1+2 3) , (1 et —I?C),

(1 et ___132@)’ (1 et ;%@; , (l et _]‘+2 _43) s
(1 et %ﬂ’ (1 et%@

qui sont des ordres maximaux dans leur corps de fractions et les anneaux

engendrés par

(1 et 2/~1) , (1 et J/=3) , (1 et J/=7)

qui ont le conducteur 2 dans leur corps de fractions et

, -1+3./-
(1 et —1245) qui a le conducteur 3 dans Q{/-3)

IV. - REDUCTION MODULO p (5]

Considérons une courbe E définie sur @ et un modeéle canonique de

discriminant minimal

2 3 2
22 =
(22) ytaxytay=xtax taxta, (aiEZ).
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Pour tout p, soit E_ la courbe définie sur Fp ayant pour équation

1'équation (22) réduite modulo p.

Si pI A, Ep n'est pas une courbe elliptique ; c'est une cubique

ayant un point double. On dit que E a mauvaise réduction en p.

Si p/rA , ce qui est le cas pour presque tout p, Ep est une courbe

elliptique sur ﬁ]F‘p ; on dit que E a bonne réduction en p .

On calcule Ap = # Ep et cp = Tr TTp pour tout p de bonne réduction.

On a, sil'on plonge Trp dans C

+ig
mT=mhmve P avec 0sgsm
et ht(E)zzwe):;—T
P (p>3)P

a) Si E a des multiplications complexes, l'ensemble des p pour
lesquels ht(Ep) = 2 a pour densité %

Par exemple, si E est yz = x3+ 1, elle admet la multiplication

complexe :
X = jx
o |
y » v
donc ht (Ep) =2 @ Endi_-; (E) non commutatif

p
@ﬁow%moﬂ'

© jg FP
® p # 1(3)

et on voit bien ici, 2 l'aide du théoreme de la progression arithmétique, que

la densité des p de hauteur 2 est bien %

C'est a peu pres de cette facon qu'on montre le théoreéme dans le cas

général.
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b) J. P. Serre a montré que si E est sans multiplication compexe,

l'ensemble des p pour lesquels ht (Ep) = 2 .a pour densité 0 .

Une question ouverte est de savoir s'il existe des courbes pour les-
quelles cet ensemble est vide et dans le cas contraire quel est 1'ordre de

grandeur du plus petit p de l'ensemble.

c) Une autre question ouverte est la conjecture de Sato [6] qui dit
que 8i E est sans multiplication complexe, les ep sont équirépartis entre

. 2
0 et M pour la mesure %mn 6de.

d) Il y a encore de nombreuses conjectures sur les cp les plus

célebres sont celles de Birch et Swinnerton-Dyer [7].

[ s
« T .
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