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Séminaire de Théorie des Nombres ‘ 18-01
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T-EXTENSIONS ET INVARIANTS CYCLOTOMIQUES

(Résumé d'un exposé de J.J. PAYAN d'aprés un
travail en commun avec F. BERTRANDIAS)

Soit p un nombre premier impair et K un corps contenant les racines
p-iémes de 1 et de caractéristique différente de p . On dira gqu'une p-
extension abélienne de K est poo-extensible (resp T"-extensible) si elle est
contenue pour tout n entier = 1 dans une extension cyclique de degré pn

sur K (resp si elle est contenue dans une T"-extension de K .

I - APPLICATION DE LA THEORIE DE KUMMER.

S
On note YK (resp @K) le sous-groupe de K formé des o tels

que K(onl/p) soit p -extensible (resp I'-extensible).
1/p . . , .n
Lemme. Pour que Kl ) se plonge dans une extension cyclique de dearé p

. . . %P N (o _
_— ’ _______.____.____g_._ - ’
de K , il faut et il suffit que o € K "y NKn/K(Kn) (ol Kn K(gn) -

, N n ..
racine primitive p -iéme de 1)

NP 3P %
Propriété 1. v_ = N K N (K™)
K neIN Kn/K n

On note 3% le groupe des normes associé a l'extension Km/K' ol

K
K, = U K .
neN
Propriété 2. Si les applications NK /K : @K - @K sont toutes sur-
n+l” n n+l1 n
jectives alors @K.K*p c @K .

Remarque : Dire que dimy ®K/K*lo < » revient & dire qu'il existe un nombre
p

fini de T -extensions indépendantes sur K , Dans ce cas le nombre maximum

SK de T -extensions indépendantes de K est égal a eiimP @K/K-;ep
P
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II - APPLICATION AUX CORPS DE NOMBRES.

On suppose maintenant que K est un corps de nombres.

Lemme. K étant un corps de nombres, si K(al/p) est pm—extensible, K(al/p)/k

est non ramifiée en dehors de p . dimF \}fK/K*p est donc finie.

p

Remarque : La conjecture de Leopoldt sur le régulateur p-adique est vérifiée

pour le couple (p,K) si on démontre que dimF YK/K"Vrp = r2+1 (ot 21r2

p
nombre de plongements de K dans €). Il n'y a pas équivalence comme on

peut le voir sur des exemples !

On montre alors grdce a la théorie du corps de classes local [2] et

au théoréme des normes de Hasse.

Théoréme 1. Si K est un corps de nombres contenant les racines p-iémes

de l'unité, dans lequel (p) est divisible par un seul idéal premier, et dont

le nombre de classes n'est pas divisible par p alors YK = @K = PKK*p (ou

PK est le groupe des p-unités de K) et la conjecture de Leopoldt est vraie

pour le couple (p,K)

Remarque : On trouve facilement des exemples de corps X satisfaisant aux

hypothéses du théoréme sans vérifier celles de Brumer [1].

Dans le cas ol plusieurs idéaux premiers divisent p il semble que
les choses se compliquent notablement. Le résultat suivant donne une réponse

trés partielle.

Théoréme 2. Si K est un corps de nombres galoisien sur @ , contenant le

. o (p) est

. m .. .
groupe des_racines p -iémes de 1 mais pas Mat

divisible par deux idéaux premiers seulement (p) = (pp')® dont on note k le

corps de décomposition et o p ne divise pas h

K -
Alors a) si k est imaginaire, on a dim ‘EK/K*p =r,+2 ou r,tl
h
suivant qu'un générateur 1 de pkk (ot Pp =P Nk et hk nombre de classes
de k) vérifie np— = 1 p]'<2 ou ﬂp—l £ 1 (pk'z) . De plus dans ce cas m =1

. - . m - ,
b) si k estréel et si p ne divise pas e la conjecture de

Leopoldt est vérifiée pour le couple (p,K) .
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La détermination de @K semble un peu plus faciie. Grdce encore
a la théorie du corps de classes local et au théoréme des normes de Hasse

on montre que

Propriété 3. Si K est une extension galoisienne de @ contenant by et

si R PYRE ,pg désignant les idéaux premiers gui divisent (p) et
k1'k2"' .,kq leurs corps de décompositions respectifs alors @K = {aePK [
Pour tout i =1,...,9, N (on)EpZ}

K/ki
Corollaire. Si g =1, @K = PK .
Un cas particulier intéressant est celui ou K = (D(Qm) avec p

proprement irrégulier. Iwasawa [4] nous apprend que dans ce cas les appli-

cations N : - sont surjectives, si on utilise le corollaire
K /K @K @K ] 1
41" "'n n+1

de la propriété 3 on en déduit PK.K""p c ®K . Brumer a montré [1] que pour

ce K la conjecture de Léopoldt est vraie. Il en résulte :

Propriété 4. Si p est réqulier ou proprement irrégulier et K = @ ((;m) '
1 1
KaP) Ke"/P)

~

est T-extensible si et seulement si est "définissable" &

l'aide d'une p-unité. C'est § dire si et seulement si on peut trouver g € P

K
avec a € BK*p .
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