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CARACTERISATION DES ENSEMBLES NORMAUX

par

Gérard RAUZY
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INTRODUCTION

Rappelons que l'ensemble B<c R est dit normal pour la suite

- . sz . od
(\.'tn)nE N de nombres réels, si, la suite () un) est équirépartie modulo 1

nElN
si et seulement si A appartientd B, c'est-a-dire (critére de Weyl) si :
N-1
‘s * ]
A€B équivautd : ¥q€2 = T e(lqu)-> 0 quand Noo
N n-0 n
(en posant e(x) = ez'”r x) .

Un ensemble est dit normal, s'il existe une suite telle que l'ensemble

est normal pour cette suite,

Introduisons alors une définition : nous dirons qu'un ensemble E est

élémentaire s'il existe une suite (fn) de fonctions continues de R dans

n€N
R telles que :

M€EE équivaut a : fn()\) -+ 0 quand n-o.
Le but de cette étude est de montrer la caractérisation suivante :

Un ensemble B est normal si et seulement si :

(i) 0¢B et Vq€Z , qBCB

(ii) B est élémentaire.
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En modifiant légérement la démonstration, on obtient également le résultat

sulvant :

Un ensemble B est normal pour une suite 2 termes dans Z si et

seulement si il posséde les propriétés (i) , (ii) du théoretme précédent et

si de plus on a

(iii) vgeZ g+Bc B.

De la caractérisation donnée résulte que la classe des ensembles nor-

maux est trés large : en effet, de maniére presque évidente un fermé, ou un

ouvert sont des ensembles élémentaires (pour un fermé F on prend

~

fn(x) = distance de x a F , pour un ouvert () on prend

fn(x) =1 - min(1l, nd(x,{Q))
o d(x,K) estla distance de x 2 K).

D'autre part il résulte de la deuxieme partie de cette étude que la
classe des ensembles élémentaires est stable par intersection dénombrable,
Ceci montre que la classe des ensembles normaux est stable par intersection
dénombrable et contient les intersections dénombrables d'ouverts, satisfaisant
aux conditions (i) et (ii) donc en particulier, les ensembles discrets satis-
faisant & ces conditions. On retrouve ainsi les résultats de MM. Dress [1],

Mendes France [3] et Meyer [4]

Dans la troisieme partie de cette étude, nous montrerons que toute
union dénombrable de fermés disjoints est élémentaire : en particulier, tout

ensemble dénombrable satisfaisant aux conditions (i) et (ii) est normal

(par exemple Q).

Enfin, la classe des ensembles élémentaires ne peut étre stable par
union dénombrable, sinon elle contiendrait tous les boréliens ; or, de la dé-
finition résulte immédiatement qu'un ensemble élémentaire est intersection
dénombrable d'union dénombrable de fermés : on sait qu'il existe des boréliens
qui ne sont pas de cette forme. Une légére modification de cette démonstration

montre qu'il existe une famille dénombrable d'ensembles normaux dont la

réunion n'est pas un ensemble normal. Le probleme reste ouvert pour les

unions finies,
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Pour en simplifier la compréhension nous avons divisé cette étude en

trois parties. Dans la premieére partie, nous démontrons :

THEOREME 1. Un ensemble B est normal, si et seulement si, il existe

de fonctions de R dans € , continues, définies positives

une suite (fn)nElN

et telles que fn(O) = 1 pour lesquelles :

AEB & vq€Z £(q)) » 0 gquand noe.
Dans la deuxieme partie, nous montrons le théoreme principal :

THEOREME PRINCIPAL. Si B est un ensemble tel que 0B, B=-B

(B symétrique par rapport & l'origine) les deux propositions suivantes sont

Fd .
équivalentes :

(i) il existe une suite de fonctions continues définies

f
( n)nEIN
et telles que fn(O) = 1 pour lesquelles :

A€EB @ fn(X)aO quand n - ®

(ii) B est élémentaire.

Compte tenu de la stabilité par intersection dénombrable et du fait

que R-{0} est élémentaire, si E est un ensemble élémentaire 1'ensemble
* 212 .

B des x#0 telsque VY q€Z qx€E, estaussiun ensemble élémentaire,

la caractérisation annoncée résulte donc des deux théorepes précédents.

Enfin la troisieéme partie donne une condition suffisante pour qu'une

union dénombrable de fermés soit élémentaire.
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PREMIERE PARTIE

1 - RAPPEL SUR LES FONCTIONS DEFINIES POSITIVES

1.1.- Une fonction f: R - € continue est dite définie positive si pour tout

ensemble A fini de nombres réels, et toute application ¢ de A dans C

on a 1'inégalité :

z f(x-y) c(x) cly) = 0
(x,y)€ AxA
1. 2. - De cette définition résulte immédiatement que toute combinaison linéaire
positive de fonctions définies positives est définie positive : en particulier,
la fonction x - e{ux) étant évidemment définie positive, il en est de méme

des sommes de Wevyl :

1 N-1

2 #*

x»—»Nk‘foe(Xquk) (q € Z%)

relatives a une suite (uk)kGN , ce qui établit la partie directe du théoreme 1.
1.3.- D'apres le théoreme de Bochner [2], une fonction continue est définie

positive si et seulement si elle est la transformée de Fourier d'une mesure

positive de masse totale bornée.

De ce théoreme résultent immédiatement ou presque les lemmes

suivants :

LEMME 1.3.1. Si f et g sont deux fonctions continues définies positives,

il en est de méme de fg . En particulier |fl2 = ff est définie continue posi-

tive,

LEMME 1.3.2. Si f estune fonction continue définie. positive, si K est

un compactde R, € un réel > 0, il existe un entier n21 et une suite

finie (ul, ce s un) telle que :

n
sup | f(x) - & ¢ e(xu )| <e , (c, réels 20).



14-05
En d'autres termes, toute fonction continue définie positive est limite
au sens de la convergence uniforme sur tout compact d'une suite de combi-

naisons linéaires a coefficients positifs d'exponentielles complexes.

1.4. - Nous aurons en fait besoin d'un résultat plus précis qui constitue le

lemme suivant :

LEMME 1.4.1. Soit f une fonction continue définie positive vérifiant £(0)=1,

soient K un compactde R et € unréel >0 . Alors, il existe un entier

N =1 et une suite finie Vo’ v s VN 1 telle que
1 N-1
sup | f(x) - N e(x Vk)l <eg
Démonstration. D'apres le lemme 1. 3. 2, il existe une suite (ul, e un)
et des ckz 0 tels que
n
sup |f(x) - kzil € e(xuk)l <e

x€EK

On peut (quitte & l'agrandir) supposer que 0€K,d'ou

1-3% <
1-3% ¢ <eg
k=1 k

Remplacgant ¢, Ppar dk = ck/(1+t-:) il vient :
)| <e (2+¢) ,

n
sup | f(x) - T d e(xu

e
€K k=1 K k

dkzo et — < T d <1.

Mais alors, si N est un entier > n/e , et si M. estll'entier immé-

k
diatement inférieur ou égal (la partie entitre de ...) 2 Ndk , Oh a
M M
k k 1
€£— < -
0 dk < N + N
d'ou
1 n
sup | f(x) "N X M, e(xuk)l <e (3+¢),
n€eK k=1
1-¢ 1 -
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Soit alors

n n

MO=N-—Z Mk, MOZO, Y Mk:N
k=1 k=0
et, si u =0,
o
n

sup |f(x) —Nl z Mk e(xuk)]<s£2Lls_¥3—+€-2 .
x€K k=0 ©

Pour suite (vk), nous prendrons alors

n-1 n
= i < =
v = u, si b3 Mh k< % Mh (en prenant M-—l 0).
h=-1 h=-1
On a alors N-I
N 2+€e)(3+
sup |f(x) _—I\IT z e(ka)l <e i___l%-(s__g)’
x €K k=0
ce qui acheve la démonstration puisque ¢ Lzﬁll{i—ﬂ—) -0 quand & - 0.
1. 5. - Notations. - Nous appellerons £ l'ensemble des fonctions continues,

définies positives, PO I'ensemble des fonctions continues définies positives,
telles que f(0) =1, et PZ l'ensemble des f EPO telles que, ¥x €R, f(x)=0.
Remarquons que si f EPO ,ona f(x)=1t(-x) et |f(x)| =1, en particulier si

fEP: , f estpaireet, YXER, 0sf(x)< 1.

Si (fn)nEIN est une suite de fonétions de R dans € , nous noterons

!
Z((fn)nEIN) l'ensemble des x€R tels que fn(x) -0 quand n oo,

2 - COMPOSES D'UNE SUITE DE SUITES FINIES

2.1, - Soit v une application de N dans ]N*, et pour chaque n €N , soit

v

( n,v(n)-

définir, de maniére analogue au mixage de F. Dress [1], une suite (Wn)
n

.3 V

o 1) une suite finie de réels & y(n) éléments. Nous allons
2

€N
possédant la propriété suivante :

PROPRIETE 2.1.1, Pour toute fonction bornée f de R dans R :

! v(n)-1 i n-1
lim f(v =lim=— Z f
n-o v(n) k=1 ( n,k) noo N k=0 (Wk)
et
1 v(n)-1 1 n-1
lim —— T f(v ) = 1i = T flw).
\)(n) k=1 n, k — N k=0 k
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Une telle suite (w ) , nous l'appellerons composée des suites

nnelN
(V reo. sV

n, 1 n,\)(n))ne N~

De la propriété précédente résulte immédiatement le lemme suivant :

LEMME 2.1.2. Si (wn nEN est composée des suites (Vn, R ’Vn,\)(n)>n€]N
et si f est une fonction R dans € , la suite de terme général
) v(n)-1
— 7 ,
v(n) K20 f<vn,k) n €N

converge vers zéro si, et seulement si, il en est de méme pour la suite de ter-

me général
) n-1
-— 3 f(w, )
N 120 'k
(On remarque en effet que si f = g+ih, g et h é&tant & valeurs réelles,

la suite correspondante 2 f converge vers zéro si, et seulement si, il en est

de méme pour les suites relatives 2 g et h).

2. 2. - Dé&finition de la composée. - Soit g(n) une suite d'entiers telle que
n-1
Tn€N, g(n)vin)2max((n+1) vinti), (n+1) kZO g(k) v(k)).
Posons G(0) =0 et, pour n21,
n-1
G(n)= T g(k)v(k).
k=0

S pd - - -
Pour G(n) < N < G(nt+1), nous définissons wy €n posant w Vaor

ou r désigne le reste de la division de N-G(n) par wv(n).

En d'autres termes, la suite wy e présente en blocs répétés,

o’ o o 1’ 1’ n n
B R ¢ e
ou Bn - (un,O’ ’un,\)(n)—l) ’
2.3. - Démonstration de la propriété 2. 1.1. - Nous posons
;| Mn)Hl , -l
s(n) = e k§0 f(vn, W o t) == Z £(w, ) -
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Nous supposons que, ¥x€ R, |f(x)| SC, ce qui entrafne, en parti-

culier pour tout n entier, |s(n)] < C et | tn)| scC .

La démonstration résulte immédiatement des deux lemmes suivants.

LEMME 2.3.1. Si a estvaleur d'adhérence pour la suite s, alors a est

aussi valeur d'adhérence pour la suite t.

LEMME 2.3.2 Réciproquement, si a est valeur d'adhérence pour la suite

t, alors il existe deux valeurs d'adhérence b et ¢ de la suite s telles que

a€[b,c] .

Remarquons que la suite f étant bornée, l'ensemble des valeurs
d'adhérence de la suite t est un intervalle (qui est donc, d'apres les lemmes
2.3.1 et 2.3.2, l'enveloppe convexe de l'ensemble des valeurs d'adhérence

de la suite s).

Démonstration du lemme 2. 3. 1. - Soit J un sous-ensemble infini de N
tel que
lim s(n) = a.
neJ
Si n€J,
Wn)-1
G(n+1) t(G(n+1)) = G(n) t(G(n))+ g(n) £ v )
k=0 ™K
d'ou
t(G(n+l)) - G(n) t(G(n)) n g(n)v(n) S(n) ,

G(nt+1) G(n+1)
Les conditions requises sur g impliquent que, lorsque n - ,

____(_LC—n - 0 et _ﬂ_L_j_ann

G(n+1) G(n+1)

- 1.

Si n tend vers l'infini en restant dans J, s(n)= a, donc t(G(nt+1)) - a .

Démonstration du lemme 2.3.2. - C'est la '""substantifique moelle' de l'article

(le théoreme de Bochner n'étant 12 que pour faire joli).

Soit J un sous-ensemble infini de N tel que lim t{n) = a. Soit NE€J,
neJ
il existe n unique tel que G(n) SN < G(nt+l), et n tend vers 1l'infini quand

N tend vers l'infini,


http://ubstanti.fi
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Posons
N-G(n) = qv(n)+ r , avec 0=r <y(n)
et M=G(n)+ qu(n) , diot 0 SN-M< y(n) .
Alors N-1
Nt(N) = MtM)+ & f(w, ),
k
. k=M
soit

2C (n)
| 1) -t(v)] < ¢ By (1 My vy s —2

V
N N N
v (n) v(n)
N G(n)
) tend vers zéro en vertu de la définition de g

Quand N tend vers l'infini dans J ,
v (n)

v(n-1) g(n-1

et par conséquent t(M) tend vers a .

qui est majoré par

et a fortiori par

D'autre part,
Mt(M) = G(n) t(G(n)) + qV(n) s(n) ,

soit encore
G(n) t(G(n))+ g v(n) s(n)
G(n) + qv(n)

t(M) =

La fonction de [O,+or>[ dans R qui a x associe

G(n) t{(G(n)) + xv(n) s(n)
G(n) + x v(n)

est une fonction homographique (!) n'ayant pas de pdle dans cet intervalle,
donc monotone (!!). Il en résulte que t(M) est compris entre s(n) et

t(G(n)).

Or, d'apres la démonstration du lemme précédent, t(G(n))-s(n-1)
est une suite nulle, donc t(G(n)) et s(n-1) ont mémes valeurs d'adhérence.
Si b et c sont respectivement les bornes inférieures et supérieures des
valeurs d'adhérences des deux suites s(n) et s(n-1) quand N parcourt J,

on a bien a € [b,c].

3 - DEMONSTRATION DU THEOREME 1.

On a montré le théoreme dans le sens ''seulement si'" dans le para-

graphe 1. 2. Montrons-le dans l'autre sens.

Soit donc (fn) une suite d'éléments de PO, et soit B = Z((f )

n€N nnEN)°
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D'apres le lemme 1. 4.1, quel que soit n€IlN , il existe un entier

. .. o tell
v(n) = 1 et une suite finie (v 0 Vn,\)(n)wl) elle que
e , V)1 | )
sup |f x) - = z e(xv )
, k +1
€[ -n, n]n \n) =0 n n
(on a pris f=1f K =[-n,n], & = 1 )
n’ ’ n+1l
Posons
) \)(n)—l
gn(x) = o) k}::o e(xvn’ k) ,
alors maintenant
2((8,) ) = B -
Soit alors (wn)nE]N la suite composée, au sens du paragraphe 2, des
suites (Vn,o,. .. ’Vn,\)(n)—l)’ et posons pour tout n=1.
l n
hn(x) "N kZ:1 e(xwk) .

D'apres le lemme 2. 1.2 appliqué & la fonction f telle que £f(u) = e(xu),
pour tout x réel, gn(x) et hn(x) convergent ou ne convergent pas simulta -

pd Pl
nément vers zéro quand n-®, on a donc

= h .
2((g,)_ ) = 2((0)_ eq)
13 ‘ ~ pd ~ = ®
Mais d'apres le théoreme de Weyl, la suite (ka)k eN
tie modulo 1 si, et seulement si, ¥ q EZ* s hn(qx) -0 quand n-»», c'est-a-

est équirépar -

dire si, et seulement si, ¥q € Z', qx appartient 3 B, ce qui acheve la

démonstration.

Remarquons qu'on aurait pu démontrer de la méme maniere le théo-

reme plus général suivant :

THEOREME 1'. Si V est un sous-ensemble de R, un sous-ensemble E

de R est normal pour une suite A termes dans V , si, et seulement

(un)n+€]N
fnéﬁz s fn a spectre dans V , telle que

si, il existe une suite

" (fn)nE]N’
x€EE® ¥q€2, fn(qx) » 0 gquand n- =,

En particulier, si V = Z , il suffit de remplacer '"continue définie posi-

tive'' par '"'somme d'une série de Fourier I cke(kx) avec ¢, >0 et & ¢, =1",
kez kEZ
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En effet, la seule chose éventuellement & modifier est dans la démons-
tration du lemme 1.4. 1, ol on a introduit un M0 , ce qui obligeait a utiliser

des zéros dans la suite v K’ donc dans la suite w
n, n

n
Si 0 € V, on pouvait en fait prendre £ d, =1 en posant
n

k
k=1
dk = Ck/ z ¢ et d'apres un théoreme d'approximation diophantienne simul-
k=1

tanée, il existe N=z=21 et Mk (k =1,...,n) tels que IN dk-MkI <1/(2n),
d'ou n n
IN = d - I Mk|<1/2
. k=1 k=1
soit

n
|N=§Mk|<1/2, dlon T M, =N.

K
k=1 k=1 C.Q.F.D.

DEUXIEME PARTIE

1 - INTERSECTIONS DENOMBRABLES

LEMME. Soit K un ensemble convexe de fonctions & valeurs dans [0, 1] .

Soit (f une suite d'éléments de K . Posons

n,k)(n, k)ENx N

Bn - Z((fn, k)kE IN) et B =1 Bn
nEN
Alors, il existe une suite (f ) de fonctions de K telles que
n'néN
2t ) eg) = B
I1 suffit de prendre
n "j n 'j
fk:(z 271, k)/(2 27),
j=0 Js =0

la vérification est triviale, tenant compte du fait que fj k(x) =20 pour tous

x, j et k.
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COROLLAIRE. En remarquant que

Z((fn)nE]N = 2(( lfn )nEN

et que
z((g) = Z((min(1,g)))

et prenant pour K respectivement l'ensemble des fonctions continues a

valeurs dans [0,1], l'ensemble des éléments de Po+ , l'ensemble des élé-

+ . . i1, 2 . .
ments de Po 2 spectre dans Z , il en résulte la stabilité par intersection

dénombrables des ensembles de la forme Z(( , ou (fn) est res-

f
n)nEIN) n€N n
pectivement une suite de fonctions continues, une suite d'éléments de PO ,

- pd pd + Y
une suite d'éléments de PO , 2 spectre dans Z .

2 - QUIL Y A SUFFISAMMENT DE FONCTIONS DEFINIES POSITIVES

2.1. LEMME - Soient & et )\ deux nombres réels, avec £¢>0 . Alors, il

. +
existe une fonction F \ de Po telle que :

2

(i) ¥x€R, si min{|]x-A|, [x], lx+r [} 2 2¢, Fs )\(x):O ,
(ii) si min {|x-Al, K|, |xnlise, F_,(x)=1/8.

En effet, si Cpa désigne la fonction telle que

Cpe(x) =1 —J'Zl(;L pour |x|=2e, QOE(X) =0 pour |x|>2e,

+
© EP , eton a, en fait,
e o

+oo

sin”e Tu
® (x) = ‘Ja_w > 2 e(ux)dx .
eT u
Si
G, 5 (%) =9 (x)+1/2{® (x-3)+® (x}) ]
e sinz ETTU
= J‘ (1+cos ) u) T e(ux) dx ,
- ET U
comme pour tout u € R, l+cosiu=20, G est continue définie positive.
En outre, 1= G 0)=s 2, t F = G ,
e,x( ) en posan €,A Ge,k /JE,X(O) Fe,x

vérifie bien les conditions du lemme.
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Remarquons que, si I)\| +6e < 1/2, la fonction périodique de période

~
1, Fe,)\ égale 2 Fe,)\

Z , et vérifie des conditions analogues a celles du lemme sur un intervalle de

_I.
sur [—1/2, 1/2] appartient a PO , est a spectre dans
période 1.

2.2.- LEMME. Si F et K sont des ensembles disjoints respectivement

fermé et compact de R, symétriques par rapport 2 1l'origine et tels que 0¢F,

il existe une suite finie (f

+
1418 .
) ,fn) d'éléments de PO telle que :

o
(1) ¥x€F ,v¥k=1,...,N , fk(x):O,
(ii) ¥x€K , 8kef{l,..., N}, f (x)=21/8.

I1 suffit en effet de prendre un réel € tel que

0<2e< inf |x| et 0<2e< inf |x-y|,
x€F (x, y)EFxK

et de prendre un sous-recouvrement fini du recouvrement ouvert de K

(In-e, Atel )7\ €K Si )\1’ e ,)\N sont les centres des intervalles corres-

pondants, on prend alors fn = Fs , et la propriété résulte du lemme pré-

n

’ A

cédent.
Bien entendu, on montrerait de la mé&me manigre un lemme analogue

pour les fonctions définies positives a spectre dans Z .

3 - DEMONSTRATION DU THEOREME FPRINCIPAL

3.1. - Le théoreme étant évident dans le sens '"'seulement si'', démontrons-le
1 i = by 1 -
dans l'autre sens. Soit donc B Z((gn)nEN) ol (gn) est une suite de fonc
tions continues, et supposons que 0 £ B et que B est symétrique par rapport
a l'origine.
Quitte & remplacer g  par h ol hn(x) = gn(|x|) [donc tel que
Z((hn))': Z((gn)):l, nous pouvons supposer g paire.

En outre, comme 0¢ B, gn(O) ne tend pas vers zéro : il existe donc

R > 0 tel que, pour une infinité de n €N , on ait Ign(0)| =R .
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(r)

3.2, - LEMME. Si 0<2r <R, il existe une suite (f ') d'éléments
+ — () n nelN —
de Po , telle que si Br = Z((frl )nEN)’ on ait ;
(i) sipour tout n assez grand, Ign(x)lsr , alors x EBr ,

(ii) si pour une infinité de n lgn(x)l 2 2r, alors x € Br .

Définissons en effet, la suite de fermés (Fn) et la suite de compacts

(Kn) par :
1

n 2

- Fn est l'ensemble des x tel que lgn(x)lsr et IXIZ

- Kn est 1'ensemble des x € [-n,n] tels que lgn(x)l 2 2r .

En vertu des hypotheses sur (gn) et r, F et K sont disjoints,

symétriques par rapport & l'origine et 0 ¢ Fn .

D'apres le lemme 2. 2, il existe une suite (fn EE

+
ments de Po telle que

Tx€F vke{l,..., Nn)}, £ k(x)zo;

3

TxEK gkefl,..., N(n)}, £ k(x)z 1/8 .
(r)

. . r .
Si on prend alors pour une suite f la suite composée de blocs :
n .

.o £ f f o, f R

1,17 1,N(1)” 2,17 """ 7"2,N(2)°’

cette suite vérifie bien les conditions du lemme {compte tenu du fait que

¥x €R de&s que n est assez grand x € [-n,n]).

3.3. - En prenant alors r(n) = 2R/(n+1), il est immédiat que B = N Br(n)
neEN
et le théoreéme 2 en découle en vertu du corollaire du lemme du paragraphe 1,

deuxieéme partie.

De la méme maniére, on montrerait le théoréme suivant.

THEOREME. Si B esttelque 0B, B=-B, et Z+ BcB, alors les

deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) B

1l

+ b .
Z((fn)) avec fnepo 2 spectre éans zZ

(ii) B = Z((gn)) avec g continue.
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TROISIEME PARTIE

Nous démontrons un résultat un peu plus général que 1'union des
fermés disjoints :

THEOREME. Si (F )

est une suite de fermés et si
— n'n€N ~

Yme€ N, INEN telque V¥nzN, anF =g,

alors U F est élémentaire.
neN -

En effet, posons B= U F , G_=(U F )nl-n,+n].
nEN 1 n ko K
Définissons une fonction v(n) en posant y(n) = 0 si l'ensemble des
k tels que Gkn F_ est vide, v(n) est le plus grand des k dans cet en-

semble quand il n'est pas vide.

Quand n~»o, y(n)-» o d'aprés la condition imposée aux fermés (F ),
P P n

n):¢“

Fn étant fermé disjoint de G\)(n) compact, leur distance est stricte-

en particulier dés que n est assez grand anFo =@, et donc Fnﬂ G\)(

- PP . | <
ment positive, nous pouvons donc définir une suite (an)nEN de nombres réels

telle que :

a >0, a =0 quand n-o et Zan est inférieur a la distance de Fn
n n

& 2
a G\)(n) dés que n n

Nous posons alors
min(2qg , d(x, F ))
n n

1
on(X) T a d(x, Gn) ’ f2n+1(x) ! 2a
n n
Soit alors x € B . Il existe n1 tel que x EGnl , donc si n2nl ,
fzn(x) =0,
Par ailleurs, il existe n, tel que, si nzn2 , vin) 2n1 , donc

an Gn =, etla distance de x a2 F_ est supérieure ou égale 2 celle de
1

n
G. a F_, donc a cellede G a F , donca 2q_ , par conséquent
n v(n) n n

I1 en résulte que si n2max(2n1,2n +1) , fn(x) =0, donc

2
Bc Z((fn)).
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Réciproquement, soit x ¢ B. Alors quel que soit n€N, xd Gn . Dis-

tinguons deux cas :

1° Pour une infinité de n, d(x, Gn) za - Alors, pour une infinité de

n, fzn(x) = 1, et en particulier fn(x) ne tend pas vers zéro, donc x§¢ Z((fn)),,

2° D&s que n=2n, , d(x, Gn) < O.n . En particulier, d(x,Gn) -0,

1
comme d(x, Gn) n'est jamais nul (puisque x € B), pour une infinité de n,
on a

d(x,Gn)< dx, G ).

n-1

Deés que n est assez grand, on en déduit

d(x,Fn) = d(x, Gn) <a

0
Donc il existe un sous-ensemble JCN infini tel que, si n€J,

d(x,Fn) < a - Mais alors, pour n€J, f (x)z1/2, fn(x) ne peut donc

2nt+1
tendre vers zéro, et x G/Z((fn)) .

On a donc bien prouvé que B = Z((fn)), c'est-a2-dire est élémentaire.

Terminons par un probléme : En prenant fn(x) = Cp(4nx), ou ¥ est une

fonction périodique continue convenable, il est aisé de voir que l'ensemble

. -k
A des x dont le développement dyadique X € 2 est tel que e,, =0
ksk_ K 2k
3 partir d'un certain rang, est un ensemble éléfnentaire. Il en est de méme
pour l'ensemble B des x dont la développement est tel que 3y = 0 a

partir d'un certain rang, la question est la suivante :

A|UB est-il élémentaire ?
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