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SUITES EQUIREPARTIES ET ENSEMBLES MESURABLES

AU SENS DE RIEMANN
par

Jacques LESCA

§ 1. - Définitions et principaux résultats

1.1. - DEFINITION d'UNE SUITE u -EQUIREPARTIE

Soient X un espace localement compact dénomb rable &
l'infini, U une mesure de M:(X) , 1'ensemble des mesures de Bore]
réguliéres, positives, de norme 1 . Soit u = (un) une suite de
points de X , nous dirons que u est U -équirépartie si pour toute

fonction f de GC(X,R) (ensemble des fonctions réelles continues a
n

support compact), la limite de suite n » 1/n nzl f(ui) existe et vaut

u(f) . "

1.2. - CARACTERISATION DES SUITES u-EQUIREPARTIES

Soit B(X,C) l'ensemble de fonctions définies dans X et

a valeurs complexes, boréliennes et bornées.

Soit Gb(X, C) le sous-ensemble des fonctions continues de
B(X,C).

Soient R(X,C) le sous-ensemble des fonctions intégrables
au sens de Riemann pour la mesure U (en abrégé u-R-intégrable}
c'est-a-dire des fonctions B(X,C) dont l'ensemble des points de
discontinuité ont une p-mesure nulle. R'(X) le sous-ensemble de
R(X,C) constitué par les fonctione caractéristiques a support

compact ; fonctions caractéristiques d'ensembles bornés



/THEOREME A .-/

/ THEOREME B. - /

dont la frontiegre » une b -mesure nulle (ensem‘bles dits
- R - intégrables) .
Nous dirons qu'une sous famille F de B (X. C) est

"suffisante pour la mesure U'" i :

une snite u = (1 ) est U -équirépartie si et seulement s:
n
pour tout f €% on a

lim X f(%)): o (f)

n-ce i=1

Bl

Soit X un espace localement compact dénombrable
a l'infini et u'= (un) une suite de points de X
alors

(1) Les familles C'/C(X,]R) (Par définition),
R (X,C) et R'(X) sont suffisantes pour la mesure Y

(2) Si en outre X posséde une base topologique
dénombrable R (X,T) est la pius grande famille suffi-

sante pour la mesure .

Rappelons qu'un espace localement compact posse-

dant une base topologique dénombrable est métrisable =t

.par conséquent dénombrable 3 1'infini,

Soit X wun groupe abélien topologique localement
compact. Alors la famille I' de ses caractéres continus

est suffisante pour toute mesure W.
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1.2, - EXISTENCE de suites U -éguiréparties

Far in sute none sunnaosons gue » egf un espace
&5 : J

topologigie localermaent compact possedant une base

- dénombrable et mnni d'une mesu~e 1t €M {X}

1
On dasign e le tout par espace-mesure (X, ),
y M
Soit {X,}l4} un espace-mesu+e X  désigne le pro-

™

i duit d'une suite d'espaces identiquas z X et H | la

/ THEOREME C. -/

"mesure produit" de mesurses toutes identiques A K.

o : . . B |
Lia Shift-Transformation ¢ est l'application de X

dans lui m2me qui & x = {%.. %x_, ...} fait correspondre

o (x) = {xz, Ryyoooe : ji'"' el } est;.ne par-
tie finie de N . nous lui faisons correspondre X produit

. J . .
de r copiesde X, X est muni de lz mesure produit

' notée lJ.J ; ( %7 , HJ) est un espase mesure. La projec-

tion P, : X -o'XJ est définie par

LX)

J
P.(x} =P, X, ... = X, . K, ,....%X,
o =By () =

i

P, est une application continue et '"'mesure invariante''.

Soient (X,Ut) un espace-mesure. x = {x ) une suite
) - n

croissante d'entiers et J une partie finie de N.

Alérs pour LlNa presqae tcut n = (xn) G'XNl, Ta

J

J

u -
suite x - P_ (O n (x) ) est LW’ -équirépartie dans X",

Comme corollaire du Théoréme I on obtient, en

. ‘ N .
faisant J={11% et un =n : ""Y4 - presque toute suite

est U-équirépartie . En fait ce dernier résultat pourrait

atre d4duit du théoreme ergodique individuel (car Test

-une application mélangeante et par conséquent ergodique),

"ou alors encore plus simplement de la loi forte des grands

homhbres.

- M N
Si X est compact alors (X , H ) est un espace.

‘mesure,
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/ THEOREME D. - / Si (X,4) est un espace-mesure et si, en outre,

X est compact, si (u_) est une suite croissante d’entiers.
n
u

N . n
alors,pour U4 - presque tout x la suite n- 0 (x)

. N
est Ll:l- équirépartie dans X

(Il semble que, mis 3 par£ le cas ou u =mn. le

théoreme D ne peut 2tre déduit du théoreme ergodique.)

1. 4. - ESPACES PRQDUIT
| Soit (X,u) et (Y,v) deux espaces-mesures, consi-
dérons l'espace mesure (X xY , U x v ). L'espace
Q=(X x Y) Nlmuni de la mesure T = (MUx v) Nlest

2 N

naturellement identifié 3 1'espace produit XNl xY moun.
de la mesure produit uNl b Y

I1 résulte du théoréeme D que, pour T - presque
toute suite ( ( xn, yn) ) de XM x YNl, la suite
n-o(xn, yn) est U x v~ équirépartie. Ce résultat est

précisé par :

/ THEOREME E. - / Soient (X,u), (Y,v) deux espaces-mesures et

y = (yn) une suite -y - équirépartie dans Y .
N
Alors, pour H -presque tout x = (xn) € XM, la suite

n - X, yn) est b x v - équirépartie dans X .

Si Z estun espace localement compact et
f: Xx Y - Z wune application continue, la suite
n- f (xn, yn) est alors équirépartie dans Z pour la
mesure ''image par f de W x v " . Utilisons cette
derniére remarque, nous obtenons par exemple

Si (yn) est une suite de réels équirépartie modulo 1

au sens habituel : (la suite des images dans R /Z est

h- équirépartie, h étant la mesure de Haar ),
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o rd v ” . N
alors la suite woy est équirépartie modulo 1 pour | -presque

toute suite (un) d'entiers positifs, U étant une mesure quelconque

dans l'ensemble des entiers positifs.

A une sous-suite (x , ,) d'une suite (x ) faisons corres-
o(n) n
pondre la fonction caractéristique de l'ensemble de ses indices
({o(n) : n€ N}). L'ensemble des sous-suites de (xn) est ainsi iden-

tifié 3 1'ensemble {0, I}N by désigne la mesure définie danz {0, 1}

par K ({1} =a.

/THEOREME F./ - Soient (X,u) un espace-mesure, (xn) une suite u-équi-

1.

2.

répartie dans X et o un nombre réel Q<g<1).

N . .
Alors ch -presque toute les sous-suites de la suite x

sont U -équiréparties dans X .

1.

GENERALISATION

k) 3* # dési
®n neElWN ,keEN et

gne une matrice infinie de nombres réels non négatifs. On dit qu'une

Soit (X,u) un espace-mesure. A = (

suite x = (xn) de points de X est A-u-équirépartie si, pour toute

k
fonction fEGC(X,C) la suite n—aZ;_ anf(uk) qui existe, converge

1
vers W(f) .
k
Supposons que pour tout n la série fk—l a converge et
t 1i 2% 2K_ 1, alors les théorbmes A, B géné
en outre que 1mn_m k=1 an- , alors le eorémes A, se gén

ralisent sans difficultés pour la A-u-équirépartition.

k -
Si en outre il existe a positif tel que sup";_1 a = 0(n O() ;

alors les théorémes C, D et E etF se généralisent pour la A -u-

’ . e . »
équirépartition.

§2. - Premitgre connexion de Galois

- DEFINITIONS

Soit X un espace topologique localement compact dénom -
+
brable & 1'infini et & 1'ensemble des topologies sur Ml(X) . Consi-
dérons la relation suivante entre une topologie T de G et une

1,’1.;.
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application f de ®=®(X,C) : "L'application u- u(f) est continue pour
T ". Dans le cas ol la relation est vraie nous écrivons 7T.f. '
Si B est une partie de B posons

* ,
B ={te®6 : vf€EB , Tif .

Si T est une partie de

3%
T ={f€B : YTET,

posons
Tif}.

#* " .
(-Les deux application BB et T >T sontabusivement notés de
la méme facon). Les images par ces applications sont dites ""satugée §‘_”
(de B(X,C) oude § ).

Si on restreint ces applications aux saturés on a deux iso-

morphismes inverses de treillis, inversesl'un de l'autre.

-

3
Si B estune partie de B, alors B est un "intervalle

initial fermé', par exemple si B = @c = @C(X[R) par définition
a1
B =[v-[ estl'ensemble des topologies plus fines que la topologie

vague V. ‘
Si T estune partie de’ & , T

3
est un sous-espace vecto-

riel de @ fermé pour la topologie de la convergence uniforme,

Nous dirons qu'une partie B de ® est suffisante si
B* = ’}C , ou si la topologie initiale dans Mt correspondant 2 B est
la topologie vague.

Gk
DETERMINATION DE Z

e
z est la plus grande partie de ® telle que la topologie

initiale correspondante est la topologie vague.

/PROPOSITION A/ - Soit X un espace localement compact dénombrable

a 1l'infini,-alors :

B (= ¢
2 S =0 )

p. 61] l'application u- u(f) est continue pour la topologie vague

1 *4
et par conséquent f GGC Alors GbCGC et

ﬂ** ﬂl-)Hé
Jb C ‘/b . (1)
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3
Prouvons maintenant qu'une fonction de GC est nécegsaire -

ment continue. Soit f une fonction non continue au point XOE X.
Alors il existe ¢ >0 tel que, dans tout voisinage de X il existe x
tel que |f(x)—f(xo)! zcC.

A chaque voisinage V associons la famille ©(V) des
mesures de Dirac en chaque point x de V ou |f(x) —f(xo)l 2c.
Alors ®(V) est une base de filtre dans {5 , filtre qui coﬁverge vers
la mesure de Dirac au point x _pour la topologie vague. L'image
par:l'dpplication u-u(f) de cette base de filtre ne converge pas vers
u ) .

g
Il en résulte que f n'appartient pas a C¢ ; on a donc

e

2 .
C’/C <2y (2)
Les inclusions (1) et (2) entrainent bien 1'égalité des trois
8¢ 3%
ensembles GC NI N H
§3. - Seconde connexion de Galois
DEFINITIONS

+
1

relation entre une topologie TE€ ¢ et une application fe® :

Fixons une mesure uOE M, (X) et introduisons la nouvelle

"l'application u = WU(f) est continue au point W pour la topologie T

relation qu'on écrit T tf . Pour une partie Bc® posons

B°={1€T: V{€B , TLf}.

Pour une partie T de & posons
T°={feB : VYTET, TL{}.

Les remarques écrites dans le paragraphe 2, a propos de
l'application * , peuvent €tre reprises sans grand changement pour
1'application o . Nous nous intéressons aux parties B de ®, telles
que B° :Gcoo (les voisinages de uo pour la topologie initiale cor-
respondante 2 B sont les mémes que les voisinages de W, pour la

topologie vague ).

b
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3.2. - ETUDE DE a:° . DEMONSTRATION DE LA PREMIERE PARTIE

DU THEOREME A

/PROPOSITION B /- c§° = )°°

Démonstration. D'apres Bourbaki [ [1] §5. 3, proposition 7], si

f€ R , l'application u - (f) est continue au point M o siles ap-
plication u - pu(g) sort continues au point “o pour tout ¢ Gc’}h ; ol
ce qui es* équivalent, d'apres la proposition A , si les applications

U > u(g) sont continues au point W pour tout g E’}(‘ . On a donc

R c .
c
0000 O
On en déduit : R°°c QC = O”CO . D'autre part, de R:@C
17 K3 O » ~ - ~ a
on déduit &° > C’/CO , ce qui acheve la démonstration. D
; 00
/PROPOSITION C/ - c =R
. . o o 00
Démonstration., Puisque R' est inclus dans R , R' g =Gc

0o [eTe)
Montronsique R D C
c
1) Soit h une fonction boulienne bornée, nulie en dehors d'un com-
pact et qui vaut o , M _-presque partout, vérifions que h appartient

N RPOO

; 1.
a Supposons |h| bornée par c # 0, et majorons ~h par

une fonction h' de R' qui est nulle U -presgue partout .

+
Pour toute mesure U de M, ona Juh)| su(') . Par hypo-

190 | 1a fonction u - uth'} tend vera

these si T est une topologie de R
0 quand y tend vers W, pour la topologie T .

11 en est de méme des fonctions u » u (-i—h) et u auh).

2) Montrons que si f€ C”/C , £€R°° . 81 f€C, 1'ensemble des o
tels que uo(f_l({cc})) n'est pas nul et 'est au plus dénombrable, son
complémentaire est dense dans R . On en déduit que pour tout ¢
positil on peut trouver g, une combinaison linéaire finie, de fonctions
de R et une fonction h, nulle en dehors d'un compact et qui vaut o

W -presque partout, telles que :



lo-

|f-(g+h) | < ¢

. oo . .
Puisque R’ est fermée pour la topologie de la convergence

uniforme on en déduit que

£ € R'OO.

3) Puisque d'apres 2), C'/CC R'°° on a bien

‘oo 0000 (oY)
A c R = R . U
c

La premiere partie du théoréme A est la conséquence du
théoreme C . La démonstration de la deuxiéme partie du théoreme A

est repoussée au § 5. 3.

3.3. - CAS DES GROUPES ABELIENS. DEMONSTRATION DU THEOREME B

Le théoreme B est conséquence de la proposition suivante

(bien connu en théorie des probabilités quand le groupe X est le
groupe additif des réels).

/PROPOSITION D/ - Soient X un groupe abélien localement compact, T le

groupe topologique de ses caracteres continus et (un) une suite de
+
mesures de MI(X) .
Si la suite (ﬁn) des transformées de Fourier -Sieltjes. conver-

ge ponctuellement vers une fonction f et si f est continue a l'origine,

alors la suite (un) converge dans MI , pour la topologie vague,

vers une mesure dont la transformée de Fourier ~Sieltjés: est f

Démonstration. 1) La sphere {u: HuHSI} est compacte pour la to-
pologie vague v;de la suite u on peut donc extraire une sous -suite
u'r(n) qui converge, pour Vv , vers une mesure | qui est positive et

de mesure au plus égale 2 1.

2) Démontrons que j est de norme 1. Soit K un
voisinage compact de 0 dans I et y la fonction caractéristique de
k . La fonction y est intégrale pour la mesure de Haar h dans T ;

définissons ¥ : X » €, par:
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L6 = [ v() x(¥) d hiy)

¥ appartient 2 CO(X) . Pour une mesure de Borel réguliere vy telle
que |vll<o ona
vix) = [ x(x)dv(x) = [[v(x) x(v) db v dvx = [ x(v) Ay)dh(y) (1)
Puisque Y appartient 3 la
1111111_)& ‘ (u'l.'(n,

et en utilisant (1) on en déduit :

lim ¥ a

Il=>®

M dh) = [x () aly) dhly) .

Grace au théoreme de convergence darinée de Lebesgue, on obtient :

IxW iy) dhy = [ Gy av ,
K

et, par conséquent

J dv)dny . (2)

L £y) dn(y)
k k

Les fonctions f et {J sont continues au point 0 , on déduit

de (2)

La mesure u , mesure positive, est de norme 1 .

3) Démontrons que f estla transformée de Fourier-Sticltjes de
U et que la suite (un) converge vaguement vers i . Il résulte de
la proposition A que, pour tout y €T, LIT (n)(Y) converge vers u(v) ,
par conséquent, ona f =0 . Comme l'application u-J est injective
on en déduit que la suite b ne possede qu'un point d'accumulation

KL ; elle converge donc vers \. []
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§ 4. - Les espace-mesures

- EXISTENCE DE FAMILLES SUFFISANTES DENOMBRABLES.

/ PROPOSITION D /- 8i X estun localement compact et possede une base

topologique dénombrable, alors il existe un sous-ensemble & de

GC = Gc(Xle) qui est & la fois dénombrable, partout dense dans c

et suffisant. @C ‘rauni de la topologie de la convergence uniforme).

4. 2.

Démonstration. L'ensemble des fonctions de X dans IR qui ont

une limite 3 1'infini est séparable (voir Bourbaki [27, §3, n°3).
On en déduit, sans difficuité, que GC est séparable. Il existe

donc une sous-famille & de GC dénombrable et partout denses dans

C

A
Montrons qu'une famille & partout dense dans GC est

suifisante,.

Toute famille saturée de ® est fermée pour la topologie de
¢
la convergence uniforme et par conséquent ¥ qui contient F contient
. L. 4 363 3 3k 3% .
C’/C . D'ou 1l'on déduit que F = F 2C D'autre part, puisque &
c
. 3t 33 3% *3 ]
est inclus dans OC , & contient &€ . On a donc & :GC , ce qui est
c

une caractérisation des familles suifisantes.

il

- LE POINT DE VUE ENSEMBLISTE.

Soient u(u_) une suite de points d'un espace localement
n
. o . . -
compact X muni d'une mesure UE Ml (X). Si M est une partie de X
on note :

1(M;n) =H(un) ; M sn) = card {ifIN: 1SiSn : u.€ M}

n B
N z:i:l X(un)

(x désignant la fonction caractéristique de M).
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On dira qu'une famille F de parties de X est suffisante pou1

la mesure W, sila famille des fonctions caractéristiques correspon-

dantes est suffisante pour la mesure u.

/PROPOSITION E/ - Soient (X,u) un espace-mesure. Alors il existe une

famille d'ouverts de X , qui est dénombrable, qui est une base topo-

logique de X , et qui est suffisante pour la mesure u.

Démonstration. Rappelons que, d'apreés la proposition 1, il existe
une famille & de fonctions de C”/C = GC( ,R) partout dense dans GC
et dénombrable.

Pour chaque f &3 considérons un ouvert précompact Qf , qui
contient le support de f et qui est u-R-mesurable.

D'autre part, considérons une partie dénombrable de R ,

D , qui soitdensedans R et telle que pour tout x EDP , X # 0,

u(f_l({O}) =0. A f associons la famille dénombrable d'ouverts
1

.fo = {efﬂf_ (Ja,b[) : a,b EDp , asb }.

Considérons enfin M' l'union des familles ij , lorsque f
parcourt & et montrons que M' est une base topologique de X .
Soit x un point de X et U un ouvert contenant x ; il existe une
fonction continue h a support compact qui vaut 1 au point x et 0
sur le complémentaire de U . Soit f €% telle que
supXEX{lg(x) -h(x)]}< 1/4 . Soit a,b appartenanta D_ tels que
1/4 < a<i—< ';i?-<b et soit 1'élément de M', f—l(]a,b[) ; c'est un
ouvert contenant x et inclus dans U .

Montrons maintenant que 1 est suffisante pour la mesure y.

Désignons par M , la famille des fonctions caractéristiques des é1é-

ments de M. Puisque McR' on a

e r®® = . (1)

D'autre part si M appartenant 2 (}f , M = efﬂf—l(]a,b[) ,

M est inclus dans une suite d'éléments I\/Irl €G. tels que !

g

-1 - -1,
MnD efﬂf (fa,bl) > efnf (La,b[) .
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On en déduit que la fonction caractéristique de

-1
ef n{ (fa,bl) ,
. N 00
appartient a M .
Comme moo est une algebre fermée pour la topologie de la
convergence uniforme, il est clair que X est inclus dans moo . On

en d éduit

0 _ GCOOC moooo =moo . 2)
Le fait que M' est une famille suffisant pour la mesure [, est
une conséquence de (1) et (2). D
§ 5. - Existence, propriétés des suites U-équiréparties

Image d'une suite p-équirépartie

DEMONSTRATION DU THEOREME C
IMAGE D'UNE SUITE u-EQUIREPARTIE

Il est clair, puisque X‘I est a base dénombrable, qu'il suf-

fit de démontrer pour fE€ (B(XJ,R) que pour uiN -presque tout x :

50 1P (o (%)) = u(f) .

1 _n
n i=1 J

lim
n—-oe I
Nous pouvons supposer que U (f) = 0. Posons

n

2 1f(ai) ’

B =

2, = a,) = (P lo () et v =v (x) -

1) Notre premiere étape va consister & majorer la mesure
u(])N de l'application x - vf(x) . I1 est clair que u(vn) =0 ; il est
clair d'autre part que si ’p—q] =2 Max {xl—x2 :nysn, €Jl=r les
deux applications ap et aq de XlN dans X  sont indépendantes.

J
(Pour deux parties mesurables A et A de X on a alors

- - - P !
uN(apl(Ap)ﬂaql(Aq)) = uN(apl(Ap)) uN(aql(Aq))) et, par conséquent,
e sule ) ul(a ) = 0

On déduit de 13, en posant m = Max{ |f(y)] : yEXJ} :
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2 2

L( 2 fa)fla))sm Z 1S2m n
I<p<n P d lspsn
I€gsn 1<g<n
lp-qlsx

2
On en déduit : uN(V Z)S 2m /n .

n
2) Utilisant 1'inégalité de Bienaymé Tchebychef, nous obtenons
une majoration de la mesure de l'ensemble :
N
Ale)={xex :|v|=ze}:
‘n n 5
N 2m

vl (An)s > 1/n =0 (1/n) (n-o).

3) On en déduit que la sous-suite n-v 2(x) converge vers (
n Do
pour presque tout x . En effet, l'ensemble

lim sup (A_(g)) = {x: lim sup |v ,(x)| >e?} =
n-o n n=e n2 ’

N A ,(e)

s€EN<s n

a pour mesure 0 quel que soit >0 .

4) Prouvons enfin que si v , converge vers 0, la suite v
n - .n

converge vers 0 . Soit, pour n€ N , l'entier r défini par

r2 Sn< (r+1)2 , alors

1 n rZ , T p B ,
v == 3% a=—-"—( T a)+= T a. (1)
n n, i n 2", i n 2 1 .
i=1 r i=1 T
- 2 2 ;| n
| £ a.| <sm((x+1)“-r") , et, par conséquent, — 5 a, tend vers 0
2 1 n 2 i
T £2 r
quand n tend vers +o; X tend vers 1 quand n tend vers 4o,

On déduit de (1) que si v , tend vers 0 quand r tend vers +o ,
n .

v, tend vers 0 quand n tend vers 4o . D
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DEMONSTRATION DI THEOREME D

Soit (X,u) un espace mesure, X compact. Nous devons
N . ™ .
prouver que pour | -presque tout point x ex ,» et pour toute partie

S de X]N qui est uN—@ -intégrable

Jim H(v;S,n)/nzu(])N(S) , (1)

n o

. . PP n
la suite v étant définie par v, =0 (x) .

Posons Jp = {1,2,. .., p}. I1 résulte du théoreme 3. A que,
u

2 N .
pour tout p et pour L _-presque tout x€X  la suite n-Pjy (o n(x))
J ' J P
est U p—équirépartie, dans X P . Montrons que cette derniere as -

u

. £ 5 n N .. :
sertion est équivalenta "¢ (x) U -équirépartie dans X "

. . . N
Soit, en effet, v une suite de points de X telle que pour
tout p, PJ (vn) est u P-équirépartie dans X P . montrons tout
p

. N
d'abord que si K estun compactde X ona:

. N ‘
lim sup {11 (v;K,n)/n} < u (K) . (2)
>0
Posons F, = Pl (P_ (K)); K étant fermé, il est l'intersection da

'T:‘

-
Pour £ positif, on peut donc choisir k de telle sorte que

WE ) sut ) + /2

-

!,
Vi - .
Par ailleurs P. (K) est fermé et puisque X =~ est normal il exicte

- J

kT,

un ensemble 1. , U k -R -intégrable, qui le contient et tel que
Jk Iy
o) e uw NP (K)+e/2.
Tk
-1 N, )

Si M = PJl (N) , il est clair que M contient K , que u (M)su(ll)+c

lim {11 (v; M;n)/n}= uN(M) .

n->om

La relation (2) s'en déduit.

. N ez
Pour obtenir (1) pour une partie U -R-intégrable quelcongque,

il suffit d'utiliser la relation (2), d'une part pour l'adhérenc> de ¥,

L

d'autre part pour le complémentaire de 1'intérieur de F .
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5.3. - SUITES ADJACENTES - FIN DE LA DEMONSTRATION DU

THEOREME A

Soit X un espace métrique (distance notée d ). On dit
que deux suites u = (un) , V= (vn) sont adjacentes si d(un , vn) tend
vers la limite 0 quand n tend vers l'infini. Dans un tel espace une
fonction continue a support compact est uniformément continue. Et

par conséquent :

/ PROPOSITION F / - Soient (X, u) un espace-mesure. Si deux suites

sont adjacentes pour une distance d dont la topologie est équivalente

3 celle de X, sil'une est u-équirépartie il en est de méme de

l'autre.

La seconde partie du théoreme A estune conséquence du

. 00 00 u
résultat: *Si X posséde une base dénombrable, & =R=R8 , consé-

quence de la proposition B et de la proposition suivante.

/ PROPOSITION G/ - Si X, u estun espace-mesure, alors

00
2R
C

grable, alors f n'appartient pas a ccoo

Si f n'est pas WU-R-intégrable, il existe un nombre positif a et
une partie borelienne M de X de mesure positive, tels que pour

tout me€ M
lim sup f(x) - lim inf f(x)>a
X - in X ->MIn

Soit u = (un) une suite de point de X qui est uo-équirépartie et telle

que, si y désigne la fonction caractéristique de M
n

m L - -
lim L 2y (a) = w60 = (M) (1)
(c'est dire que la "densité" des points de la suite qui appartiennent
M éimle uOM ) . Une telle suite existe ; pour s'en rendre compte,

il suffit de reprendre la démonstration du théordme 3. A en "ajoutant"

a la famille ''suffisante'' pour e s dénombrable, la fonction ¥y .
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Un espace localement compact 2 hase dénombrable est métri-
sable. Soit d une métrique dont la topologie est équivalente & celle
de x . A partir de la suite u, construisons deux suites u' et u"
définies ainsi :

Si u £M onprend u' =u" =u

n n n n
Si u €M on prend u' et u'" vérifiant:
n n n
dlu , u' )s1/n , d{u , u" )=
(@, w)s1/n , du_, ' )<1/n
! - f 1Al > .
f(u n) (u 1'1) a

I1 est clair que les suites u' et u' sont équirépartie. D'autre

part, ona 1 n 1 a n
- 1 - n = .
= ‘2 f(u i) " T f(u i) > - .2 X (ui) ;
i=1 i=1
les deux suites , - 1 n
n->— % f(u') et no— T f(u"))
oi=p 2 o=l !

ne peuvent tendre toutes les deux vers p.o(f) puisque

n
lim 2.2 x(ui) = au (M)

n;_; o ) D

5.4. - IMAGE D'UNE SUITE EQUIREPARTIE

Soient X, Y deux espaces localement compacts et f: XY
une application borélienne. Si U est une mesure sur X son image

Lay) .

par f est une mesure notée fu (fu(A) = u(f

Nous obtiendrons

/ PROPOSITION H/— Soient (X,u) un "espace-mesure', Y un espace

topologique localement compact et f: X »Y une application borélien-

ne. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(a) Pour toute fonction g € GC(Y, C), gof est u-R-intégralbe .
(b) Pour toute fonction g, fu-R-intégralbe, g.f est u-R-intégrable

(c) Pour toute fonction g caractéristique d'une partie de Y,

f y-R-intégrable, gof est u-R-intégrable ;
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(d) Pour toute suite u = (un) de points de X qui est p-équirépartie

son image fu = (f(un)) est fu-équirépartie.

Démonstration. Les implications schématisées par :
(b) = (a)
(c) = (d) sont évidentes.

Prouvons, pour achever la démonstration :

non (b) = non (d) .

Soit g et fu-R-intégrable telle que g .f n'est pas U-R-in-
tégrable. Mais d'apres la proposition G, il existe une suite de points

de X, u quiest y-équirépartie et telle qu 'on n'a pas
lim & g(f(w)) = u(gef) = fug) .

La suite fu n'est pas fu-équirépartie. ]

5.5. - SUITES UNIFORMEMENT EQUIREPARTIE

Soient (X,u) un espace mesure et u = (un) une suite de

points de X .

Nous dirons que la suite u est uniformément p-équirépartie,

si, pour toute partie M, u-R-intégrable, la suite n -T(M;N, N+n)/n
converge vers W(M), uniformément par rapporta N .

Existe-t-il toujours des suites uniformément réparties dans
un espace mesure (X,u) ? Si X est un groupe, abélien compact
monothétique , et u la mesure de Haar dans X la réponse est oui.
Il est clair aussi que si (X,u) et (Y,v) sont des espaces
si f: XY conserve la mesurabilité et est telle que pour toute
partie mesurable A de Y, u(f—l(A)) = y(A) ; s'il existe une suite de
points de X uniformément g-équirépartie, son image par f est
une suite de points de Y uniformément-v-équirépartie.

Si U est mesure de Dirac 6a , la suite u =a est uniformément
b -équirépartie, c'est dire cue U -presque toutes les suites sont uni -

formément équiréparties. Cependant
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/ PROPOSITIONI / - Si (X,u) estun ""espace mesure' et si |y n'est pas
N

. N
une mesure de Dirac, alors pour U -presque tout x = (x )€ X
n

la suite (xn) n'est pas uniformément u-€quirépartie.

Démonstration. Nous mettrons en évidence 1'existence d'une partie

N . . . .
D de X qui ne contient aucune suite uniformément l-équirépartie

N
et dont la mesure U est 1.

Soit A un ensemble y-R-intégrable tel que O<u(A) < 1.
I1 résulte de la démonstration du théoréme C que, pour tout n €N ,

x la propriété

N
pour U -presque tout x = xl, AR
P(k,n):xk_HEA, xk+2€A, R S

n
(VO:N))] ° . On en déduit que l'ensemble D de x € X]N tels que

€A a lafréquence égale a

pour tout n il existe k de telle sorte qu'on ait la propriété P(k,n)
est un ensemble de mesure 1 .

D ne contient aucune suite uniformément u-équirépartie car
pour une telle suite il existe n_ = pour lequel la propriété P(k, no)

n'a: . jamais lieu. D

5. 6. - CONDITIONS MINIMALES D'EQUIREPARTITION

On peut, dans certains cas déterminer des familles B de
fonctions fournissant un systéeme de conditions nécessaires et suf-
fisantes pour 1'équirépartiton d'une suite, familles qui :sont

minimales.

/ PROPOSITION E / - Soient X un groupe abélien compact, I' le groupe

de ses caracteres continus et I'' un sous-ensemble de T tel que
- Le caractere trivial n'appartient pas a Y’
- 8i y estun caractéere non trivial et y son caractere conju-

gué, un et un seul des deux caractéeres vy, Y appartient 2 T'.

Alors T' est une partie suffisante pour la mesure de Haar h,

qui est minimale.
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Démonstration. Il est clair que T'' est une partie suffisante pour la
mesure h puisque I" est une partie suffisante pour la mesure h.
Considérons Yo ET" et TV =T'\ Yy - T" n'est pas une partie suf-
fisante fle B(X,C) ; en effet, nous allons vérifier qu'il existe une
mesure |l , distincte de la mesure de Haar h telle que, pour tout

y €T" , d(y) = h(y) . Alors comme il existe une suite u,u-équiré-
partie, cette suite vérifie la condition lim % % y(un) = h(y) , pour
tout y €T ", elle n'est pas cependant h-équirépartie.

Considérons en effet la mesure v définie a 1'aide de la fonc-

1 - -
tion réelle positive T (v +v ) ( v, est le conjugué de yo)

2o o
(dy = El-(yo(x) +ﬂ)(x)) dh(x)) alors on vérifie facilement que
u=h+vy

est telle que a(Y) = H(Y) =0 (Y € I«ll) , tandis que

N |~

uly ) = ﬁ(Yo) +

N fr—
o |

§ 6. - Espaces produit

6.1. - FAMILLES SUFFISANTES DANS UN ESPACE PRODUIT

/ PROPOSITION F / - Soient (X,u), (Y,v) deux espaces-mesures et
}

[ resp. 7] une famille d'ouverts de X , dénombrable et suffisante

pour la mesure U [ resp. v ], base topologique de X [resp. Y ].
Alors M={UyxV :U€Y, VEVY} est une base topologique dénombrable

de Xx Y, suffisante pour la mesure Ux V.

]_;)_éfrzgrzs_t_r_a_técgr_l._ M est une base dénombrable de X x Y , montrons
qu'elle est suffisante pour la mesure yVv . Soit une suite u = (u )
n
de points de X x Y telle que pour tout M =Uyx VE M :
m {IM,n)/n}=pU. vwW =uxv(M) . (1)
n-oeo

I1 est clair que la relation (1) reste vraie pour l'algebre de Boole

engendrée par la famille M et en particulier, qu'elle est vraie
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lorsqu'on remplace M par une union finie d'éléments de la famille N .

Soit 8 un ouvertde XxY . 6 est couvert par les éléments
de la famille M qui sont inclus dans © . Il s'en suit que pour tout
e>0 il existe une union finie S d'éléments de M tels que S>0 et
u(6'-S) <e . On en déduit que :

lim inf {1 (6;n) / n} = ugw (© . (2)
n-o

Si enfin A est une partie de XxY dont la frontiere est de
mesure nulle, on déduit, de la propriété précédente appliquée d'une
part a l'intérieur de A et d'autre part a 1l'intérieur de son complé-

mentaire :

lim (D(A;n)/n) =puxv (A).

n-»xo

La famille M est donc bien suffisante pour uxv.

DEMONSTRATION DU THEOREME E

Utilisons % [resp. ¥ ] une famille dénombrable suffisante
pour la mesure M [resp. v ]. Pour qu'une suite un = (xn s yn) soit
ux v équirépartie, il faut et il suffit que pour tout V €7 la suite des
indices (ni) tels que ynEV ait la fréquence WV), et que, la
sous suite i- x soit y-équirépartie dans X'.

i

Or par hypothese, la premiére condition est remplie.

v fixé, la seconde condition l'est pour uN -presque tout x = (xn) de
XlN d'apres le théoreme 3. A.

Puisque la famille ¥ est dénombrable, la fin de la preuve

est immédiate. E[
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6. 3.

DEMONSTRATION DU THEOREME F

Soit a un point arbitraire de X . Définissons

1'application continue f de {0,1}x% X dans X par
f(0,x) = a f(1,x) = x

La fonction f est continue et l'image par f de la mesure vy = uaxu
est la mesure £(y) = (1-a) 6a+ au , ol 6a désigne la mesure de Dirac
au point a .

Alors d'apres le théoreme E , (uq)lN—presque toutes les suites
(yn) de (0, I)N sont telles que (yn,xn)b est y-équirépartie, et par

conséquent la suite n-f (yn , xn) est f(y)-équirépartie

D'autre part, pour uaN—presque toute suite (yn) , O
a la "fréquence' 1-0 . On déduit des deux derniers résultats, que
pour ulz-presque sous -suite de x est u-équirépartie dans X ;
on vérifie, facilement, en effet, que si une suite est y-équirépartie
et qu'elle contient une sous-suite de densité 1-qo, éa équirépartie,

la sous-suite constituée par les ''termes restants'' est p-équirépartie.
1% q P

i

-ttt -
o T ™.
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