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8-01 Séminaire de Théorie des Nombres 
(J. LESCA) 

Année 1 9 6 8 / 1 9 6 9 , n° 8 31 Janvier 1969 

FONCTIONS ANALYTIQUES DANS LE COMPLEMENTAIRE 

D'UNE FAMILLE DE DISQUES 

par 

Yvette AMICE 

K désigne un corps valué complet non discret et algébriquement 

clos, A son anneau de valuation, 3JI l'idéal maximal, k le corps résiduel 

et p la caractéristique résiduelle. 

Problème. 

Etant donnée une série formelle convergente f = ?, a X n Ç K [ [ X ] ] , 
n£ 0 n 

peut-on, par des conditions sur la suite ( a

n ) > exprimer le fait que f est 

la série de Taylor à l'origine d'une fonction analytique au sens de Krasner 

dans un domaine quasi-connexe donné ? 

On sait [3] qu'une fonction qui est analytique dans un disque cir-

conférencié mais qui ne l'est pas dans un disque ouvert plus grand n'est 

pas prolongeable hors de ce disque. On peut donc se limiter aux séries dont 

le disque de convergence est non circonferencié, et, par homothétie, se 

ramener à celles dont le rayon de convergence est 1 . On sait de plus 

qu'une fonction analytique dans un disque non cir conferencié et prolongeable 

hors de ce disque est bornée. Nous allons donc étudier la question suivante. 
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Soit A un domaine quasi-connexe de K , A 1 1 5 ^ > soit H ( A ) l'e space  

des fonctions strictement analytiques sur A (muni de la topologie de la con­ 

vergence uniforme sur A ). Soit S £ l'espace des suites bornées à  

valeurs dans K . _Si f Ç H ( A ) , soit T f sa série de Taylor à l'origine et 

a(f) la suite des coefficients de T f , déterminer a(H(A)) = S . 

1. Le cas le plus simple 

Soit A Q = CK(1+5R) = {xÇKJ|x-l|£ 1} et soit H Q ( A q ) le sous-espace 

de H (A ) constitué des fonctions nulles à l'infini. On sait que H (A ) est o o o 
un espace de Banach pour la norme de la convergence uniforme sur A > 

—k 
et admet une base normale (e v ) où e (x) = (l-x) 

Autrement dit, toute fÇ H^(A O ) admet un développement unique 

f(x) = E —— r̂' uniformément convergent sur A et tel que 
k ï 1 ( 1 - x r ° 

||f|| = Sup |f(x)| = sup |X | . 
xÇA k S 1 o 

T e.(X) = l (-l) n (-n k ) X n = r / ^ i 1 ) X n . 
k 0 n£ 0 K 1 

donc a(ek_) e s t * a s u i t e â " : n -» ( ^ ^ 1 ^ = a ^ ( n ) • 

Soit E = C ( 2 , K) l'espace des fonctions continues sur Z , à 
P P 

valeurs dans K , muni de la norme de la convergence uniforme sur 2 
P 

Si aÇ E , sa restriction à W, est une suite a bornée à valeurs dans K , 

et IL a est une injection isométrique de E dans un sous-espace fermé 

de S (S est muni de la norme a = Sup la I ). 
1 n 1 n ! 

Soit SC (suites continues) l'image de E par cette injection. 
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On sait [ l ] que les fonctions x ( X + ]^l / ) > k^ 1, sont une base 

normale de E : ce sont en effet les polynômes d'interpolation sur la suite 

u = - ( l+n) , qui est très bien répartie. Donc les suites a , , a^(n) = } ) , n k k- 1 ' 

k^ 1, sont une base normale de S C . Ceci prouve que S = a(H(A ) ) = SC 

et que a est un isomorphisme d'espaces de Banach de H (AQ) sur SC. On 

peut donner une autre formulation de ce résultat. 

PROPOSITION 1. Pour que la série formelle S a X n soit la série de 
a_ n 2 > 0 n  

Taylor à l'origine d'une fonction f analytique dans le domaine : 

A = f xÇ K | | x - l | M } , 

et nulle à l'infini, il faut et il suffit que n -» (n^ 1) soit prolongeable 

en une fonction continue sur 2 . Alors 
— p • 

||f|| = Sup |f(x) | = SUD |a 1. 
x€ A n^ 0 n 

o 

2. Complémentaire d'un nombre fini de classes entières modulo 3JI 

Soient maintenant D. = a. +2R, i = 1 , . . . , n , des disques ouverts 
i l 

disjoints différents de 3R (c'est-à-dire tels que la. - 1, | a . - a . | = l ) et n n ^ 1 i 1 1 i j 1 

soit A =1 U D. et H (A) l'espace des fonctions analytiques sur A et nulles 
i=l 1 p ° 

à l'infini. Si D'̂  = | D „ , on sait que H (A) est somme directe des espaces 
H (D'.) c'est-à-dire que toute fg H (A) s'écrit de façon unique o i o 

n 
f = E f. où f. € H(D'.). 

i=l 1 1 1 

m. 
Pour i=l, 0 . . , n , il existe m. tel que a. 1 € 1+3K, donc il existe 

1 1 

m tel que pour i= 1 , . . . , n â  € 1 . Soit Z une racine primitive 

m-ienne de 1, il existe k^, a o 9 , k^ distincts tels que pour l ^ i ^ n 
-k. 

a +ÏR = Z 1+SDl. 
i 
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m-1 
Soit SOI. = Z - J+îm, A. = r3Ï I . , A ' = fi A- » on a donc 

J J L J j = 0 J 

m-1 
A ' £ A , H (A ' ) = © H ( A . ) , 

° j=0 ° J 

et H Q ( A ) = | j H Q ( A K ) . 
1 

Nous allons caractériser S^,, puis nous obtiendrons une caractérisa-

tion de S* comme sous-espace du précédent. On sait que H ( A . ) admet les 
A . j -k ° 3 

fonctions ( e , . ) . , . , où e . . ( x ) = ( l - Z x ) comme base normale. Or 
k, y k£ 1 k, j 

a ( a k J ) ( n ) = ^ ( k « ; > ) . 

m-1 
Donc si fÇ H (A), f = E f. où f.CH ( A . ) , 

o j=0 J J ° J 

f. = T. X . . e . , alors 
J k s i k>J k 

a(f) (n) ^ Z n j T, \ . 
j=0 k H k ' J 

Autrementd.it, soit (SC)^ le sous-espace de S constitué des suites 

n -. a telles que " n-. Z ~ n J a " É S C , on a : n n 

S, = (SC). e t , 

m-1 
SA' = j?0 < S C ) j ' 

Donc la suite a ê S . si et seulement s'il existe des fonctions continues 
A 

(V-îfw-^ ' cp.€E, telles que 

a = S Z n j ç p . ( n ) . 
0£j<m J 

http://Autrementd.it
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On peut encore caractériser autrement ces suite s. En effet, si 

a € S6' ' soit, pour 

Alors 

(1) 

O:s; r < m ,u la sui te 
r 

n ~ u (n) = a 
r r+nm 

u. (n) = L zrj cp. (r+nm) , 
r O:S;j<m J 

donc u E SC 
r 

Réciproquement si u €SC, O:S;r<m , soit li E E sonprolonge-
r r 

ment continu à ~ , et soit, pour O:S; j < m 
p 

(2 ) é,O.(t) 
J 

_ l L z-jr u (t-r) 
m r m 

O:S;r<m 

t-r 
alors 'êP.E E (car (m, p) = 1). De plus t ~ -- est une isométrie de ~ 

J m p 
donc, si (SC)(m) désigne le sous-espace de S constitué des suites a tel-

les que si n ~ u (n) = a ,u E SC, les formules (1) et (2) montrent 
r r+nm r 

que S6' = (SC)(m) 

De plus, si fE H O (6') , f = L . f., f. = 0 si et seulement si co. don-
O:S;j<m J J J 

née par (2) est nulle. D'où la 

PROPOSITION 2. 

6' =[\/ (Z-j +!m). 
FO 

gine d'une fonction 

(i) pour o:s; r< m 

Soit Z une racine primitive m-ième de 1 et 

Une série formelle LOa Xn est la série de Taylor à l'ori­
~ n 

f E H (6') si et seulement si 
o 

les suites n~ u (n) = a 
r r+mn 

, n ~ 0 , sont prolongea-

ble s en de s fonctions li continue s sur Z 
r p 

(ii) S'il en e st ainsi, 
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Soit { k , . . . , k n ) £ [0, m-1] et soit 

C n ~ki 
A =[ U ( Z +SDI), A 2 A ' . 

i=l 

Pour que f Ç H Q ( A ) , il faut et il suffit que pour j ^ { k ^ , . . . , k ^ } , 0^j< m , 

çp.(t) = E Z " j r u ( — ) = 0 . 
1 „ r m J 0£r<m 

(iii) Si f Ç H (A 1 ) , f = S f., f/e H ( Z J+ m ) , 
— o j = 0 J J ° 

On a ||f || = Sup | & ( t ) | , 
J t€Z 

P 
où cpj est donné par la formule (2). 

Par exemple, soit \ un caractère multiplicatif de 2 dont le conduc­

teur est f = m p h , h ^ 0 , (m, p) = 1, m / 1, alors S ^ffi X n , où k 
n^ 1 n 

est un entier quelconque, est la série de Taylor à l'origine d une fonction 

analytique dans le complémentaire de la réunion des Z ^ où Z ^ par­

court l'ensemble des racines primitives m-ièmes de 1. 

3. Généralisation 

Soit A un quasi-connexe fermé de K contenant 0 et oo , Nous 

dirons que A est un "bon" quasi-connexe si son complémentaire A1 est 

réunion d'une famille de disques ouverts D\ dont le rayon r̂  est la dis­

tance de D. à 0 . Alors H (A) est somme directe des espaces H (D . ) , 

î o r o 1 
où D. =^D' . . On déduit à peu près immédiatement de la proposition 2, la 
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PROPOSITION 3. Soit £ a X n une série convergente, pour qu'elle 

soit la série de Taylor à l'origine d'une fonction f analytique dans un "bon" 

quasi-connexe A et nulle à l'infini, il faut et il suffit qu'il existe une suite 

( 0 . ) . . , 0 . Ç K , une suite rn., m.Ç N , ( m . , p) = 1, et des fonctions î î^ l î î î î 
continues sur 2 

P 

m , 0 ^ r . < m „ , i^ 1 , tels que 
. . î î 3  

i, i 
lim ( sup 19 ? n CP (n)|) = 0 , et 
j - œ n J 

n-r. (n) 
a = s e : n CO (n), j (-—J - ) , 
n I r j m j 

où r.(n) désigne le reste de n modulo m . . 
— J & J 
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