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FONCTIONS ANALYTIQUES DANS LE COMPLEMENTAIRE

D'UNE FAMILLE DE DISQUES

par
Yvette AMICE

K désigne un corps valué complet non discret et algébriquement
clos, A son anneau de valuation, M 1'idéal maximal, k le corps résiduel

et p la caractéristique résiduelle.

Probleme.
Etant donnée une série formelle convergente f =7 a Xn€ K [[x]],
=20
peut-on, par des conditions sur la suite (an) , exprimer le fait que f est

la série de Taylor a l'origine d'une fonction analytique au sens de Krasner

dans un domaine quasi-connexe donné ?

On sait [3] qu'une fonction qui est analytique dans un disque cir-
conférencié mais qui ne l'est pas dans un disque ouvert plus grand n'est
pas prolongeable hors de ce disque. On peut donc se limiter aux séries dont
le disque de convergence est non circonférencié, et, par homothétie, se
ramener a celles dont le rayon de convergence est 1~ . On sait de plus
qu'une fonction analytique dans un disque non circonférencié et prolongeable

hors de ce disque est bornée. Nous allons donc étudier la question suivante.
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Soit A un domaine quasi-connexe de K, AD M , soit H(A) l'espace

des fonctions strictement analytiques sur A (muni de la topologie de la con-

. i N . £
vergence uniforme sur A). Soit SS K 1l'espace des suites bornées a

valeurs dans K. Si f€ H(p) , soit Tf sa série de Taylor a l'origine et

a(f) la suite des coefficients de T f, déterminer a(H(p) =S

A

1. Le cas le plus simple

Soit b, = [;K(1+5Jl) = {x€K “x-liz 1} et soit H_ (AO) le sous-espace
de H (AO) constitué des fonctions nulles 2 1'infini. On sait que HO(AO)' est

un espace de Banach pour la norme de la convergence uniforme sur Ao ,

ou e, (x) = (l-x)—k.

et admet une base normale (ek) k=1 K

Autrement dit, toute {€ HO(AO) admet un développement unique

)
flx)=¢% -——IS—E uniformément convergent sur A et tel que
k21 (1-x) ©
£l = sup |i(x)] = sup |-
x€ A ka1
o
Or, kt+n-1 n

n -~k n
Te ()= 3 (DPE) XM=z (0 X7

k+n-1 k

k
donc afe est la suite a :n - ( k-1 ) =a (n).

)

Soit E = C(2Z , K) l'espace des fonctions continues sur Zp , a
valeurs dans K , muni de la norme de la convergence uniforme sur 2Z
Si 3€ E, sa restriction @ N, est une suite a bornée & valeurs dans K,
et 2 - a estune injection isométrique de E dans un sous-espace fermé

de S (S est muni de la norme \\aH = Srlllp ‘anl ).

Soit SC (suites continues) l'image de E par cette injection.
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On sait [1] que les fonctions x - (X+1]::11) , k=21, sontune base
normale de E : ce sont en effet les polyndomes d'interpolation sur la suite
u =- (1+n) , qui est trés bien répartie. Donc les suites a ak(n) = (k+1?_-11) ,
k=1, sont une base normale de SC . Ceci prouve que SA = a(H(Ao)) = SC

et que a est un isomorphisme d'espaces de Banach de H?Ao) sur SC. On

peut donner une autre formulation de ce résultat.

PROPOSITION 1. Pour que la série formelle T aan soit la série de
nz 0

Taylor 2 l'origine d'une fonction f analytique dans le domaine :

AO:{XGK‘ lx-112 173,

et nulle a 1'infini, il faut et il suffit que n - a_ (n2 1) soit prolongeable

en une fonction continue sur Z . Alors
Y

1| =X€81A1p | f(x)] = Sup |a_].

n2 n

2. Complémentaire d'un nombre fini de classes entieres modulo T
Soient maintenant Di = G,i-i-fm ,1i=1, ..., n, des disques ouverts
disjoints différents de M (c'est-a-dire tels que Iai‘ =1, lai- (le =1) et

n

soit A :[U Di et HO(A) l'espace des fonctions analytiques sur A et nulles
i=1

a l'infini, Si D'i:EDi , on sait que HO(A) est somme directe des espaces

HO(D‘i) c'est-a-dire que toute f€ HO(A) s'écrit de fagon unique

n
f= T f ou f€HDY,

i=1 *
: m,
Pour i=1, ... , n, il existe m, tel que a, e 1+4M , donc il existe
m tel que pour i=1, ..., n a:né 1+ . Soit Z une racine primitive
m-ienne de 1 , il existe kl’ cee s kn distincts tels que pour 1<i<n
-k.

on,1,+E)ZTt:Z Ty,
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Soit M, = Z-J+‘.m, A,:[‘.m. , A'"=/ A , onadonc
J J J =0 J
J_
-1
1 1y =
ML, H(AY) . HO(AJ.) ;
j=0
n
et H (8) = 8, HO(Aki)

Nous allons caractériser SA' , puis nous obtiendrons une caractérisa-

tion de SA comme sous-espace du précédent. On sait que Ho(Aj) admet les

3 N - _ ] 'k
fonctions (ek,j)kzl , ou ek’j(x) = (1-2'x) comme base normale. Or
nj k+n-1
aley ) () = 27 (710
m-1
Doncsi fe H{pA), f=%¢ f. ou f{.&€H (A) ,
S =T €5 )
f.=% X, .e , alors
Jr21 kJ K
m-1  pj k+n-1
a() () = = 27 3 A (R0

i=0 k=1 K

Autrement dit, soit (SC). le sous-espace de S constitué des suites

C )
n - a_ telles que "noZ ™Ma "€SC, ona:
n n
S =(SC). t,
A ( )J e
J
m-1
s =8 (SC),
A" j=0 J

Donc la suite aéSA, si et seulement s'il existe des fonctions continues

)

(2 ) ijé E , telles que

j  0<j<m

ni
a_ = Yy Z Jcp,(n)
0<j<m )
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On peut encore caractériser autrement ces suites. En effet, si

aé€ SA' , soit, pour 0<r<m, u la suite
n- u (n) = a
r r+nm
Alors
(1) u.(n)= 5 Z7g (r+nm), donc u € SC.
r . r
0<j<m
Réciproquement si u_ €SC, 0Ssr<m , soit ﬁre E son prolonge-

ment continu a Zp , et soit, pour 0 <j<m

~ 1 -j t-
@) B0 £ 27
J 0<r<m

alors $.€ E (car (m,p)=1). De plus t - t—;-n}.- est une isométrie de Zp ,

donc, si (SC)(m) désigne le sous-espace de S constitué des suites a tel-

les que si n -+ u (n) =a , u €SC, les formules (1) et (2) montrent
(rn)r r+nm r

que SA'= (sc)" .

De plus, si feH°(A'), f= ¥ f., f.=0 sietseulement si ., don-
0<j<m J J J
née par (2) est nulle. D'ol la

PROPOSITION 2. Soit Z une racine primitive m-iéme de 1 et

' i s

A' =[ "UO(Z J+9)'l). Une série formelle ngoaan est la série de Taylor a 1'ori-
J:

gine d'une fonction f¢€ HO(A') si et seulement si

i our 0<r<m les suites u (n) = a , n2 0 , sont prolongea-
(i) pour les suites n~ u (n)=a prolong

bles en des fonctions Tir continues sur 2

(ii) S'il en est ainsi,
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Soit {kl, cee kn} c [0, m-1] et soit
n _ki
A :[TU (z “+M) , A=2A
i=]
. : . . <ic
Pour que f€ HO(A) , il faut et il suffit que pour j ¢ {kl, cees kn] , 0<j<m ,
~ 'jr t-r
g{t)= T 27w ()= 0.
. Osr<m
m-1 o
(i) si feH (8, =% £, feH ([Z04m),
- o I j o
j=0
On 2 )l = sep 301
te 2
P

ol aj est donné par la formule (2).

Par exemple, soit ¥ un caractere multiplicatif de Z dont le conduc-

h N
teur est f=mp , h#0, (m,p)=1, m#1l, alors Z-X%lxn,ouk
nzl n
est un entier quelconque, est la série de Taylor & l'origine d une fonction

analytique dans le complémentaire de la réunion des z7lim on 2z par-

court l'ensemble des racines primitives m-iemes de 1 .

3. Généralisation

Soit A un quasi-connexe fermé de K contenant 0 et oo . Nous

dirons que A est un '"bon'' quasi-connexe si son complémentaire A' est

réunion d'une famille de disques ouverts D‘i dont le rayon r. est la dis-
tance de Di a 0. Alors HO(A) est somme directe des espaces Ho(Di) ,

ou D. :[D’i . On déduit a peu pres immédiatement de la proposition 2, la
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PROPOSITION 3. Soit 5 a X"
nz0 o
soit la série de Taylor a l'origine d'une fonction f analytique dans un ''bon'

une série convergente, pour qu'elle

quasi-connexe A et nulle 3 1'infini, il faut et il suffit qu'il existe une suite

(8.)

i1'iz21
continues sur Z

, 9,€K , une suite m, , meEN, (mi , p) =1, et des fonctions

< < 12
cprii , 0sr.<m.  , izl , tels que
lim sup]@._ m)]) = 0, et
j T,
jooo 1 Js)
n n-r, (n)
a =% 8. @ (@, ——,
n 21 J r. m.
J ] ]

ou rj(n) désigne le reste de n modulo m, .

PO T G . .

BIBLIOGRAPHIE

(1] Y. AMICE. - Interpolation p-adique. - Bull. Soc. Math. Fce. 92,
1964,

[2] L. GRUSON. - Algebres de Banach ultramétriques. Journées Poitou-
Aquitaine de la SMF, - Poitiers - Juin 1966.
[3] M. KRASNER. - Prolongement analytique uniforme et multlforme

dans les corps valués complets. Colloque CNRS -
Clermont-Ferrand, 1964.



