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Nous nous proposons de faire une liste des propriétés les plus sail-
lantes de singularités rationnelles de dimension 2. Pour pallier la sécheresse
d'une telle liste, nous donnons quelques démonstrations, sans essayer d'étre

systématiques, mais en développant deux themes : d'une partie le cycle fonda-

mental (pour cette partie nous suivons de pres les articles d'Artin [2,3] et
et Tjurina [27]) ; d'autre part les liens des points doubles rationnels avec
les systemes de racines. Nous avons essayé de donner suffisamment de référen-
ces pour que le lecteur puisse trouver sans difficulté les démonstrations man-
quantes.

Pour simplifier 1'exposition, nous travaillons sur un corps de base
k algébriquement clos, mais de caractéristique quelconque (pour certains résul-
tats nous aurons besoin de caractéristique 0). Signalons quand méme que Lipman
[20,21] a développé une théorie des singularités rationnelles dans un cadre
beaucoup plus général. Les méthodes qu'il emploie sont tres différentes des
notres et nous n'en dirons rien (voir cependant § 11).

Outre les outils habituels de la géométrie algébrique, nous utilise-
rons intensivement la cohomologie locale et la notion de profondeur. Une bonne
référence pour ces questions est [15], et pour la profondeur seulement [1], qui
contient aussi une exposition de la dualité suffisante pour nos besoins. Pour
la théorie des intersections sur une surface lisse, consulter le livre de

Mumford, "Curves on an algebraic surface" (Princeton) ou [20].

1. DEFINITIONS

Dans tout cet exposé, une singularité (de surface) (X,P) ou simplement

X est un couple formé d'un schéma affine X = Spec A, ou A est une k algebre lo-
cazle, normale, essentiellement de type fini et de dimension 2 et P est le point
fermé.

n: X' =X est une résolution de X si © est un morphisme birationnel
propre qui est un isomorphisme au-dessus de X-P, et X' est régulier le long du

diviseur exceptionnel E = nul(P).

Le genre de X est la dimension sur k de H1(X', X')' Cette dimension
ne dépend pas de la résolution m: X' - X choisie. En effet, il est facile de
vérifier que pour 1'éclatement d'un point régulier Q€ Y, noté e: Y'-Y, on a
HO(Y',Rle*Oy,)=:O. L'assertion découle alors du théoreme de factorisation des

applications birationnelles de surfaces régulieres, et de la suite spectrale



standard (voir (¥*%*), prochain paragraphe). Comme on suppose X affine, on a
H1(X’,F):=H°(X,R1n*F) pour tout faisceau cohérent F. D'autre part il est facile
de voir que le genre ne dépend que du complété de X au point P.

X est rationnel si son genre est nul. Cette définition est due a
Artin [3].

Soient Ei’ 1<ic<s, les composantes irréductibles du diviseur excep-
tionnel E. Comme X est normal, E est connexe par le Main Theorem de Zariski
[EGA III]). Nous ferons un usage constant de la

Proposition (Duval [12'], Mumford [22]) : La matrice d'intersection (Ei- Ej)

des composantes du diviseur exceptionnel est négative non dégénérée.

Nous utiliserons aussi de nombreuses fois 1'argument simple suivant :
si E et D sont des diviseurs effectifs sur une surface, sans composante commune,
alors Ee« D2z=0.

Voici, pour finir, quelques notations (F est un faisceau sur Z)

h'(z,F) = dim. H'(Z,F)

k

x(Z,F) = ¥ (-1)3 hj(Z,F)
j=0

X(Z) = X(Z,O’z)

p(Z) =1- X(Z) .

2. EXEMPLE (caractéristique 0) : LES SINGULARITES QUOTIENTS SONT RATIONNELLES

Par singularité quotient on entend le quotient d'un espace lisse par

un groupe fini. Plus généralement nous montrons (Brieskorn [9], Satz 1.7) que
le quotient d'une singularité rationnelle (X,P) par un groupe fini G agissant
librement sur X en dehors du point P est une singularité rationnelle. Le quo-
tient Y= X/G est évidemment affine avec éventuellement un point singulier,

1'image Q de P. Q est normal : il faut montrer que les groupes de cohomologie
locale Hé(OY)’ i =0, sont nuls. On les calcule par la suite spectrale suivante

(Grothendieck [15], p.- 73), qui nous sera aussi utile pour plus tard :

(#¥) Soient m: X' =X un morphisme de variétés algébriques, Y une sous-variété

fermée de X, Y'= n—i(Y), F un Gy,-module. Alors on a une suite spectrale :
n
EPY = BY(X,R%m,F) = Hy, (X',F) .

Dans le cas qui nous intéresse, an*F est nul pohr q> 0, puisque T

est fini. Donc Ha(OY)=:H;(OX) pour tout i, et puisque P est normal, on a



i .
HP(GP) =0 pour i=0,1.
I1 faut maintenant démontrer que (Y,Q) est rationnelle. On peut évi-
demment trouver des résolutions g: Y'-Y et f: X' -X telles qu'on ait un carré

commutatif :

(résoudre d'abord Y et prendre comme résolution de X la résolution du graphe
de 1'application rationnelle X --->Y').

On a deux suites spectrales
q n
(#%) qu = Rpg*(R Ty X') =R h,0Oy,

ExP? = RPn, (RYf,00 ) =—=R"n0p, .
Comme ©m est fini an*FH:O pour q> 0. D'autre part comme X est rationnelle

RY £.0., =0 pour g>0. (Le seul cas a vérifier est bien sir q=1.) Donc la
seconde suite spectrale montre que th#§ , =0. La premiere suite montre alors
que Rig*(mgﬁx,)z 0. On conclut en notant que O, est un facteur direct de
n%@x' (prendre la factorisation de Stein de X'-Y' et utiliser le morphisme
trace et le fait qu'on est en car. 0), c.q.f.d.

On donnera une autre démonstration de ce resultat au paragraphe 16.

3. UN LEMME TECHNIQUE

Revenons aux notations du § 1. On appelle cycle exceptionnel un divi-

seur strictement positif sur X', a support E. Un tel diviseur s'écrit donc

s
Z = r.E., r. >0 avec au moins un r, > O.
4oq 11 i i
Le lemme technique suivant joue un role tres important par la suite
s
Lemme (Artin [2], 1.7) : Soit Z= X% r.E. un cycle exceptionnel avec tous
i=1 )

les r, strictement positifs. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
1
a) H (Z,GZ)=()

b) pour tout cycle exceptionnel Y, 0<Y< Z, p(Y) <O

Ll
c) Hl(Z,OZ)’—‘%ZS )



Nous ne démontrerons ici que 1'équivalence a) & b), qui est facile.

Définissons quand méme pour tout Z la fleche H (Z G )—» z® qui donne
1'isomorphisme dans c). A un élément de H (Z G-) correspond un faisceau inver-
sible £ sur Z. £ induit par restriction des faisceaux inversibles £. sur Ei’
de degreés di' Alors 1'application en question est donnée par £+ (d. )15155.
Donc c¢) implique qu'un faisceau inversible sur Z est uniquement déterminé par
ses degrés sur Ei'

a) ® b). L'inclusion Y& Z donne une surgectlon 0 -»O' Puisque ces
espaces sont de dimension 1 on a une surjection H (G )—*Hi(O ). Comme on a
h (OY)zzl, on en tire 1'inégalité voulue.

b) = a). Prenons Y= Ei' L'hypothese implique donc que les Ei sont
des courbes rationnelles lisses. On procede par récurrence sur n=y r, (on

vient de voir que le résultat est vrai pour n=1). Supposons le résultat vrai

-1. =Z-E. . 2B (-Z ). - - 0. ' p
pour 3 r. - 1. Posons Z =2 E.« On a0 OZ( ZO) G,=0; =0 Par 1'hypothese

o
de récurrence on a Hl(GZ ) =0, et nous allons montrer que Hl(@z(—zo)):=0. On

o
voit facilement que OZ(_ZO) est isomorphe a Og (—Zo). Mais EizﬁP1 ; il suffit
i
donc de montrer que le degré —Zoo Ei est > -1, c'est-a-dire que
Z o Eis:1+-Eio Ei' I1 suffit d'établir cette inégalité pour un quelconque des
Ei ; supposons donc par contradiction qu'on a Ze Eiz 2+ Eio Ei pour tout i.
Rappelons la formule du genre
Z
(%) p(z):'_(fza;K_),rl ,
K un diviseur canonique de X'.
p(E.) =0, donc KeE, =-2-E, ¢ E_ .
i i i i

Donc
(Z+K)eZ = (Z+K) o (3 riEi) =0 |,

ce qui implique p(Z) 21, une contradiction.

4. PREMIER CRITERE DE RATIONALITE

Un corollaire de ce lemme (on se sert seulement de 1'équivalence

a) ® b) démontrée plus haut) est la

Proposition (Artin [3], Proposition 1) : (X,P) est une singularité rationnel-

le si et seulement si pour tout cycle exceptionnel Z>0, p(Z) <O.



Par le théoreme des fonctions holomorphes (EGA III, 4.2.1)

1 . 1 vy .
(R7m, Oy )p = lim H(X',0 ) =0

V4
() oo (r)

ou (r) = (rl,...,rs) et Z(r)zzz riEi.
Pour (r') = (r), c'est-a-dire tout r'>r., on a une surjection 3 -G .
i i VA Z
(r') (r)
Comme E est de dimension 1 on obtient une surjection Hl(X',GZ )._,Hl(X',OZ
(r') (r)

Donc pour que X soit rationnel il faut et il suffit que pour tout (r),

).

HI(X’,GZ ) =0. La proposition résulte donc de 1'implication a) = b) du lemme
(r)

précédent.

5. LA RESOLUTION MINIMALE D'UNE SINGULARITE RATIONNELLE

Voici un corollaire du critere précédent :

Proposition : Soient m: X'->X la résolution minimale de la singularité ration-

nelle (X,P), Ei les composantes irréductibles du diviseur exceptionnel E. Alors

a) les Ei sont des courbes rationnelles lisses

distincts,

b) Ei intersecte Ej transversalement, et pour Ei’ E., Ek

E.NE.NE =
1(\ J k g
c) E ne contient pas de cycles, i.e. le graphe dual [24, II] de E est

simplement connexe.

Nous avons déja vérifié a) (voir la démonstration du lemme). Pour
toutes les autres assertions il suffit de vérifier, d'apres la proposition,
que les trois diviseurs Z dessinés ci-dessous ont p(Z) > 0. (Chaque trait repré-
1
sente P7) .

ordre de cycle de n 1’1,
contact > 2 n>2



6. LE CYCLE FONDAMENTAL

Revenons au cas général n: X' >X une résolution quelconque d'une

singularité de surface (X,P) arbitraire (notations comme au § 1).

Proposition (Zariski [31] 7.1 et 7.5, Artin [3], Prop. 2) : Il existe des

cycles exceptionnels Z> 0 tels que Z e« Ei <0 pour tout i. De plus parmi de

tels cycles il en existe un minimum appelé le cycle fondamental.

Pour démontrer 1'existence, nous prenons 1'argument de Mumford [22],
cité au § 1, a 1'envers. Soit g une fonction sur X dans 1'idéal maximal de P.
n*g 1'image inverse sur X'. Comme le diviseur (n%g) est principal, on a
(Tt*g) . Ei = 0 pour tout i. D'autre part écrivons (n*g) =3 riEi +D, ou D ne con-

tient aucun des Ei . Il est clair que D est un diviseur positif. Donc Do Ei >0

V

pour tout i. Comme r, est 1'ordre de n*g sur Ei’ ri>0. Z=73 riEi fait donc
1'affaire. Nous étudierons la structure de ces Z plus en détail au § 14.
Démontrons maintenant la seconde assertion. Remarquons d'abord que
pour tout Z tel que Z>0 et Z - Ei <0 on a Z=73 Ei . En effet supposons que non.
Soit C l'union des Ei qui n'appartiennent pas a Z. Puisque C n'est pas tout E

(Z est Eositif) et E est connexe, il existe une composante irréductible Eio

intersecte Z. Mais alors Ei ¢« Z>0, contradiction. Soient
o o
Z., j=1,2 deux cycles > O avec Zj o Ei <0 pour tout i. Posons Zj = % rijEi ’

de C telle que Ei

=1 = . . > 0.
r, 1nf(ril,r12) et Z=3 riEi Comme ijz Ei’ on a Z=73 E1 et donc 0

Montrons finalement que Z EisO pour tout i. Supposons pour fixer les idées
vy rv.(E.«E, ). Mais
7. i

3£

. <
que r_ <

Ejo EiZO pour j#£ i. Donc

r.., pour un i donné. Alors ZeE. =r, (E, «E, )+
i2 i i1 i

ZeE, <r. (E,+E )+ £ r.  (E.«E. ) =2 «E <0 .
i i1l i i i il 3 i 1 i

Nous réserverons la lettre Z pour le cycle fondamental. On peut cal-

culer Z de la fagon suivante (Laufer [19], Prop. 4.1) : posons Z1=Ei s pour
o
un Ei quelconque. On définit Zj+1 par récurrence : s'il existe un E;j  tel que
J
o
. - . y 9 - . ’ _ »_
E; o Zj>0’ Zj+1"‘zj+E1- . S'il n'en existe pas, je pretends que Z"Zj . De

J
monstration par récurrence sur j que stz, ce qui est evidemment suffisant :

on a déja vu que Ei < Z, donc 1l'assertion est vérifiée pour j= 1. Supposons
o
donc que ZJ.SZ- Si Z.=Z7Z il n'y a rien a démontrer ; supposons donc Zj<Z.

J
Par hypothese  (Z - Zj) *» E, <0 donc le diviseur (positif) Z- Zj contient E;
J J



et donc Zj+1= Zj+-Ei:s Z. Laufer appelle les Zj une '"'séquence de calcul" du

J
cycle fondamental.

7. SECOND CRITERE DE RATIONALITE

Théoréme (Artin [3], Théoreme 3) : Avec les hypothéses du § 6, et Z étant
le cycle fondamental, alors p(Z) 20 et p(Z) =0 si et seulement si (X,P) est
rationnelle.

Lemme : Soit Y un cycle sur E. Alors

p(Y+Ei):p(Y)+p(Ei)+Y.Ei-1 .

Démonstration du lemme : On a la suite exacte

0 — 0Y+Ei(—Ei) — @Y+Ei——> Gy —0 .

Comme on a vu plus haut, OY+Ei(—Ei)=(3E.(-Y)' Par Riemann Roch (en réalité sim-
plement la définition du degré) X(GE (-Y))=-Yo E, - p(Ei)+-1, ce qui démontre

i
le lemme : prendre yx de la suite exacte.

Démonstration du théoréme : Pour montrer que p(Z) >0, utilisons une séquence

de calcul pour Z (définie au paragraphe précédent). Puisque Z,=E, , p(Zl)z(L
o
Supposons par récurrence que p(Zj);zO. Par le lemme, puisque Zj- E; >0, on a

p(Z5,,) = p(Z)) + p(EL ) = p(2) = 0. J

On voit donc que si (X,P) est rationnelle, alors p(Z) =0 (utiliser
la proposition du § 4).
inversement, supposons que p(Z) =0, et montrons que (X,P) est rationnelle.
D'apres la proposition du § 4, il suffit de montrer que pour tout cycle excep-
tionnel Y, p(Y) <0. Nous allons construire une séquence finie de cycles excep-

tionnels Y, =Y, Y,,....,Y ). Donc p(Y) <p(Z) <0,

1 k
ce qui démontre ce qu'on veut.

=7 telle que p(Yj)s p(Yj+1

Supposons que Yj a déja été défini. Alors

a) si sz:Z, posons Yj = Yj-Z. Une généralisation facile du lemme mon-

+1
tre que p(Yj)z p(Yj+1)+-p(Z)+ Z e 1j+

ZeY,
Jj+

;- 1- Mais p(Z) = 0 par hypothese et

4 <0 puisque Z est le cycle fondamental. Donc p(Yj)s;p(Yj+1)— 1.



b) sinon prendre un Ei tel que ch Ei >0 avec la plus petite multipli-
o o)
cité possible dans Yj' Alors Yj+1= Yj+ Ei . Le lemme montre que
o
p(Yj+1) > p(Yj).
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que cette séquence

arrive en temps fini a Z (on voit facilement que b) ne peut se produire qu'un
nombre fini de fois avant que Yj;zZ ; montrer ensuite que p(Y) est borné supé-

rieurement puisque (Eio Ej) est négative non dégénérée ; on doit donc arriver

aY.=0 ce qui implique Y. , =12Z).
3 q plique Y. ,
Remarque : Ce théoreme montre qu'on peut décider si une singularité est ra-

tionnelle ou non uniquement a partir du graphe dual d'une résolution. En géné-
ral on ne peut pas calculer le genre d'une singularité a partir de son graphe.

Par exemple prenons le graphe :

(O = courbe elliptique

®-»

11 existe des singularités ayant ce graphe de genre 1, 2 et 3 (voir [23], 6.3).

8. POLYNOME DE HILBERT-SAMUEL D'UNE SINGULARITE RATIONNELLE

Théoreme (Artin [3], Theorem 4) : Soient X= Spec(A) une singularité ration-
nelle, M 1'idéal maximal de A, et w: X' - X une résolution de X. Alors (Z est

le cycle fondamental) :

. n . Cgs
i) M Oxy = OX,(-nZ) pour tout entier n positif ,

ii) H°(nz,0_,) & A/M" et dim MMl L hz ez 1.

Donc la multiplicité de A est -Ze+ Z et sa dimension de plongement (= dimension

de 1'espace tangent de Zariski) est -Ze Z+ 1 ; son polynome de Hilbert-Samuel

est P(x)=1/2(-Z« Z)(xz— X) + X.

(Pour la définition des termes spulignés, voir Serre, Algebre locale-

multiplicités, Springer Lecture Notes No 11.)

Nous ne démontrerons pas ce résultat. Remarquons seulement que nous
avons déja constaté que MGX'(:Gk'(—Z) : voir le début de la démonstration de la

proposition du § 6. L'inclusion inverse, qui donne i), est une conséquence du



tres important :

Lemme : Soit D un diviseur positif sur X' tel que De Ei= ~Z e Ei pour tout i.

Alors il existe une fonction g€ M telle que (nwg)z Z+D.

Pour démontrer ce lemme il faut supposer que A est hensélien. Le
théoreme cst vrai sans cette hypothese car on peut passer a 1'hensélisé (ou

au complété) de A sans en affecter la conclusion.
Corollaire : Soient X une singularité rationnelle de multiplicité m,
n: X' ->X la résolution minimale. Alors Eio Eiz-qnpour tout i, et il y a au

plus m-2 courbes Ei avec Eio Ei< -2.

Comme X' est la résolution minimale, Ei- Eis -2. Le nombre de cour-

bes avec Eio Eiz -2 peut étre arbitrairement grand, comme on verra.

Démonstration du corollaire : Comme p(Z) =0 (§ 7, Théoreme) la formule du

genre (§ 3, (%)) donne Ze K=m- 2. Ecrivons Z=3 riEi. Donc T ri(Eio K)=m- 2.
Mais Ei- K= -Ei- Ei- 2. Comme tous les r, sont strictement positifs (§ 5, dé-

monstration de la proposition) on a gagné.

9. EXEMPLE : LES POINTS DOUBLES RATIONNELS

Classifions les singularités rationnelles de multiplicitée 2.
Les Ei (pour la résolution minimale) ont self-intersection -2. On a
Ei- Ej= 2 cos n/mij , avec mij= 1 si i=j,
=2 o0u 3 si i£j .

La matrice (mij) est une matrice de Coxeter (Bourbaki [7], IV.1.9) dont le

groupe de Coxeter associé est fini et irréductible, puisque la matrice

(Ei. Ej) est négative non dégénérée et le graphe dual est connexe ([7], V.4.8).
D'apres la classification de tels groupes ([7], VI.4.1, ou 1'exposé de Demazure
[11] dans ce séminaire), on voit que (mij) doit correspondre a 1l'un des systemes

E E_. Notons que le graphe dual de la résolution mini-

6’ 7 78
male est le graphe de Dynkin (Bourbaki [7], VI.4.2) du systeme de racines corres-

de racines A , D ou E
n n

pondant. D'autre part nous avons vu dans un exposé précédent [24] (du moins en
caractéristique O : pour la caractéristique > O voir le § 18) que tous ces sys-

temes de racines sont effectivement réalisés par des points doubles rationnels.

Nous avons donc classifié les graphes des points doubles rationnels.

Comme nous 1'avons déja fait remarquer dans [24], en caractéristique 0, il



existe une seule singularité, a isomorphiéme "analytique" pres, ayant pour
graphe dual un de ces systemes de racines. Cela justifie 1'identification de
la singularité par son graphe. Il n'en est plus de méme en caractéristique po-
sitive (en réalité seulement 2, 3, 5) comme 1'ont montré Lipman [20] et Artin
[6]. Dans [6] Artin donne une liste de tous les points doubles rationnels.

Au § 11, nous esquissons un argument, semblable a celui donné plus
haut dans ce paragraphe, pour montrer a priori que lorsque k n'est pas alge-
briquement clos, un certain graphe pondéré associé a un point double ration-

nel est le graphe de Dynkin d'un groupe de Coxeter cristallographique.

10. REALISATION GEOMETRIQUE DU SYSTEME DE RACINES ASSOCIE A UN POINT DOUBLE
RATIONNEL

” 3 S 3 . 7 S -
Nous allons réaliser le systeme de racines assoeie a un point double

)

rationnel au paragraphe précédent dans le groupe de Picard Pic(X')::H1(X', ;,
de la résolution minimale X'. Nous suivons la présentation de Lipman ([20],
§ 14). Voir aussi [8].

Supposons seulement, pour commencer, que la singularité X est ration-
nelle, et X' est une résolution quelconque. Soit E le groupe additif des divi-
seurs a support le diviseur exceptionnel E. On a une fléche canonique évidente
E-’Pic(X') qui est une injection puisqu'aucun diviseur principal n'a pour
support E (Proposition du § 1).

Posons U=X' -E=X-P. On a une suite exacte ([20], § 14 ou [22])

pour n'importe quelle singularité X :

0 — E —Pic(X') — Pic(U)——0 .

D'autre part il existe un homomorphisme 9 : Pic(X')—»E%::Hom(E,ZD : si
E€ Pic(X'), alors 6(E) est 1'élément de g* défini par 6(§)(E;)=E-E, . Le
noyau de 9 consiste en les classes de diviseurs numériquement triviaux sur
chaque composante Ei. Le lemme du § 3 permet alors de montrer que si X est
rationnel, 9§ est injectif.

Supposons maintenant que X est hensélien (le résultat qui suit est
aussi vrai dans la catégorie analytique : voir [22]). Il est alors facile de

voir que 6 est surjectif. Donc

*
Proposition 1 : Si X est rationnelle, §: Pic(X') »E est un isomorphisme.

Pic X' est donc un Z module libre de rang s muni d'une forme quadra-



tique négative non-dégénérée.

Posons R = {eE‘EI eee - -2}.

Proposition 2 : Si X est un point double rationnel, et X' la résolution mini-

male, R est un systeme de racines dans Pic(X')@ZZ R . Les images des Ei dans
Pic(X') forment une base de ce systeme de racines. Le cycle fondamental Z est

la plus grande racine dans cette base. (Pour la définition des termes souli-

gnés, voir [7], chapitre VI.)

Comme d'autre part toutes les racines ont méme longueur, on retrouve
le fait que le graphe dual de la résolution minimale est un des graphes de

Dynkin An’ Dn’ E6’ E7, E8’ démontré indépendamment au § précédent.

Démonstration de la proposition 2 : Les deux premieres assertions se véri-

fient facilement sur les définitions. Démontrons la derniere. Comme -Z e Z est
égal a la multiplicité qui est 2, Z est une racine (positive pour la base Ei)'
Supposons qu'il y ait une racine Z' plus grande. Donc Z< Z' et Z' « Z' = 2. Ecri-
vons Z'=Z+Y, Y>0. Z' ¢ Z'=Z e Z+2ZeY+Y*Y, d'ou 2Z¢ Y=-Yo Y. Mais ZeY<O
puisque Z est le cycle fondamental et Y=20. Donc Ye Y=0, et donc Y=0 (on uti-
lise deux fois la proposition du § 1).

Une application de ce résultat est donnée dans [8'].

11. POINTS DOUBLES RATTONNELS LORSQUE k N'EST PAS ALGEBRIQUEMENT CLOS

Lorsque X, point double rationnel, est défini sur un corps algébri-
quement clos , nous avons montré "a priori" que la matrice d'intersection de
la résolution minimale est la matrice de Coxeter d'un systeme de racines d'éga-
le longueur (voir § 9). Nous n'avons, en fait, utilisé que les faits suivants :

i) (Ei « E.) est négative non-dégénérée ,
ii) E; ¢E, =2,
iii) EioEjzo ou 1, i#j.

Supposons maintenant que X = Spec A, A un anneau local normal excellent
de dimension 2 et de corps résiduel arbitraire. La notion de singularité ration-
nelle se généralise telle quelle a cette situation, puisqu'on sait que X admet
une désingularisation [21]. Supposons que X est rationnelle, de multiplicité 2
et que m: X' - X est la résolution minimale de X. Dans cette situation on a

i') (Ei- Ej) est négative définie (fait général) ,

ii') E +E, = 2ho(Ei,OEi) ([20], §& 24) ,



iii') si E.NE.Z#@, E. s E. est divisible par h®(E.,0. ) et h®(E.,5, ),et
i J i i i Ei J Ej
B, «E .= max (h°(E_,0, )) ([20], 22.2) ,
! =i, o

iv') il existe un cycle exceptionnel Z avec -Z e 7Z = 2.

Posons h. = hO(E.,§ ) et h,.= max (h ).
i i’7E, i . o4
1 A=14]

Associons a chaque point double X un graphe (le "graphe dual pondéré")
dont les sommets e, correspondent aux composantes Ei’ deux sommets e, et ej
étant liés par une arete aj 4

P . 1 A , . .
fecté du poids hi et 1'arete aij est affecté du poids mij .mijeﬁR ’ mijz 3 est

si et seulement si EifWEjzfﬂ- Le sommet e, est af-

défini par 1'équation

Par définition de hij’ on voit facilement que :

1/2h1./22 1

Lemme : h../h.
_— 1] 1 J

?

ce qui montre qu'on peut trouver un tel m (Rappelons que cos(n/3) = 1/2).

Si =3, on ne 1'écrit pas sur le graphe. (Il n'est pas clair, a

m. .
1]
priori, que les mij sont des entiers.)

Théoreme (Lipman [20], § 24) : Ce graphe est le graphe de Dynkin (Bourbaki

[7], VI.4.2 ou Serre, "Algebres de Lie semi-simples complexes' (Benjamin),
V.15, dont nous avons conservé les notations) d'un groupe de Coxeter cristallo-
2

graphique fini irréductible. Les seuls graphes possibles sont donc An’ Bn’ C

D+ Egy B,y Egy F, et G-

n

6’ "7’

Voici les nouveaux graphes (i.e. ceux qui ne se produisent pas sur

un corps algébriquement clos) :



B o ——@— --.... —— 9 (n sommets, n=> 2)
4
1 1 1 2
c o——— @ ------ o _ @ (n sommets, n> 3)
4
1 3
G2 .__7;__‘
1 1 2 2
F4 ® o @— o
4

Les autres se trouvent par exemple dans [24] (affecter chaque sommet

du poids 1, chaque aréte du poids 3), ou dans [3], [20] ...

Démonstration du théoreme : Soit I 1'exemple des paires (i,j), i# j, telles

que Ei(]Ej;éﬁ. La forme quadratique positive non dégénérée associée a la matri-

ce d'intersection est :
by 2hix?— 2___; hi.xix. .
i (i,jl)er 9 v

Divisons par 2 et faisons le changement de variable X, = yih:’/2 (on prend la

racine positive). On obtient :
2 S_m_’ 1 hij
ZYi~ — 3 173 Yi¥5
i (i, j)er (h.h.)
13
Pour (i, j) € I posons Mij=.p1us grand entier M tel que

h. .
1]

73 > cos(%) .
2(h.h.)
i)

Pour i £ j, (i,j) ¢ I, posons Mij= 2, et Mii= 1. (Mij) est donc une matrice de
Coxeter.

Par la proposition de [11] la forme quadratique :

A

2
Zy;- T ocos(gly;y,
i i£] ij
est positive non dégénérée ; donc le groupe de Coxeter défini par la matrice
de Coxeter (M, .) est fini. Comme U Ei est connexe, on voit (par le lemme) que
ij
le graphe de (Mij) 1'est aussi. Le groupe de Coxeter est donc irréductible.

Considérons un couple (i,j) € I. On sait (lemme) que Mijz 3. Analysons



les cas possibles. Pour fixer les idées,supposons hjzghi, donc que hj divise

ey .
hi (iii'). Donc hij..hi

‘. h?/z J“
a M, .=3. Alors 1 ~J = — < cos (2) = v2 donc h, <2h.. Comme
' ij 2 h1/2h1/2 h1/2 4 2’ i J
i j J
h. divise h,, | h. =h. .
J 1 1 J
b. Mijz 4. Le méme argument montre que hi: 2hj .
c. Mij= 5. Le meéme genre d'inégalités montre qu'on a 2hj<ihi<i3hj. I1 n'y a
donc pas de solution.
d. M..=6. On obtient 3h.<h, <4h,, donc | h, = 3h. .
1] J 1 J 1 J

e. M, .>7. On a hi<(4hj, donc il n'y a pas de solution.

I1 est clair maintenant que 1'on obtient un graphe de Dynkin d'un
groupe de Coxeter fini et irréductible, a ceci pres qu'il est possible que les
exposants des sommets soient r fois trop grands pour un facteur r indépendant
de i. Donc r divise hi’ pour tout i, et donc r divise hij' Soit Z=7% xiEi le

cycle du iv').

ZeZ =2=73 2hixf- % 2h, X X, -
i<j J 1

(i,j)el
On peut diviser par 2. Ensuite puisque r divise tous les termes a droite, r
doit diviser le terme a gauche. Donc r=1, ce qui termine la démonstration.
Réciproquement, Lipman montre en regardant directement les équations
que le graphe de Dynkin de n'importe quel groupe de Coxeter cristallographique
fini irréductible est le graphe dual pondéré d"un point double rationnel. C'est
d'ailleurs par une étude directe des équations qu'il établit le théoreme qu'on

vient de démontrer.

12. RESOLUTION PROJECTIVE DE A

Apres cette digression sur les points doubles rationnels et le groupe
de Picard, revenons a la structure de 1'anneau A pour une singularité ration-
nelle x = Spec A. Nous supposerons ici que A est un anneau local complet, et

donc est le quotient P/I d'un anneau de séries formelles P en e variables sur



k, ou e est la dimension de plongement de A (= multiplicité de A+ 1).

Théoreme (Wahl [29]) : T1 existe une résolution projective minimale de A :
b P b P b P
0 —p €72 €22 pre-3 2 ,pt 1op /T —0
e-1
avec b, =i , i2x>1.
i .
i+1

La suite exacte graduée associée est une résolution projective mini-
-~ hry . e . s ’
male de cone tangent A et les morphismes gradués associés @i ont degre 1 pour

i>1 et degré 2 pour i=1.

On peut donc dire que la résolution projective minimale ne dépend

que de la multiplicité e-1.

Corollaire : Une singularité rationnelle est de Gorenstein si et seulement

si elle est de multiplicité 2 (e=3).

En effet A n'est de Gorenstein que si be—2= 1. Le théoreme montre
que be=2= e-2. Par ailleurs, il est facile de démontrer le corollaire directe-

ment sans avoir le théoreme de Wahl.

13. SINGULARITES ABSOLUMENT ISOLEES

On dit qu'une singularité (normale) de surface est absolument isolée

si on peut la résoudre par des éclatements de points (c'est-a-dire qu'on écla-

te 1'idéal maximal du point) sans normaliser.

Plagons-nous en caractéristique O. D. Kirby [18] et Brieskorn [8]
ont montré que les singularités normales d'hypersurface dans m3 de multiplici-
té 2 qui sont absolument isolées sont précisément les points doubles rationnels.
Lipman [20] a généralisé ce résultat en caractéristique quelconque (sans corps

de base).

En toute caractéristique on a le résultat suivant :

Théoreme : Toute singularité rationnelle est absolument isolée. L'éclatement
de 1'idéal maximal d'une singularité rationnelle est encore une singularité
rationnelle (donc normale) et la répétition de ce procédé conduit a la résolu-

tion minimale.



I1 existe deux démonstrations indépendantes et tres différentes de
ce résultat ; toutes les deux sont tres intéressantes. Nous ne dirons rien de
celle de Lipman ([20], § 4) ; celle de Tjurina [27] est tres proche des métho-
des d'Artin exposées plus haut : nous essayerons d'en donner le principe.

(X,P) estdonc une singularité rationnelle, 7 : X' - X sa résolution
minimale. Eclatons 1'idéal maximal m de 1'anneau local A de P. Puisque
mOX'::OX'(-Z) est inversible, il existe un morphisme g de X' dans 1'éclaté Y

tel que le diagramme

x'— 8.,y
e \\\ Z//éclatement
X

P . 2
commute. Soient x ,X, des éléments de m qui forment une base de m/m , et Q

1’7" 2
un point quelconque du diviseur exceptionnel E = f_l(P). Nous voulons décrire g

au voisinage de Q. Le lemme du § 8 dit qu'on peut choisir un des X5 (x, par

1
*
exemple) tel que, au voisinage de Q, le diviseur de © X4 soit Z 3 prendre pour
D un diviseur qui ne passe pas par Q. Donc pour if1, n*xi peut s'écrire
* ~ ’ 3 . -
y;™® X4 oU Y; est une fonction rationnelle sur X' qui est définie au point Q.

La définition de 1'éclatement montre facilement que g est donnée par
#*
R — (n xl(R),yz(R),-- . ,ye(R))

au voisinage du point Q.

Considérons 1'ensemble des courbes Ei telles que Zo Ei' Notons Bz,
1<4 <r, les composantes connexes de cet ensemble. En utilisant la description
locale de g donnée plus haut nous voulons montrer que g est la contraction des
Bj en des singularités (normales, bien siir). Ces singularités sont rationnelles
par la proposition du § 4 ; une récurrence sur le nombre de composantes du divi-
seur exceptionnel donne alors le théoreme.

Etudier le morphisme g au voisinage de Q€ E revient a trouver des
fonctions x, €m, xiQm2 avec certaines propriétés. L'outil principal pour cons-
truire de telles fonctions est le lemme du § 8. On en tire facilement la ver-

sion suivante :

Lemme : Soit Z' un cycle exceptionnel tel que
a) Z'<27
b) Z'eE. <0 (donc Z<Z' par la définition de Z).

* .
Alors il existe une fonction x€ m, lenz telle que (n x) -Z soit un diviseur



positif sans support sur E.

Tout revient donc a construire des diviseurs Z' satisfaisant a a) et
b). Nous étudions ces diviseurs au prochain §. Nous ne pousserons pas plus
loin la démonstration de Tjurina. Remarquons seulement qu'il n'y est pas dé-
montré (dans la traduction du moins) que les points singuliers de Y sont nor-
maux. Mais cela se fait facilement a 1'aide des résultats du paragraphe sui-

vant et du théoreme du § 8.

14. LE CONE CONVEXE POLYEDRAL RATIONNEL <§+>

Suivant Lipman [20], § 18, notons 13_+ l1'ensemble des diviseurs excep-
tionnels D, D£0O, tels que De Eiso pour tout i. Ces inégalités dans R® défi-
nissent un cone convexe polyédral rationnel qu'on note <_]_*3_+> et qui est évidem-
ment un simplexe. D'autre part, comme (Ei . Ej) est négative non dégénérée,
tout D6§+ est effectif, donc <_}§+> est dans le premier quadrant.

Preuve (Artin [3], prop. 2) : Ecrivons D=A-B, A et B sans composante commune.
DeB<0O, donc A« B<BeB. Mais A¢«B>0 (A et B n'ont pas de composante commune)
donc Be B>0. Donc B=0, et D est effectif.

" Nous avons déja vu que E+ possede un plus petit élément Z. Nous
allons maintenant en construire d'autres, d'apres Tjurina [27].

" Choisissons un Ei , et posons Y1= Z+Ei . Définissons Yj+1 récursi-
o )

vement : s'il existe E; tel que Yj *E; >0, posons Y.+1=Y+Ei.. Sinon on

J
s'arréte et on pose z, 1y . J J

o
Pour montrer que ce processus est fini, nous montrerons que

Lemme 1 : Pour tout j, Y. < 2Z. Donc Zi existe et Zi < 2Z.
J o o
La démonstration est la méme que celle de la construction de la
"séquence de calcul" du cycle fondamental au § 6. Soit j le plus grand entier

tel que YjSZZ. (2Z—Yj) *E; <0, car Z+ E; <O et Yj . Eij>0 par définition.

+1

J J
Donc le diviseur positif ZZ-—Yj contient Ei.' Mais alors Yj = Yj+ E]. < 27,
J J

une contradiction.

Montrons maintenant que Zi ne dépend que de Ei et pas des E‘i' sui-

o . o J
vants
Lemme 2 : Soit W€ _E_,+ tel que W-7Z contient Ei' Alors Zi < W. Donc Zi ne dépend

que de E. (ce qui justifie la notation) et si Zj— Z contient F. alors 2,7 .



On utilise la méme démonstration que pour le lemme 1.

Le lemme du § 7 donne

() p(YJ. )Zp(Yj) et p(Y1):p(Z)+ZOEi -1=2+E, -1 .

+1 (o} o

Ecrivons Z. =Z+nE. +Y, Y>0 et ne contient pas Ei' n=1 par définition de Zi'
1 1

Alors
p(Zi) = p(Z)4»p(nEi4-Y)+»Z- (nEi+‘Y)- 1 .
En combinant avec (%) on obtient :
p(nEi+Y)+(n~—1)Z°Ei+ZOY >0 .
Mais p(nEi+-Y)s;0 par la proposition du § 4 et les deux autres termes sont < O
par la définition de Z. Tous les termes sont donc nuls, et on a donc ZeY=0,

et soit n=1, soit ZOEizo.

Proposition : i) Si Ze E, =0, alors E, +Y est le cycle fondamental de la sin-

gularité de résolution B, ou B est la composante connexe, contenant Ei’ des di-
viseurs Ej tels que Z o Ej=:0. Donc Zi<Z2Z.
ii) Si Ze Ei<IO, alors n=1. Z, <2Z sauf si E, le diviseur ex-

ceptionnel, est irréductible.

Démonstration : i) est immédiat a partir du lemme 2. Démontrons la derniere

assertion de ii). Elle est évidente sauf si Z contient une seule fois
Ei : Z= Ei+-'Z. r.E._, rji>0. Supposons par contradiction que Zi= 27Z. Donc
hI31
Ei+ Y=7 et (Ei+-Y)' Z=-m, la multiplicité de la singularité. Mais ZeY=0
comme on a vu plus haut, donc Ei- Z = -m. Par le corollaire du § 8, Eio Eiz:—m,

donc

L r.E_ . Ei <0 .
i#i
Mais E est connexe, donc cette somme est strictement positive sauf si elle est

vide, d'ou le résultat.

En conclusion nous voyons que sauf lorsque X est un cone (et est donc
évidemment absolument isolée) tous les Zi satisfont aux hypotheses du lemme

du paragraphe précédent.

Il
-



Remarque : Il serait peut étre intéressant de pousser plus loin 1'étude de

<§+> a la "Toroidal embeddings, I'" (Springer Lecture Notes 339 (1973)).

15. 6y ET w

X X

Soient (X,P) une singularité de surface, m: X' - X la résolution mini-
male, U: =X -P et i: U—-X 1'inclusion. Nous considérons aussi U comme un sous-
. | 3 . 3
espace de X'. Nous voulons comparer n*ex,, ex et i8y 3 Ty, s Wy et iywy -
Nous examinerons plus en détail les singularités quotients pour lesquelles nous

comparerons T Ql et i*ﬂé.

#ex
Notons tout d'abord qu'on a n, G ,=<3X= i*OU puisque X est normal. Le

lemme (facile) suivant nous servira plusieurs fois

Lemme 1 : Soit F un faisceau cohérent sur X'. Si n F est de profondeur 2 au

point P, i.e. Hll)(n*F)=0, i=0,1, on a mF=i,(F,).

On utilise la suite exacte ([15], §1) :

(o]
HD (T, F) ——s 1O (X, 1, F) —— HO (U, F | )) —>HL (1, F) —0
I I I

o .
0 H (x’l*(FlU)) 0
Cette suite montre aussi que :

Lemme 2 : H;(E*F) est 1'obstruction au prolongement a X' de sections de F
sur U.

Commeng¢ons notre étude par le faisceau tangent 6. Comme ex est le

dual de Q; et @X est de profondeur 2 au point P, g, est de profondeur 2

X
(Schlessinger [25) 1emme 1).Donc By = 148y (lemme 1).

Proposition 1 (Artin [5)], 4.5 ; Burns-Wahl [10], 1.2) : 8Si k est de caracté-

ristique 0, alors m*ex'= ex.

Nous ne démontrerons pas ce résultat. Comme exz i*eU’ on peut refor-
muler la proposition de la fagon suivante : toute section du faisceau tangent

sur U se prolonge a X' (lemme 2).



I1 est essentiel de supposer que X' est la résolution minimale. En
effet, si Y est non singulier et g: Y'-Y est 1'éclatement d'un point P€ Y, on

a la suite exacte :
0 — g0y, — By —> Ny —> 0

ou NP est le faisceau normal de P dans Y.

D'autre part la proposition est fausse en caractéristique p> 0.
D'apres Artin ([5], 4.7) si.k est de caractéristique 2 et X est 1'hypersurface
Z2+-XY (= point double ordinaire), alors la dérivation g% ne se releve pas a
la résolution. Comme la résolution minimale s'obtient par un seul éclatement,
on vérifie cette assertion par un calcul simple.

Considérons maintent le faisceau dualisant Wy de X.

Lemme 3 (bien connu) : Wy est de profondeur 2 au point P, donc

. . 2
u)xz 1%wU = I*QU -

Démonstration : Soit A un anneau local de Cohen-Macaulay de dim r,quotient de

1'anneau local régulier R de dimension n. w, : :Extﬁ‘r(A,R)- La suite spectrale

A
des Ext :

ED? = Exth(k,Ext](4,R)) => Ext) % (k,R)
dégénere, car Extg(A,R)::O sauf pour q=n-r, puisque A est Cohen-Macaulay de
dimension r. Mais Ext£+q(k,R):=O pour p+g<n, car R est Cohen-Macaulay de dimen-
sion n. Donc Exti(k,Extg_r(A,R))zzo pour p+n-r<n, ce qui dit que
wA=:Ext3-r(A,R) est de Cohen-Macaulay.

Lorsque X = Spec A, et on obtient donc le lemme.

Wy =W
X A
Soit wx,=:Q§, le faisceau dualisant de X', et posons K::n*wx'. Comme

on verra, K n'est pas généralement le faisceau dualisant sur X. On a le célebre

Théoreme de Grauert-Riemenschneider ([14], voir [28], theorem A) :

Rln

*wx,=:0 pour tout X.

La démonstration de [14] est analytique ; mais dans le cas particulier
qui nous intéresse (dimension 2), il existe une démonstration algébrique [28],
et nous pouvons donc prendre k de caractéristique quelconque. Esquissons la
démonstration de Wahl. I1 faut montrer que Hl(X',wX,):=O. Par le théoreme de
dualité "formelle" le long de E (Hartshorne [16], II1.3.3 ; voir [17], proposi-
tion 2.2 pour éliminer 1'hypothése de propreté. Voir aussi [21], § 2, Appendice)



il revient au méme de montrer que Hé(X', 1) = 0. Mais

1,¢, e o
HE(X , X‘) = 11@ H (Y,OY(Y))
Y
ou la limite est prise sur les cycles exceptionnels. Le fait que la matrice

d'intersection soit négative non dégénérée donne facilement HO(Y,OY(Y))z 0,

c.q-f.d.

La suite spectrale de cohomologie locale (§ 2, (¥*)) montre alors
que H;(n*wX')=:Hé(wX')’ et par la dualité le long de E ce dernier groupe est

isomorphe au dual (dans 1'enveloppe injective du corps résiduel) de Hl(X‘,@

X0

Donc

Théoreme 2 : K est de profondeur 2, et donc isomorphe a wy = i,w; si et seule-

ment si X est rationnelle ; autrement dit, HO(X’,wX,)—eHO(U,wU) est surjectif

si et seulement si X est rationnelle.

Pour les singularités rationnelles, on a donc Ty, = Oy = 10y -

.)
Proposition 2 : Si X est un point double rationnel, © Wy = Wy »

bq

*
En effet X est Gorenstein, donc wx=(3x (X est local). = wy et Wy s ne
peuvent différer que par un diviseur a support le lieu exceptionnel ; mais

comme les Ei sont des courbes rationnelles de self-intersection -2, la formule

du genre montre que Y est trivial.

16. SINGULARITES QUOTIENTS : ©

1
x» “x EL Oy

Plagons-nous en caractéristique O et méme sur I, et considérons les
singularités X quotients de Az par un groupe fini G agissanf librement en
dehors de 1l'origine Q. Soient Y le germe de,[A2 a l'origine, et f: Y-X le
morphisme quotient. V=Y - Q.

G—

G 1 .
) =wx H (f*QY) =i, Q0

L G
Proposition 1 : (f*eY) =08y 3 (f,,

Wy

flV: V-U est étale ; les assertions de la proposition sont bien
connues si 1'on restreint les faisceaux dans 1'énoncé a V et U, respectivement.
B R | . .
Comme GY’ ex 3 wys Wy 3 QY’ I*QU ont profondeur 2 aux points Q et P respecti-

vement, on obtient la proposition.



Proposition 2 (Steenbrink [26], 1.11) : n*ﬂi est de profondeur 2 au point P.

X'
.\ | .
Autrement dit ﬂ%dx,z I*QU , donc toute 1-forme sur U se releve sur X'.

La démonstration de Steenbrink, que je ne reproduis pas, est analyti-
que ; je ne connais pas de démonstration algébrique et je ne sais pas dans quel
contexte ce résultat est vrai. Par exemple, est-ce vrai pour toutes les singu-
larités rationnelles ?

Remarquons que la méme démonstration montre que les singularités quo-
tients sont rationnelles(on utilise le théoreme 2 du § 15).

Résumons la situation pour les singularités quotients (en particulier

pour tous les points doubles rationnels)

Théoreme : Soient (X,P) une singularité guotient (donc rationnelle) sur € |,

T: X'->X la résolution minimale, i : U& X 1'inclusion de U: X- P dans X et

f: (Y,Q)- (X,P) la représentation de X comme quotient d'une variété lisse par

un groupe fini G agissant librement en dehors du point Q. Alors :

. G
TyOxy = Ox = 40y = (f*OY)
TyBy, = By = i = (£,0,)°
#9xr = Oy = 1xBy = by
. G
n*wX' = wy = 1*wU = (f*wY)
1 . A1 1,G
TE*QX' = I*QU = ( f*QY) .

#*
De plus, si X est Gorenstein, donc un point double rationnel, = Wy = Wy,

17. SINGULARITES QUI N'AFFECTENT PAS LA CONDITION D'ADJONCTION

Soient Y une variété lisse de dimension trois (par exemple'Ps) ’
X une surface normale dans Y et X' la résolution minimale de X. La "formule
d'adjonction" permet de calculer Wy (1], 2.4)
aup

w = W ® N ’
X YIX X

ou Nxest le faisceau normal de X dans Y. Par exemple si X est une surface de

degré d dans P° y wx::OX(d—3), donc est le systeme linéaire complet des sur-

faces de degré d-3. La question qu'on se posait classiquement (en toute dimen-

2]
sion : voir Walker [30] pour le cas des courbes dans P~) est : quelles



pr—

conditions faut-il imposer a une section de wy pour qu'elle soit une section
de Wy 1 ? Si la réponse est : aucune, on dit que les singularités de X n'affec-

tent pas les conditions d'adjonction. On savait classiquement

Propositidﬁ (voir Du Val [12]) : YLes points doubles rationnels n'affectent

. . o ~ ;O
pas les conditions d'adjonction, i.e. H (X',wxy)—+H (X,wx).

2
Par dualité il est équivalent de montrer que H2(X,OX)Q:H (X',Ox‘).

Lorsque X n'a que des singularités rationnelles, on a Rln* X,::0, donc la sui-

te spectrale de Leray dégénere, ce qui donne 1'isomorphisme voulu.
On a toujours x(Oy,) = X(OX)-hO(X,R1n*O-,), mais il est bien sir pos-

sible que le genre géométrique de X' pg(X') u:Ho(X',wx,)soit le méme que celui

de X, bien que X ait des singularités qui ne sont pas rationnelles : par exem-

ple prendre dans]P3 le cone X sur une cubique lisse dans]P2 . On a
pé(X): pg(X')::O bien que la singularité de X ait genre 1. Il n'y a donc pas
de réciproque globale a la proposition. On peut cependant considérer le théo-

reme 2 du § 15 comme une réciproque "locale" (cf. [19], bas de la premiére page
et [12]).

18. CONTRACTIONS ALGEBRIQUES

Nous signalons un théoreme de Artin sur la contractibilité algébri-
que des '"configurations rationnelles". Rappelons d'abord que le théoreme de
Grauert [13] implique qu'une famille connexe de courbes propres {Ei} sur une
surface analytique X' lisse peut etre '"contractée en un point" (i.e. il existe
une surface normale X, un morphisme analytique n: X' =X et un point PcX tel
que W_l(P)zlJ Ei) si et seulement si la matrice d'intersection (Eio E. est
négative non -dégénérée. Un résultat analogue existe dans la catégorie des
espaces algébriques (voir Artin [4], § 6 ). Dans la catégorie des variétés

algébriques la condition sur la matrice d'intersection est nécessaire, mais

pas suffisante. On a cependant :

Théoreme (Artin [2], 2.3) : Soient {Ei} une famille connexe de courbes pro-
pres sur une surface algébrique X' lisse au voisinage de {Ei} telle que
a) la matrice d'intersection (Ei- Ej) soit négative définie.;
b) pour tout cycle Y>O a support U E., p(Y) <o0.
Alors il existe un morphisme m: X' - X et un point normal Pc X tel
que n—1(P)=[J E, - D'apres la proposition du § 4, (X,P) est une singularité

rationnelle.



Remarque : Ce théoreme permet de montrer que tous les graphes, qui sont des
graphes de singularités rationnelles en caractéristique O, sont des graphes de

singularités rationnelles en caractéristique p> 0.
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