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COHOMOLOGIE DES COAIGEBRES

(Exposé de P. CARTIER, le 17.2.1956)

1.~ Rappels sur les complexes.

vSoit K un anneau commutatif avec unité. On rappelle qu‘un K-module gradué

est un module M muni d'une décomposition en somme directe de sous-modules
P

M (peZ);si M et N sont deux modules gradués, un homomorphisme f de M

dans Ny est dit de degré s si 1'ona £(MP) ¢ ¥°*> pour tout p . Les homomor-
phismes de degré s de M dans N forment un sous-module & K(M , N) g du module
égK(M , N) de toutes les applications linéaires de M dans N . On note

' P
fK(M , N) le sous-module de %K(M , N) somme des tSFK(M s N)S 3 ces derniers
modules définissent alors une graduation de Tfk(M_, N) .Si f ¢ °£K(M , N) et si

. ]
g € «-‘fK(N , P) , alors g o f appartient & fll{(M , P) : plus précisément, si f
est de degré s et g de degré t , alors g o f est de degré s + t .

Un complexe 470= (M, d) est un module gradué muni d'un opérateur d de
degré 1 telque dod=0 (4 est la "différentielle" de 4 ) . Les éléments

de M anmulés par 4 forment un sous-module 2ZP(%7) de M , le groupe des

"eycles" ; l'image d,Mp__.1 de d dans Mp est le groupe Bp(%’c) des "bords".

Le quotient HP(M) = zP@)/BP(M) est le p-tme groupe d'homologie ; on note
B*W0) = H*(M, d) 1e module gradué somme directe des HP(H7) . Ie complexe
est dit acyclique si H*(#1) = 0 , ou, ce qui revient au méme, si la suite des

homomorphismes d : MP _>'Mp+1 est exacte.

Soient = (M, d) et M '= (M', d') deux complexes ; un homomorphisme
de complexés de degré s de 410 dans W{' est une application lindaire f de
degré s de M dans M' telle que d' o f = (-1)° £ o d 3 de plus, les homomor-
phismes f et g de degré s de M dans #(' seront dits homotopes s'il existe
une application linéaire p de degré s~1 de M dans M' telle que

f-g=a50op=-(-1)®Y 5, d.Un homomorphisme f de degré s de W dans W'

applique ZP(M) dans ZP(M') et BP(N) dans BP(#) ; par passage au
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quotient f définit alors une application linéaire £* de degré s de H* (M)
dans H*(WT') .

*

On aura £ = g
et g : W — MW" sont des homomorphismes de complexes, il en est de méme de

gof etl'ona (go £)*=g" o £* . Pour toute suite exacte

si f et g sont homotopes ; de plus si f : ¢ — w7’

0 — M L n'E WM _5 o d'homomorphismes de degré O de complexes, on peut
définir un opérateur de degré 1 , soit O , qui applique H' (") dans H (#1) .
On a alors une suite exacte 3
* ¥ ¥ ' *
— W) -5 o) & o) 2 Pl S ot £

appelée suite exacte d'homologie ; de plus si 1l'on a un diagramme commutatif dont

les deux lignes horizontales sont exactes :

ML, m s M —s 0

\('ac .lﬂ l?f

0 —> N—}—?N'—e N —s5 O
g‘

O >

alors on a : O(*Oa:ao‘d* .

Si M et N sont deux complexes, leur produit tensoriel est défini par le

module M & N gradué par les sous-modules =2_ M° @ N9 et par la différentielle
p+g=n .

d définis par d(x®@y) =dx®y + (1)’ x ®dy si x est de degré p .

Un complexe augmenté (%7, £) est un complexe W tel que M’ = 0 pour

p < O, muni d"in homomorphisme € de K dans M0 tel que do & =0 . Il sera

dit acyclique si la suite 0 —> K £ MO -P-a M1 -(-1-;» ... €5t exacte, ou ce qui

revient au méme, si HP(M) = 0 pour p>0 et si € induit un isomorphisme de
K sur HO(?J‘C) .

Une suite exacte f£* : M* —> M-l (i1e€[a, b[ ) sera dite scindée si

elle vérifie 1'une des conditions suivantes équivalentes
a) Pour tout i , le sous-module £t (M)~ est facteur direct dans pi+l

b) Pour tout module N , le foncteur M —s> ch(M , N) transforme la suite
exacte donnée en une suite exacte.

b') Idem que b) avec le foncteur M —» :ﬁK(N , M) .
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¢) Il existe une suite d'homomorphisme st M — il (1€ela, b))

tels que si*l o £ 4 £ o st soit 1'identité dams M powr i€]a, b[ .

Si pour tout i , le sous-module £ (M) est libre, la suite exacte formée
par les £+ sera scindée ; il en est en particulier ainsi lorsque les M- sont

des modules libres sur un anneau principal.

Un complexe augmenté (%C, € ) sera dit scindé si la suite

0 =2 K -—é-p MO —9-9 M1 —>» ... est wne suite exacte scindée. Si les complexes

augmentés (M7, £) et (#', &' ) sont scindés, il en sera de méme du complexe
augmenté (MW@ M', € ® &) et du complexe augmenté déduit de (#C, ¢) par

toute extension de l'anneau des scalaires,

Un bicomplexe %’ est un K-module F muni d'une décomposition en somme
directe de sous-modules F™*? (p, q € L) et de deux opérateurs linéaires dy

et dg jouissant des propriétés suivantes :

(1) dgd; = ddqp + dpdp = g = 0

I I'II II ITI

(2) dI(FP,Q) c P+l 4 dII(Fp,q) c FPra+l
A ce bicomplexe é}' , on peut associer un certain nombre de complexes : tout
d'abord %J*’q est le complexe défini par le module Z rPr 4 gradué par les modu~-

p
les FP9 (p e ), et par la différentielle d; ; le complexe FP¥ st aéfi-

ni de maniére symétrique ; enfin si 1l'on pose o = pI;IS FP2 9 | le module gradud
é’_fs et la différentielle d = d; + drp définissent un complexe 56 Les éléments

de F° sont donc les suwites f a'éléments fP e FP»5°P ot 1'on &

p
It

3) @) = a P!+ a
Considérons un bicomplexe Fotel que 1'on ait F*2 -0 pour p>a , a
étant un entier fixé. L'image de l‘appiication lindaire dy : Fax __, F ol
est un sous-complexe de @‘a,* puisque dI et dII anticommutent ; nous appelle=-
rons % le complexe ¥ a’*‘/dI Fa-lix oy 1'homomorphisme canonique de
complexes de 35 a’*’\ sur CZ . Dans ces conditions, l'application p
h— TG ae & dans (g est de degré =-a , car pour h € # ona

a - .- ,
P8 ¢ pR58 oy p (h) = 7 (10*) ¢ ¢°? ; de plus, p commute aux différentielles
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de ';l%et C{J( , Car on a
plan) = (@) = m (@ (™) + W@ (6M) = a(1 (M) = a( p(n))
étant donné que T o d; = 0 par définition de T .

Nous allons alors prouver le lemme suivant s

IEME 1.- Soit f‘t? un bicomplexe et solent a et s deux entiers. On suppose :

a) F%=-0 pour p>a .
b) Hl(dI s r@) > =0 pour q> s-a
ica
v ) -1
Dans ces conditions, 1'application p de ¥ dans ‘/5 = %a’*/dlﬁ’a o ¥

A
définit un isomorphisme de H (4§ ) sur HS‘a(CJ) .

Nous gardons les notations introduites plus haut.

a) tout cycle de degré s-a de G est l'image par P d'un cycle de degré
s de F .

Soit x € G°® tel que dx = 0 et soit h® € F*°™® el que x = m@®) .

Si 1'on pose h™ =0 € F*°™F pour i>a, 1'égalité
i-1 i
(Ei) dIh + dIIh =0
est trivialement vérifiée pour i > a puisque le premier membre de (Ei) appar-

tient & FUS Ml 43 ost réduit 3 0 pouwr i> a d'aprés a) .
Soit alors b wn entier « a quelconque et supposons définis pour i > b

des éléments h™ € FH 5"t tels que 1l'on ait (Ei) pour i > b . En particulier,
on aura pour i=Db+ 1

b b+l
(4) dfh” + dgqh =0 .

Si b=a, ona TT(dII(ha)) =d(m@e®)) =dx =0 et par conséquent, comme le

- noyau de T est dlga'l’* , il existe p?l ¢ polhs-arl g que

dnha =~ dIha"'1 et la condition (Ea) est vérifiée. Si au contraire, on a

b b bl X
b<a, onaura dy(drph’) = = dpdh = dpdh = 0 d'aprés (4), autrement
dit dy7h®e 2°(F %52y o grapres 1thypothise b) applicable car s-bel > s-a
et b <a, il existe uwn élément h°t € FOULEPM o1 que @ n® = - g™ et

la condition (Eb) est vérifide.
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i,s-1
Par vécurrence, on construit alors une suite h d'éléments h € F

vérifiant (Ei) pour tout i , donc telle que dh = 0, et telle que T™h?) =x .

b) Tout cycle h de degré s de F tel que T (h") soit le bord d'un §16-

ment de G521 , est un bord.
On a done T (h") = dx avec X € G‘g"a ~1 . soit alors p € pesS=a=l o

i,8-i-1

que Tf(pa) =x et soit pour 1> a, p =0¢€F . Dans ces conditions,

1'égalité

) h -1, 4a.p

1P 1P

sere vérifide pour i > a , puisque les deux membres appartiennent a

1 = d
Fo%t qui

est réduit 4 0 pour i> a .

Soit alors b un entier <a et supposons construits pour i » b des élé-

ments p e P81l 4o sorte que les égalités (Fi) soient vérifiées pour
i>b.Si b=a,oma 7Y =a(mE") = T(@(@")) et par suite T
annule h® - dpp° ; il en résulte l'existence d'wa é1lément P21 go po-lrs-e
tel que n® - dIIpa = dea+1 . Si, au contraire, ona b <a , on aura :
b b b+l b b+l b b+l
(b= dpp ) ==~dph™ 4 dppdp == dpp(b7 - dpp) == dpdpe s = 0

d'apres la condition (Fb+1) . Autrement dit hb - dIIpb appartient a

Zb(%’*’s-b) ; coome ona b<a et s-b> s-a , on peut appliquer l'hypothése b)

et on en déduit 1l'existence de pb_l 13 Fb"]"s-b tel que h - dIIpb = d:[pb'"1 .

b—l b—lsb

Dans les deux cas envisagés, on a construit p vérifiant (Fb) 3

par récurrence, on construit donc p = (pl) e tel que toutes les égalités (Fi)

soient satisfaites, ce qui signifie h=dp . C.Q.F.D

2.= Définition des foncteurs Ext de modules sur une coalgébre.

Nous supposcns désormais fixée une coalgebre A sur l'anneau K .

Soient M et 941’ deux complexes de A-modules (Exposé 4, numéro 7). On
définit un bicomplexe <& = F(7% ,44l') de la manidre suivante :

FP % = Hom, P, M%) et pour £e F?, onpose dif =f o d et

I -p=1

dIIf = (- 1)p+q dé{ o £ . Ie module F° n'est alors autre que le module noté Fy
dans 1l'exposé 4, numéro 7, et la différentielle d de F n'est autre que l'opera-
teur noté & dans 1'exposé 4, numéro ’? Nous poserons alors T (') = HS('\?' )
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si M s M et MWM" sont trois complexcs de A-modules, pour tout
fe ﬁs(m, W'y et ge ft(WZ', M"Y , ma gofe fs+t(m, 7)) et
(5) Sgof)=Bg o+ (1)go (§0)

Il en résulte immédiatement que si f et g sont des cycles, c'est-a-dire des
homomorphismes de complexes de A-modules ¢ il en est de méme de g o f . Par

passage au quotient, 12 composition définit une application bilinéaire de

Ts(m, ') x Tt(’ﬁ"l‘, M) dans Ts+t(m, M) et 1l'on a une formule d'asso-

ciativité pour le cas de 4 complexes.

Nous supposerons désormais que les complexes envisagés sont nuls en degrés

< 0 ; de plus, modifiant en apparence la définition de l'exposé 4, numéro 7, nous
appellerons résolution d'un A-module M la donnée d'un complexe #H! de A-modules

(nul en degré 0O ) et d'un A-homomorphisme ¢ de M dans MO tel que d, o&t= 0.

0
Soient alors M et M' deux A-modules, (#, € ) wune résolution
Z-acyclique de M et (¥, ¢ ) une résolution  F-injective de M' . Par
définition méme des A-modules “d-injectifs, la suite :

oo = FRA_, gt g0a_ Hom, (M , MY — o

est exacte pour tout p, et 1'ona F*% =0 pour p> O . Appliquant alors le
lerme 1, on voit que 1'on peut identifier T° (70,20 ) au module

H® (Hom) (M , WL')) (le groupe gradué Hom! (1 , #1') = % Hom, (M , M'Y) &tant muni

de la différentielle £ —> d' o £ ) . D'autre part, comme d' o & = 0, l'image
de 1'application f —> E£'o f de HomA(M , M') dans IfomA(M , M'O) ge compose
de cycles de degré O 3 comme HomA(M R M"‘l) =0 , ona défini une application
lindaire T de Hamy (M, M') dans TO(W, ') ; si la suite

0~ M' — M'O —_ M'1 est exacte, cette application est bijective. Inter-

prétant le résultat obtenu, on peut énoncer :

IEME 2.~ Soient (¥, £ ) une résolution =~ G-acycligue du A-module M et
(W', €' ) une résolution  %-injective du A-module M' . Pour tout
A-homomorphisme f de M dans M' , il existe un homomorphisme h de degré O

du complexe N7 de A-modules dans le complexe #1’ de A-modules tel que

£ £=1n9, € , et, & une homotopie pres, un seul.

I1 résulte aussitét de la définition de 1'application 7 Hom, (M , M') —>

0,, . s .
- T (M, #') qu'elle est compatible avec la composition au sens suivent s
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si (W , €) est une résolution £ -acyclique et f-injective de M' et si
(m", £" ) est une résolution b ~injective d'un troisieme A-module M" , on a
M(gof) = T(g)M(f) pour £ s+ M—> M' et g M'—> M" .

A tout A-module M , on a assoaié une résolution 8—acyclique et g-injec-—
tive (@ (M), ¢) (Exposé 4, numéro 7, lemme 2) : on a ROM =A@M et

R on = 4@ ®H)/at @ 1n)) , € étant 1'application A, et 1'applica-
tion d° é&tant composée de 1l'application canonique A @ RE(M) —> A®P et de
Op (ou P = RIQ0/aH ®TH))

Par définition, nous poserons :

Bxty (H, M) = T (R0 , & ("))

Ia composition Ext) (M, M') x Ext) (', M) —> Extzﬂ (M, M") est définie par

la composition entre les T( %, M) . Cette composition est associative, en par-

ticulier, pour tout A-module M , ExtX(M , M) =§ ExtX(M , M) est une algébre

associative graduée.

Il résulte de ce qu'on a vu avant le lemme 2, que 1l'on peut identifier

Exti(M , M) Hl(Ho U @A (M) et Ext, (w M') & Hom (M, M') , cette

derniere identification étant compatible avec la composition . De 1la et du lemme

2 , on définit que si T est une résolution &-acyclique de Met & wme résolution
é-acyclique et_g—injective de M', et si l'on désigne par j (resp. j') 1'image
dans TO(P, A () de 1 €Hom (M, M) (résp L'image dans T°( R(M'), Q) de
1 € Hom, M, M) ) (cf. lemnme 2) , 1l'application f —» j'fj est un isomorphisme

de ™(R,Q) sur Extf (M, M') .

Comme on peut identifier =HomA(M , M) et ExtE(M , M') , pour tout couple

de A-homomorphismes f:N— M et g :+ M' —» N' , 1'application h — ghf
applique Ext (M M') dans Ext (N, NY) ; l’assouat:w:.te et la bilinéarité de
1a compos:t:.on entre les Ext montre alors que Ext W, M') est un foncteur

covariant additif en M' et un foncteur contravarlant additif en M .

Avant de définir la suite exacte des Ext , nous remarquerons que G (M)
dépend fonctoriellement de M . De manitre précise, soit donné un A~homomorphisme
£+ M= N ; nous poserons Ro(f) =1, ®f d'oh résulte par la définition des

A~homomorphismes que l'on a Ro(f) o &€ = go f . Soient alors définies des
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applications linéaires R*(f) de R(M) dans RT(N) pour i< p telles que

! i-1 g i&p 3 sil'onpose P = RPQ)/aPT@EL00)

a1 o 2l e) = R ) 6 @
. 1,.p-1
et Q= RP()/aP~t®P-1(N)) , 1'application RP(f) applique AP *(RP™ (M) dans

¢P-1 (Rp"1 (N)) donc passe au quotient et définit une application g de P dans
Q qui est un homomorphisme de A-modules ; par suite l'application
1@g=r8"1(f) e A®P=rRPY(M) dans A®Q=RPYI(N) vérifie la condition
a® , rRP(f) = gP*+ (£) o dP . On a donc construit par récurrence les composantes

d'un homomorphisme (U(f) de degré 0 de ®(M) dans (L(N) tel que
B (f) o € = €0 £ . De plus par récurrence sur p , on vérifie immédiatement que

RP(g o £) = RP(g) o RP(£) , que EP(1) = IgPyy ©b ue le foncteur R  trans-
forme wne suite & -exacte en une suite exacte "scindée".

Soit alors 0 —» M —> M —> M! —> 0 une suite & -exacte de
A-modules; pour tout A-module N et tout entier p , le A-module Rp(N) étant
g—injectif, on aura une sulte exacte

0 —> Hom, (M", RP(N)) —> Hom, (M', RP(N)) —> Hom, (M, RP(W)) — ©
d'od une suite exacte de complexes de K-modules

0 —> Hom! (M", A (N)) —> Hom! (M', ¢}, (N)) —> Hom! (M, ®R@W) — 0
On en déduit immédiatement une suite exacte d'homologie (cf n® 1)

: 0 —> Hom, (M", N) —> Hom (M', N) —> Hom, (1,N) —> Exti(M",N) —_—
(6) i 1 A . 'l . .
—> Ext; (', N)...— Bxt (",N) —> Ext) (4',N) —> Exti(M , N) —
'l.' — Ext?;-"l (IVI" [} N) —) o e
De plus, on a une suite exacte scindde 0 —> R(M) = RM') = & M") — 0
de complexes de A-modules d'aprés ce qui précede, d'oh une suite exacte de

complexes de K-modules :
0 —> Ham (P, ®(M)) —> Hom, (P, ®(M')) —> Hom, (P, ® (M"))—> 0

pour tout A-module P . On en déduit alors une suite exacte analogue & la suite

(6) et qui commence par :
' 1 1
(6') 0 —> Hom, (P, M) —> Hom, (P,M') —> Hom, (P, M") —>Ext. (P, M) —Ext (P,M') —> ...

3.= Interprétation des Ext au moyen des suites & -exactes :

DEFINITION 1.~ Soient M et N deux A-modules. On appelle extension de M par
N 1la donnde d'un lA-module P et d'une suite &-exacte :
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> P M— 0
A1

Ol.s
Deux extensions (Ei) : 00— N3 Py — M—> O avec i=1, 2,

(E) 0—> N

seront dites équivalentes s'il existe un A-homomorphisme f de P, dans P,

tel que mz:fo(kl et By = Boo f o

On montre immédiatement gqu'un hcmomorphisme f vérifiant la condition de la
définition 1 est un isomorphisme, ce qui montre que la relation introduite ici

entre extensions de M par N est une relation d'équivalence.
L'image de 1, par 1l'application linéaire de HomA(N , N) dans Exti(M , N)

définie par la suite O-oxacte (B) (cf. (6) ) s'appelle la classe caractéristi-

que de l'extension (E) et se note j(E) .

Soit pour i =1, 2 une suite & ~exacte :

o /3.
() 0—> N —> Pi-1->~Mi-—-—>o

ot soient £ ¢ P, —> P, et g : M —> M, des L-homamorphismes tels que

foouy = o, et gopy = B,0f . 0nen déduit un diagramme commutatif de
complexes de K-modules :

0 —> HomA(Ml,(Q(N)) — Hom['i(Pl,@(N)) —> Hom} (N, &(N)) —> 0
i n ¥ n ¥
e ¥ T1
0 —> Homj!L(MZ,(R(N)) —_— HomA(Pz, A(N)) —> HomA(N,@(N)) —>» 0
- et par suite d'aprés les résultats rappelés au n° 1 (suite exacte d'hamologie),
le diagramme commutatif :
1
Ext, (M;,N)

=

Hom, (N, N)
1,
Ext, (M,,N)

Ceci démontre la fommule j(g;) = j(g,)g ©t montre en particulier que Jg) B

’

dépend que de la classe de l'extension (E) .

Soit Q un A-module quelconque ; nous allons expliciter au moyen de j(E)

1'application 0 :Exti(N,Q)’-—,x Extl+1(M,Q) associde 3 la suite ©-exacte ®) .

Tout élément fe Exti(N,Q) peut étre représenté par un A-homomorphisme

£' : N —s RY(Q) tel que d o £!' =0 ; comme Ri(Q) est G-injectif et que la
suite 0 — X 25 P est OG-exacte, on peut éerire f£' = g' o o avec

g' ¢+ P —> RY(Q) . On a alors (di 0o g'") o & = di o f' =0 et coome (N) est
le noyau de B , il existe h' : M —> Ri+1(Q) tel que a* o g'=h'o A .
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Autrement dit, on a un diagramme commutatif

00— X% P Lo M — 0
(s") "'l, g' -y
R (Q) s rM1(q)

I1 résulte de lo définition de O , que pour tout diagramme commutatif tel que
. i , i+1
(S') , si f' représente f ¢ Exti(N,Q) , alors h' représente O fe Ex‘l:}l+ (M,Q).

En particulier, on aura un diagramme commutatif s
yﬂ? AN I;I - 0
Su 0 —> N v g" h"
" > R0m) — wian)
od h" représente j ®)

Mais, on sait qu'il existe un homomorphisme (fk) de degré i de complexes
de A-modules de @A (N) dans (R(@Q) tel que f! = 26 € . onvoit immédiate-
ment que dans le diagramme (S') , on peut choisir g' = 9 o g" et
h! = :E'1 o h' ét la derniere de ces deux formules implique :

(7) of = £j )

PROPOSITION 1.~ L'application qui & toute extension (E) de M par N associe
la classe caractéristique j (&) définit une bijection @ de l'ensemble des

classes d'extension de M par N sur Ext (M,N) .

I1 suffit de démontrer que pour tout A-homomorphisme h" de M dans
gl (N) tel que al o h" = 0, il existe & un isomorphisme prés, une manidére et
une seule de compléter le diagramme commutatif (S") . Le lecteur vérifiera aisé-

ment que 1'on y parvient par la construction suivante :

P est le noyau de 1l'application (x, y) —> a® (x) - h"(y) de g0 (N) x M
dans R! (N) , les applications g" et A sont respectivement les restrictions a
P des projections canoniques de RO (N) x M sur ses deux facteurs ; enfin on a

pour x € N 1a formule o x) = (€(x),0) . .
CaQ-F.D.

REMARQUES : 1) L'application de Extz(Q;M) dans EXtiH (Q,N) associde & la suite
exacte (E) est l'application £ —> 2 j(E)f
) Les résultats précédents se généralisent au cas de n > O quelconque ;

a toute suite ﬁ—exacte :
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on associe un €lément j(E) de ExtE(M,N) . La composition entre les Ext

correspond a la juxtaposition des suites g—exactes s l'application (E) — j ()
est surjective et 1'on a j(E ) = j(E ) si et seulement si 1l'on peut trouver une
1 2

suite G-exacte (E) et des diagrammes commutatifs
1

X' — ... —> XP
0 —> N<\L1 \Ln>M

X(i)—é" R e X(i) '

'_"'90 i=1,20

4 ,- Complexe standard.

On suppose désormais que la coalgebre A posséde une unité u , donc que
1'on a AA(u) =u®@u et é’A(u) =1 (cf exposé 4, mméro 1). Le module 4 est

done somme directe de 4’ et de K.u ; de cette décomposition en somme directe,
on déduit des décompositions des produits tensoriels A @ A® ... ® 4 en some

directe de produits tensoriels dont les facteurs sont égaux a A% ou K.ou.

On notera a' 1a composante de a € A selon AT et S$(a) 1la composante

de AA(a) selon At @at ; on a donc

9) at = a - Eh(a).u (a e &)

(10) d(a) =AA(a) ~—2@u-u®a (a € &™)
et la composante de (& 1 ® 1)(AA (8)) selon A" @ 4T @i’ sera égale 2
(§ ®1)(3 (@) ; de 13 on déduira 1la formule :

(11) (@10 §=(1@8)od

On définit sur K wne structure de k-module en posant A, () = u@ A
pour A €K 3 on posera alors
H'(4) = Bxt (K,K) H*(4) = 2_ B (4)
- 30

"L'algébre graduée H*(4) se nomme 1'algébre de cohomologie de la coalgdbre A .

Nous allons donner, dans le cas général, puis dans un cas particulier, des procé-
dés de calcul de cette algébre de cohamologie.

Soit donnée une algébre différentielle (B , $) , c'est-a=-dire un complexe
mini d'une loi de.composition bilindaire associative avec unité, telle que
1l'application x® y —> Xy soit un homamorphisme de degré O du complexe
B®B dans le complexe B ; autrement dit, on a BU® ¢ B**P ot

(12) Say) = Sy + (1) 8y xes® y €B
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On suppose de plus donnée une application linéaire dO de A dans B1 k.
Sur C=B®4 , on définit alors les structures suivantes s
a) une graduation, par les sous-modules ¢t =B"@4
b) une structure de A-module par l'application diagonale 1;& A A
¢) une structure de B-module & gauche par la loi externe :
(13) x.(y®a) =xy®a ac—;A- , X,y €B
les homothéties hX : ¢ ~—> X.,¢c de C sont alors des A-endomorphismes.,
d) un endomorphisme d de C par
(14) dx ®a) = g(x) ®a + (—l)n x.do(a) _ a€h , xE€EB
e) un opérateur & de K dans c par s
(15) £ = Auw1  Nek

L'opérateur d de C dans C est de degré +1 , de plus pour x € B° et

c€C, ona la relation :
(16) dx.e) = 6 (%).c + (1) x.d(c)

Cette formule se déduit en effet par lindarité ducas ol c=y®a (y € B" ,

a €A) , lui-méme consdéquence irmédiate des formules (13) et (14) . De plus, on a
a(e () = Aa%w) et

a8 @) ®@a) + (-1)* dx.a%))
S$(8&) ®a + (1) 8).a%a) + (+1)" Jx).a%a) +

+ (~1)P* x.a(a%@))

d(dx ® a)

"

0
x.d(d”(a)) pour 2 € A et x e B

. - O 3 ’ . - 2’
Par suite si do d =0 et si do(u) = 0, on aura défini un complexe augmenté

€,a,¢e) .

L'opérateur d de C° dans ¢+l

est somme de l'applic_ation § ®1, qui
est un A-homomorphisme et de l'application x @ a —> (-l)nx.do(a) , elle-méme
composée de l'application x @ a —> (-1)n X ® do(a) dé B & A dans

B ® (B1 ®4) et du A-homomorphisme x®yRa —3 xy ® a‘ de B ® B1 ® A

dans g+l @A . Par suite si do est un A-homomorphisme, d sera un A~homomor-
phisme et on aura défini une résolution fo-injective c,a, €) d K
(considéré comme A-module par AK ) .
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IEME 3.~ Soient données une algébre différentielle B et une application d~ de

L dans Bl ® 4 . Supposons :

0
a) do est un fLi~homomorphisme et d o do =0,d (=0 .

b) la résolution 6-injective (c,a, &) de K construite précédemment

3 1'aide de B et a9 est &-acyclique.

Dans ces conditions H (A) est canoniquement isomorphe a g (B, §) et cet

isomorphisme est compatible avec les structures multiplicatives.

Soient P un K-module et x € P® A ; munissons P® A de l'application
diagonale A = lp®4; quien fait un A-module. Si x=p&u avec p& P, on
aura A (x) =p ®uB u=x®u ; inversement, supposons que l'on ait
A()=x®u ;posant h=1,® (P, o (£, ®1,)) , onen déduit au moyen de la

formule (3) de l'exposé 4, la relation x = h(lP ®4,) (x)) = h(x®u) que x est

de la forme p @& u , puisque les é1léments de l'image de h sont de cette forme.
De ceci, on déduit que les i-homomorphismes de K dans P® A sont les applica-
tions de la forme A —> A p®u avec p € P .

D'aprés les hypothéses, le complexe augmenté (C , d, €) est une résolution
f;-acyclique et 5—injective de K considéré comme A-module par A K * L tout
endomorphisme f de degré s du A-module gradué C , associons le A-homomor-
phisme f o & de K dans C ; d'aprés ce qui précéde, ona f(€(1)) =x@u
avec x € B> bien déterminé. Comme 1l'application f —> f o & détermine un
isaomorphisme par passage & 1'homologie et comme on 2 d(x @ u) = S)®u , on
voit en combinant que si & f on associe 1'élément «(f) =x € B° défini par
f(1®u) =x®u , on obtient par passage & 1l'homologie un iscmorphisme «® de
HS(A) = Ts( (3, C) sur HS(B , 0) . Mais comme la formule (16) s'derit

hg(x) =do hx - (-1)S hx od pour x € B° , l'application x —> h, est un

homomorphisme A du complexe (B, §) dans le complexe F(C,C ) ; il est

clair quo b (1 ®uw) =x®u , done o« (A(x)) =x . Meis came h o h,=h_, ,

1'isomorphisme g de H'(B,d) sur H*(4) inverse de o est compatible
avec les structures multiplicatives.
C.Q.F.D.
- On va appliquer ce lemme général & la construction du complexe standard. Nous
prolongerons l'application linéaire & de AT dans A" ® A* en une antidériva-
tion de degré +1 de 1l'algdbre tensorielle T(A*) en posant : (¥)

(*) Dans cette formule et celles qui suivent, on omet le signe ® de multiplica-
tion dans une algebre tensorielle.
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= i-1 +
(17) §(a1 ...an):zl(-l) 8y eee J(ai) ces 8y a; €4

1=

La formule (11) exprime que la dérivation §o & ae T(A+) est nulle sur

A

AY qui engendre T (n*) donc est identiquement nulle.
Posohs do(a) =4 A(a) -u®a pour a € kL 3 come 4, estun Ji-homomor-
phisme de 4 muni de A , Cans LA®A mumnide 1 ®4, , ilest immédiat que

dO

du début de ce numéro, on obtient un opérateur d sur T ® 4 , qu'on expli-

est un A-homomorphisme. Posant B = T(AJ') et appliquant les constructions

citera en remarquant que do(a) = §™) +atou , d'ol
\ / n + n +
(18) diay ... an®a) = (=1) 8y eee 80 S (&%) + (1) 8y +ee B8 U+
= ia1
+§(-1) ﬂl s e ‘S(ai) [} an®a

Comme u' =0 , ona do(u) = 0 et de plus ,
2@®@) = a3 @) + A" O w = - (1@ §)(5EM) - S @
(@8R +a"®u) =0

Soient O = K R cle e ot € 1 complexe ainsi défipi & 1l'aide de
C par ' =0 pour i <-~1. On va montrer que l'opérateur s défini dans C'
par
' : _ n=1
(19) s(a1 cee an®u) = (=1) fﬂ(a) 8y 08,y ®ay

est une homotopie, c'est-a-dire que l'ona sd +ds =1 . 0r 3
n~-1 .
8d(a, v.o.a ®2)) = (1) a, ...a ®a" + £ (2) (=) 2 (—1)1—1a
1 n 1 n a i=1 1

1 )n+n—1

S(ai) a4 ®a + (= E,A(a) 8y eee B 4o é‘(an)

d(s(a1 cer B & a))

(-1 g, (o) {1(-1)1“‘1 o vera ;. 8lay)

i
+ (—l)m"la1 an®u+Zl (-l)j"":1 8y eee (S(ai) voo n-1®an}
i=

et par suite

(sd + ds)(a1 an(ic)s.) = ay ees 8, ® (a* + g; (a)u)) =& ...8, @8 .

La formule sd + ds = 1 montre que le complexe C' de K-modules est scindé,

done que la suite 0 —> K S Co—g—} Cl -—d-> ees €81t g-exacte, ce qui per-

met d'appliquer le lemme 3 :
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PROPOSITION 2.~ Soit x4 une coalgébre avec une unité wu . L'algebre de cohomolo-
gie H*(4) de A s'identifie & 1'algébre d'homologie de 'T(A+) muni de la
différentielle :

n

(20), _ & (ay v n)) = E (--l)i"la1 cee By 4 5‘(6.1)&1+1 cev o8y

avec S(a)zﬂA(a)-u@a-a@u pour a edt .

I1 en résulte en particulier que g (A) est le sous-module des ¢léments
primitifs de AT, clest-a-dire des x tels que A A(X) =x®u+u®x .De
méme H (A) est le quotient du noyau de 1l'application So1-1&®& 38 de
A" @AY dans AT ®AT @47 par 1'image de § 1 AT —3 AT @ at

REMLRQUES : 1) Par une construction & celle qui conduit & la proposition 2 , on
démontre que 1'on peut identifier H*(4) & 1'algébre d'homologie de T(&) pour
le. différentielle :

l)mhla1 ces @ u

n

n .
\ 1
cl(a1 e 8 ) =Uny aeea 4 E (=1) ay eee AA(ai) ces B+ (=

2) De 1l'interprétation donnée plus haut de H2 (A) , on déduit facilement une
correspondance biunivoque entre les éléments de H2 (A) et les classes dréquiva-
lence de suites exactes scindées de K-modules 0 —> 4 23 BZE5» K —s 0 ,
oh B est munie d'une structure de coalgébre telle que « soit un homomorphisme
de coalgdbre et que pour tout x ¢B° |, onait Sx) ¢ a W @ « @ .

5 - Cohomologie de la coalgébre [ (M) .

Soit M un K-module ; on a défini (exposé 3) 1'algébre [ (M) comme
llalgebre commutative définie par les générateurs m h meM; hedL) et
les relatiohs :

‘ h /e .
(21) (m + m')(h) = g m\l)mt (h"‘l)
(22) (Am) (B) = b m(h) .
(23) ap &) (nek) 1/ntk! nB¥E) 20 _

On a défini une application diagonale & de I'(M) dans M) ® (M) par
h P .
(24) A (m(h)) = EO n(1) g pb-1)
1=

Nous allons étudier la cchomologie de ['(M) considérée seulement comme
coalgébre. Dela formule (24), résulte que si 1'on pose wu = 1 S on a bien une
unité au sens de 1l'exposé 4, numéro 1 et que les éléments m(1 sont primitifs.
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De plus, on a S(m(z)) = m(l) @m(l) ; par suite, l'application m —> m( )
de M dans Hl( " (M)) se prolonge en un homomorphisme ¢ de 1'algebre exté-
rieure A(M) dans H (@) .

PROPOSITION 3.~ Si le module M st libre, l'application ¢ est un isomorphisme
d'algébre de A (M) sur HY(M M) .

Munissons 1'algébre graduée de la différentielle nulle et soit p le pro-
jecteur de ' (M) sur Pl(M) =M= {\1(24) qui associe a un élément de T (M)
sa composante de degré 1 . L'application & = (1P(M) &p) ol de T'(M) dans

" (M) ® M est un homomorphisme de modules sur la coalgebre [ (M) qui annule

u =1 pulsque do(i) =1®p(l) =0 . On dfinit & 1'aide de do un opérateur
d de degré +1 dans C M) = M) & A (M) gradué par les sous-modules
rPM @ A @) . Come on a :

0, (b (n — (ny) (hy-1) (hy)
| (25) d(ml( 1) ...mrr)):glmll oo mg 7 ool mrr ® my
on aura :
d(d(ml(hl) ml(,hr)) = Zmihl) méhi_l) e mj(hj_l) v @ (mg /\mj)

1,3

+ Ei: n(lklll) méhi—z) mx(,hr) ® (m; A my)

=0
I1 en résulte alors que C (M) est un complexe (cf. numéro 4).
I1 résulte des propriétés connues des algébres extérieures et des propriétés
de (M) démontrdées dans l'exposé 3 que 1'ona CQi+ M) = CM& CMM)
(produit tensoriel de complexes) & un isomorphisme canonique pres.

Or, si le module M admet uue base (mi) , l'ensemble I d'indices étant

totalement ordonné, le complexe C(M) admet pour base les éléments

(oL (I _
Zy, ®mi1 Aees A mJn (avec Z, = T} mi( 1) pour & = («xi) € :fz.( )) lorsque

1
o parcourt l'ensemble 37,(1) et que {il s dp sy eeey in% parcourt l'ensemble

des suites strictement croissantes d'éléments de I . De plus, on a

s k
(26) d(Zu {8 mi /\ s e !\mi ) = - (-1) ZO‘(- &_.@ mi /\0°0
1 no ] i

eoo Ams A mﬁ A oo Am.

lk 1

n
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ﬁj étant 1'élément de .7((1) dont la je coordonnée est 1 , les autres étant
nulles, et la suite {i; , «ov , 4y 5 35 gy ooe s in} étant strictement

croissante. Ia formule (26) étant indépendante de l'anneau K , le complexe
C(M) s'obtient par extension des scalaires & partir d'un complexe C g Sur

1l'anneau X des entiers correspondant au module libre ; Zmi .

Pour toute partie finie F de I , soit C(,p le sous-complexe de €
2

constitué par les combinaisons linéaires des 72, & my Aoee A my ou les ik
1 n

sont dans F et « =0 pour r ¢F ; le complexe C, est réunion des sous-

complexes C . De plus C est isomorphe au complexe CQC_ £m,)
0,F | 0,F TeF T

lui-méme iscmorphe au produit tensoriel des complexes C (¥my) pour i€ F

d'aprés ce qu'on a vu.
le complexe (), = C (Z m;) admet pour base les w =2 . ®1 et
i

v = Zn£i®mi et 1'ona - £(1) = uy et du, = v,y (nx 1), duy=0 et

dv_ =0 pour ny 0. On voit immédiatement que le complexe augmenté (@ »¢)
est scindé ; par passage au produit tensoriel, le complexe (CO P §€) est
donc scindé (cf. numéro 1) et comme le complexe C o est réunion des complexes

acyclique CO p » 1o complexe augmenté (CO , £) est acyclique . Or les
s

modules (CO)n sont des modules libres sur l'anneau des entiers et le complexe
augmenté (CO , €) sera scindé (cf. numéro 1). Il en sera donc encore de méme
du complexe augmenté (C (M) , £) qul s'en déduit par extension des scalaires de
X a K.

On peut donc appliquer le lemme 3 et identifier H'(T (M)) a 1'algdbre - -
d'homologie de A (M) muni de la différentielle nulle, c'est-a-dire & (M)
lui-méme ; on voit immédiatement que cette identification induit 1'application
m —> m(l) de M dans Hl(T‘(M)) , donc se fait au moyen de ¢ puisqu'elle
est multiplicative.

COROLLAIRE, - Soit M un module libre admettant une base (mi) , l'ensemble 1
d'indices étant totalement ordonn. Tout élément u de (M)*® r(M)” annulg
par S &1 ~-1® 8 s'éerit de manidre unique sous la forme :

u= > _ a., mj(_l)(&m.}(l) + Vv

i<y T

avec ved (M) .
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Cela résulve immédiatement de 1'identification de AT(M) & (rM) .

REMARQUES : 1) Nous allons donner, d'aprés Lazard, une démonstration directe du

corollaire de la proposition 3. Le module I A" adnet pour base les éléments

Zy ®Zz avec &k ,f3 £0 et 1'ona 4§ (Z“) = Z:_ Zg ® Z.x H on voit
A=«
A O
immédiatement que les cycles de degré 2 du compl’exe standard sont les
u=g _c(x,n) 2, ®Z, avec (x) c(ot+ B,d) = c(m,Aa+y) pour
o, 8#0
w , 2,4 #0 et que les bords sont les éléments de la forme précédente ob

c(x, ) ne dépend que de ® +A . Supposons que ¢ remplisse la condition (%)

et soit Y avec lzﬂ >R 3 solent 1 et j tels que Y= &,

i E’j ; on aura

C(X— Ei’ 8.):0((};- 3. - E,) + E 9 Ei):c(}j—f.i—ﬁj s Ei+ E.)
“done c() - £ l) d(Y) ne dépend pas de 1l'indice i choisi pourvu que

¥2 &4 - Si Y2 $ , on aura alors, avec 1 ‘tel que $> £, 12 formule-

c(y~8,8)=c(y=~8 (S-£)+€)—c(5_§+5_ei,£i)=d(§)
De 13 on déduit u = S(Zd(oc)z )+Z:a.m ®m s la formule S(mimj):
O‘>2 i,]

= m; ® mj + mj R my achéve immédiatement la démonstration.

2) Le corollaire montre en particulier que si u ¢ M) @ PP est un
tenseur symétrique dlordre 2 annulé par d @1 -~ 1 ® § , il est de la forme
8 (v) . Inversement si une coalgébre i vérifie cette propriété et si A dési=
gnant la filtration canonique (exposé 2) de 4 , on suppose que les modules
A /A, sont libres et que A, applique 4 dans les éléments symétriques de
A®A, alors A est , en tant que coalgdbre isomorphe & [ (A1 A L) . on pro-
cede par récurrence, supposant que A admet wie base Z, avec o] £ m telle

que 4, (Z,) _:Z,g@ZX ; si \oa} =mtl 1'élément 2__ Zg ®@Zy de
B{=a BHf=n

+ + + B, Y#£0

A ®4& estde la forme $(u) avec u e A g =4AN N d'aprés 1'hypothése

cohamologique faite sur 4 ; notant 7, wun tel element, on a construit les «

pour |a| £ m+ 1 ; sialors x éA §(x) e A:r;@.fn; est de la forme

1 ]
T—T >‘o(. S(Zd) d'aprés ce qu'on a montré dans la remarque 1 ; il s'ensuit que
o [¢m+l

1
1'indépendance lindaire des Z, se démontre

X - ; M 2, est primitif donc dans AT et par suite que les Z, avec

x| € m + 1 sous-tendent A o1
aisément par récurrence sur \od .




